Kapitel 3

Allgemeine Formulierung der
Punktmechanik

Axiom 2.2 besagt, dal der zeitliche Bewegungsablauf eines Massenpunktes
berechnet werden kann, wenn die Krafte, welche auf den Massenpunkt wir-
ken, vorgegeben sind. Es ist nun moglich, dafi die Kréfte gar nicht explizit
bekannt sind, sondern als geometrische Bedingungen vorliegen, welche die
Bewegung einschranken. Man spricht von Zwangsbedingungen bzw. Zwangs-
krdften. Ein Beispiel ist etwa die Fallbewegung eines Massenpunktes entlang
einer schiefen Ebene.

Die Diskussion von Bewegungsgleichungen mit Einschrénkungen allge-
meiner Art geht auf LAGRANGE zuriick. Bewegungsgleichungen, welche Zwangs-
kréifte explizit einbinden, werden LAGRANGE-Gleichungen erster Art genannt.
In den LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art wird eine bestimmte Klasse von
einschrankenden Bedingungen durch eine optimale Wahl des Koordinatensy-
stems direkt einbezogen.

3.1 Die LAGRANGE-Gleichungen erster Art

Es bewege sich ein Massenpunkt unter dem Einflul der Schwerkraft auf einer
beliebigen Fliache A4 im Raum, wie in Abb. 3.1a dargestellt. (Die Reibung wird
dabei vernachlissigt.) Damit die Bewegung auch wirklich auf dieser Fliche
stattfindet, miissen folgende Anfangsbedingungen vorliegen: zum Anfangs-
zeitpunkt ¢ = 0 befand sich der Massenpunkt auf der Fliche [r(0) = ry € A]
und hatte eine Anfangsgeschwindigkeit v, welche in der Tangentialebene an
die Fliche im Punkt r( liegt. Die Schwerkraft F = mg kann dann nicht die
einzige Kraft sein, die auf den Massenpunkt einwirkt. Wire dies der Fall,
so wiirde, je nach Anfangsbedingung, eine Wurfparabel oder eine geradlini-
ge, gleichféormig beschleunigte Bewegung des Massenpunktes vorliegen. Es
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Abbildung 3.1: Zur Bewegung eines Massenpunktes mit Zwangsbedingungen.

treten also Krifte auf, welche die Unterlage auf die Masse ausiibt, die aber
nicht bekannt sind. Man kann aber iiber eine einfache Uberlegung zu die-
sen zusdtzlichen Kréften gelangen: wir zerlegen die Schwerkraft F, wie in
Abb. 3.1b in jedem Punkt der Fléche in eine Komponente tangential an die
Fliache (F|)) und in eine Komponente senkrecht dazu (F ). Die Komponen-
te (F|) reguliert offensichtlich die Bewegung entlang der Flidche. Da aber
keine Verschiebung der Masse in Normalenrichtung auftritt, mufl die Kom-
ponente der Schwerkraft in diese Richtung (F, ) durch eine Zwangskraft Z
kompensiert werden. Die Zwangskraft zeichnet sich also dadurch aus, daf sie
senkrecht zur momentanen Bewegungsrichtung steht, daf also

Zdr =0 (3.1)

gilt. Die Zwangsbedingung selbst ist aber eine geometrische Bedingung, die
Einschrinkung der Bewegung im R® auf eine Fliche, oder gar nur auf eine
Raumkurve. Es wird also Randbedingungen der Form

g(r,t) = 0 (Fléche)

gi(r;t) = 0, go(r,t) =0 (Raumkurve) (3.2)

geben.

Gleichung (3.1) sagt nun aus, dafl Z senkrecht auf die Flidche g(r) = 0
steht. (Wir betrachten zunéichst nur stationidre Zwangsbedingungen.) Wir
bestimmen nun das totale Differential von g(r) = 0 in R?

3

Z

Vg) dr = 0. (3.3)
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Somit steht der Gradientenvektor grad ¢ = Vg senkrecht auf dr und damit
muf} Z proportional grad g(r) sein:

g(r)=0 — Zl| gradg(r) — Z=Agradg(r), (3.4)

mit A dem (noch unbekannten) LAGRANGE-Multiplikator. Damit ergibt sich
die Bewegungsgleichung

mi =F + Agradg(r), ¢(r)=0 (3.5)

fiir die Bewegung entlang der Flache. Dies 1d8t sich unmittelbar auf den Fall
der Bewegung entlang einer Raumkurve erweitern. Wir erhalten dann mit

2
mi =F+ > Aagradga(r), ga(r)=0 (3.6)

a=1

die LAGRANGE-Gleichung erster Art. Die Kraft F wird dabei als gegeben
erachtet. Es handelt sich hier um 5 Gleichungen, 3 Differentialgleichungen
zweiter Ordnung und zwei algebraische Gleichungen zur Bestimmung der
fiinf Unbekannten x;(t), 7 = 1,2,3 und A,(f), « = 1,2. (Das Argument ¢
wurde A\, angefiigt, da ja grundsitzlich die Randbedingungen g, auch ex-
plizite Funktionen der Zeit sein konnen, wie noch zu diskutieren sein wird.)
Zusammen mit den Anfangsbedingungen reichen diese Gleichungen aus um
alle unbekannten Funktionen bestimmen zu konnen.

Die Angabe von drei Zwangsbedingungen ist sinnlos, da dann die Bewe-
gung auf einen Punkt im Raum, also den Stillstand, eingeschrankt wire.

3.1.1 Klassifikation der Zwangsbedingungen

Wir geben nun die Zwangsbedingung ganz allgemein als g(r,t) = 0 vor, und
damit ergibt sich fiir das totale Differential:

Definition 3.1 Sind die Koeffizientenfunktionen a;(r,t) einer allgemeinen
Differentialform

it agdt — 0. (3.7)

Za, t)dz; + ao(r,t)dt = 0 (3.8)

die partiellen Ableitungen einer Funktion f(r,t) nach den jeweiligen Varia-
blen, so bezeichnet man die Zwangsbedingung als holonom.
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Definition 3.2 Ist ay = 0f/0t = 0, die Zwangsbedingung also stationdr,
so spricht man von skleronomen (starren) Zwangsbedingungen. Ist hingegen
ag # 0, so spricht man von rheonomen (fliefenden) Zwangsbedingungen.

Aufgrund dieser Definitionen, sind die im vorhergehenden Abschnitt behan-
delten Zwangsbedingungen skleronom-holonom.

Untersucht man rheonome Zwangsbedingungen, so stellt sich die Frage
nach dem Ansatz fiir die Zwangskrifte. Hier gibt die Erfahrung (das Expe-
riment) die Antwort: auch im rheonomen Fall stehen die Zwangskrifte zu
jedem Zeitpunkt senkrecht auf die vorgegebenen geometrischen Gebilde. Es
gilt daher auch in diesem Fall Gleichung (3.6), nun aber in der verallgemei-
nerten Form

2
mi =F + Z Aa(t) grad go(r,t), ga(r,t) =0. (3.9)
a=1

Wir kénnen nun noch zeigen, daf§ die Zwangskrifte am Massenpunkt,

g(t+di) welcher sich auf einer zeitlich verédnderlichen
Flache/Kurve bewegt, Arbeit leisten. Wir be-
trachten dazu einen Massenpunkt, dessen Posi-
tion zum Zeitpunkt ¢ auf der Fliache g(t) durch
den Vektor r(t) markiert wird. Im Zeitintervall
dt bewegt sich der Massenpunkt auf der Fléche,
diese bewegt sich jedoch ebenfalls. Die Position
auf der Fliche g(t+ dt) zum Zeitpunkt t 4 dt

kann man dann durch den Vektor r(¢) + dr beschreiben. Die Zwangsbedin-
gungen (3.7) entsprechen aber der Aussage

_9g(r, 1)
ot

und dies besagt, dafi die am Massenpunkt von den Zwangskraften [propor-
tional zu Vg(r,t)] geleistete (infinitesimale) Arbeit ungleich Null ist.

Vy(r,t)dr =

dt, (3.10)

Definition 3.3 Zwangsbedingungen, welche nicht einem totalen Differential
entsprechen, bezeichnet man als nicht holonom.

Solche Zwangsbedingungen entstehen, wenn Geschwindigkeiten und Koordi-
naten in irgendeiner Weise verkniipft werden.

3.1.2 Erhaltungsgroéfien

Mogliche Aussagen iiber Erhaltungsgrofien sind nur eingeschrankt moglich,
da die Zwangskrifte meist unbekannt sind und die Zwangsbedingungen oft
Symmetrien verletzen, welche den Erhaltungssédtzen zugrunde liegen.
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Es gelte nun fiir einen Massepunkt

- (mi) =F +Z, (3.11)

und
dt. d
dt di

Bei Verschwinden der rechten Seite fiithren (3.11) und (3.12) zur Impuls- und
Drehimpulserhaltung.
Wir wollen nun die Energieerhaltung diskutieren. Wir verwenden (2.38)

d (1 ,\ d
dt(mr)_ﬁT

und setzen konservative Krafte F voraus:

(mr x1t)=rx (F+7Z). (3.12)

ou dx;  d

Dann ergibt (3.6) fiir skleronom-holonome Zwangsbedingungen

d
(T+U) = Z)\Vga )E,  galr) =0.

Es mufl aber auch die totale Zeitableitung der Zwangsbedingungen

dga(r,1) _ : 994(r, )axz 09a(r,t)
dt B Z ox; Ot L

i=1

0Ga(r,t)

oV

= Vga(r,t)r+

verschwinden, und dies ergibt:

d 8ga
(T
dt +0) Z Ay

Fiir skleronome-holonome Zwangsbedingungen ist aber aufgrund der Defini-
tion 3.2 dg, /0t = 0 und es ist daher

T + U = konst. (3.13)
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3.2 Das D’ALEMBERTsche Prinzip

Die bisher durchgefithrten Uberlegungen kénnen nicht in einfacher Weise auf
die Diskussion von Systemen von Massenpunkten iibertragen werden. Wir
wollen daher im Folgenden einen anderen Ansatz diskutieren.

3.2.1 Formulierung fiir einen Massenpunkt

Wir gehen von der NEWTONschen Bewegungsgleichung (2.23) aus und inter-
pretieren sie in der Form: Der Tragheitswiderstand (m¥) und die eingeprdgte
Kraft ¥ sind im Gleichgewicht. (Eine wirkliche und eine fiktive Kraft sind
also im Gleichgewicht.)

Definition 3.4 Die mdgliche, aber nur gedachte infinitesimale Verschiebung

3
o= edz; mit ot=0, (3.14)

1=1

welche instantan ist, wird virtuelle Verschiebung genannt. Sie unterscheidet
sich von der wirklichen Verschiebung dr, fiir welche das infinitesimale Zeit-
intervall stets dt # 0 ist.

Man kann dann die Gleichgewichtsbedingung (2.23) auch in der Form
JA=(mi—-F)dér=0 (3.15)
schreiben. Es folgt:

Die wirtuelle Arbeit 6A, die man an dem System im formalen
Gleichgewicht bei einer virtuellen Verschiebung verrichtet, ist gleich
Null. Dies ist das D’ ALEMBERT sche Prinzip oder das Prinzip der
virtuellen Arbeit in seiner einfachsten Form.

Wir sehen also, dafl dies nichts anderes als eine Neuformulierung von Axi-
om 2.2 ist. (Man kann aber auch formulieren, dafl wegen der Beliebigkeit
von or das D’ALEMBERTsche Prinzip nur giiltig ist, wenn die NEWTONschen
Bewegungsgleichungen gelten.)

Wir wollen dieses Ergebnis auf mechanische Systeme mit Zwangsbedin-
gungen ausdehnen. Fiir holonome Randbedingungen gilt (3.7), fiir virtuelle
Verschiebungen hingegen nur

3

> M&% = Vy(r,t)ér =0, (3.16)

i1 03:,
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da ja 0t = 0 ist. Nach (3.16) sind die Komponenten der virtuellen Ver-
schiebung voneinander abhéngig. Wir multiplizieren nun (3.16) mit dem
LAGRANGE-Multiplikator A und kombinieren mit (3.15). Man erhélt

[mi¥ —F — AV g(r,t)]ér =0 (3.17)
und argumentiert, dafl man die frei wihlbare Grofle A etwa so wahlt, dafl
t
miy — F, — 22900 (3.18)
825‘1
erfiillt ist. Es ist dann noch
3
t
3 {mx SO CLCST0N (3.19)
8@-

1=2

aufzulosen, wobei die zwei virtuellen Verschiebungen dx;, 1 = 2, 3 frei wahlbar
sind. Wir kombinieren (3.18) und (3.19) und erhalten mit

mi =F 4+ AV g(r, 1)

wieder die LAGRANGE-Gleichung erster Art.

Zur Gewinnung der LAGRANGE-Gleichung (3.6) benutzten wir die (ex-
perimentell nachvollziehbare) Aussage, dafi die Zwangskraft zu jedem Zeit-
punkt senkrecht auf die vorgegebene Fliche steht. Dies fiihrte zum Ansatz
Z = AV g(r,t). Im D’ ALEMBERTschen Prinzip wird das System mit virtuel-
len Verschiebungen getestet und der Ausgangspunkt ist Gleichung (3.15). Bei
Zwangsbedingungen finden die virtuellen Verschiebungen nur auf der vorge-
gebenen Fliche statt, weshalb V g(r,t)or = 0 zu fordern ist. Beide Ansétze
sind also einander dquivalent, die zweite Betrachtungsweise ist aber wesent-
lich flexibler, da sie auch auf nicht holonome Systeme erweiterbar ist.

3.2.2 Formulierung fiir Systeme von Massenpunkten

Auf den n-ten Massenpunkt wirken Krifte F,, (eingepriagte Kréfte), welche
auch summarisch alle inneren Kréafte enthalten sollen. Fiir die virtuelle Ver-
schiebung dr,, kann man die virtuelle Arbeit

5A, = (mi, — F,)ér, =0

bestimmen, und da §A,, eine skalare Grofe ist, addieren sich die einzelnen
Arbeitsbeitriage, welche an den anderen N — 1 Massenpunkten zu leisten sind
zur virtuellen Gesamtarbeit

N
§A =" (mi, — F,)or, = 0. (3.20)

n=1
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Dies ist das D’ ALEMBERTsche Prinzip fiir ein System von N Massenpunkten.
Einzelne Massen des Systems konnen an Kurven oder Flachen gebunden
sein. Es konnten auch die Absténde zwischen den Massepunkten vorgegebe-
ne Werte haben. Es seien also r einschrinkende Bedingungen gegeben. Die
Zwangsbedingungen liegen entsprechend (3.8) in der Form

Zagk)(rh...,TN;t)dxi+aék)(1"17---,1"N;t)dt:Ov k=1....r
i=1

vor und daraus ergeben sich fiir die virtuellen Verschiebungen

3
Zagk)(rl,...,rN;t)éx,-:O, k=1,...,r

i=1

Wir gewinnen nun die Bewegungsgleichungen wie zuvor: multipliziere die
Zwangsbedingungen mit \ und addiere sie zu der Aussage des D’ ALEMBERT-
schen Prinzips:

N 3 r
S - H - <0
k=1

n=1 i=1
mit x§"’ der i-ten Komponente von r,, und FZ-(") der i-ten Komponente der
Kraft F,,. Es sind nun die »r LAGRANGE-Multiplikatoren A\, so zu wéhlen,
daB r Klammerausdriicke verschwinden. Die restlichen 3N — r Verschiebun-
gen sind frei wiahlbar und damit miissen die restlichen Klammerausdriicke
ebenenfalls Null ergeben. Liegen nun r holonome Randbedingungen

RO g (r1,...,rN;t)
L oM

vor, so folgen schlieflich die LAGRANGE-Gleichungen erster Art fiir ein Sy-
stem von N Massenpunkten

T

Ogx

L) () _ -
muil™ = F +2Akax<”)’ n=1,...,N,i=1,2,3
k=1 i
gr(ry,...,ra5t) = 0, k=1,...,r <2N. (3.22)

Wir sehen, dafl das Problem die Auflésung von 3N +1r Gleichungen erfordert.
Bei r Zwangsbedingungen verbleiben im System noch f = 3N —r Freiheits-
grade.
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3.3 Die LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art

Vielfach ist man an der Berechnung der Zwangskréfte nicht interessiert. Es ist
dann bequemer eine Formulierung zu wéhlen, welche es erlaubt die Zwangs-
kréfte zu eliminieren.

3.3.1 Verallgemeinerte (generalisierte) Koordinaten

Wir gehen von den LAGRANGE-Gleichungen erster Art fiir N Massenpunkte
in der Form (3.22) aus. Bei r Zwangsbedingungen sind dann nur f = 3N —r
der 3N kartesischen Koordinaten voneinander unabhéngig. Wir wéhlen nun
f werallgemeinerte Koordinaten qp, k = 1,...,f und ihre Wahl ist so zu
treffen, dafl die ¢; die Lage aller Massenpunkte festlegen,

2 =2 g, qpt), n=1,... N, i=123, (3.23)
und dafl die Zwangsbedingungen fiir beliebige Werte der ¢; erfiillt sind:

Ja xl(qgl),...,qf;t),...,:CéN)(ql,...,qf;t)] =0, a=1,...,r. (3.24)

Dies kann leicht an einem Beispiel transparent gemacht werden: wir unter-
suchen einen Massenpunkt, welcher sich auf der Oberfliche einer Kugel vom
Radius R bewegt. Seine Bahnen unterliegen daher der Zwangsbedingung

g(r) = sz —R*=0. (3.25)

Wir wihlen nun die Winkel ¢ und ¢ als verallgemeinerte Koordinaten und
setzen

1 = z1(0,p) = Rsint cos ¢
Ty = x2(V,p) = Rsinv sinp
x3 = x3(0,9) = Rcosv.

Hier ist R ein Parameter und keine Koordinate. Es ist unmittelbar einsichtig,
dafl (3.25) fiir beliebige Werte von 9 und ¢ erfiillt ist.

3.3.2 Elimination der Zwangskriifte

Die verallgemeinerten Koordinaten wurden so gewéhlt, daf§ die Zwangsbedin-
gungen fiir sie keine Einschrinkungen darstellen. Daher unterliegt die gy (t)-
Bewegung keinen Zwangskraften mehr. Die Unabhéngigkeit der Zwangsbe-
dingungen von den ¢ entsprechend (3.24) bedeutet aber auch, dafi die totale
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Ableitung der g, nach den g verschwindet:

dga 0Ga &B
I —O, a=1,....,r, k=1,...,f (3.26
dqr ;;&c(" f 520

Damit konnen wir die Zwangskrifte eliminieren. Wir multiplizieren (3.22)
mit 0:)3&70 /Oqi und erhalten:

n=1 i=1 " 8qk - n=1 i=1 C O a=1 n=1 i=1 aangn) O
626 X i 02
=" Y. )F . vk (3.27)
n=1 i=1

In (3.27) steht :c ) fiir a:( )(ql, ..., qr;t) und dies gilt auch fiir die Argumente
von F} " = ﬂ(")(r, 1, t), mit r’ dem Vektor (atgl), . l’é )) Diese Gleichungen
stellen somit f Bewegungsgleichungen fiir die f Funktlonen qr(t) dar. Es sind
keine Zwangsbedingungen zu berucksmhtlgen und auf der linken Seite steht
die zu ¢ (t) gehorende Beschleumgung Z Z; ( / Jqi) und auf der rechten

Seite die zugehorige Kraft FZ (01'2(" /Oq).

3.3.3 Die LAGRANGE-Funktion

Die Beziehung (3.27) ist fiir praktische Anwendungen nicht gut geeignet und
wir wollen sie weiter umformen. Dazu fithren wir die folgende Notation ein:

I':(LL’l,...,SL’gN), f':(i’l,...,i’gN)

q:(Q1,~~~>Qf)> q:(Q1>"'7Qf)a (328)

mit q dem Vektor der verallgemeinerten Geschwindigkeit. Wir haben dabei
zur Vereinfachung folgende Notation eingefiihrt:

N ¢y D (Y
.’171 . .’171 9 x2 «— LU2 9 .:Cg . .:Cg
N ¢) — 2 — 2
) ) )
TyN—2 = T7 T3N-1 ‘= Ty I3N = Tz .

Wir wollen auch die Kréfte und Massen wie folgt bezeichnen

o= Y B o= R, o= RV
IS Fy o= FP, Fs = F{
FgN_Q = FI(N), F3N—1 = Fz(N), FgN = Fg(N)



mp = My, mo = My, ms = My
my = My, ms = My, meg = My

maN—2 = My, masN-1 = My, msny = Mmny.

um die Notation zu vereinfachen.
Es gelten die Transformationsgleichungen

T, = xn(q,t), n=1,...,3N,
qr = qk(r,t), kzl,,f

Des weiteren gilt

. B Orn(q,t) . | Ora(q,?)

womit &, als Funktion von q, q und t definiert wurde. Ganz offensichtlich
gilt
Oin(q,q,t) _ Oxn(q,t)
ol oqr
Fiir die kinetische Energie gilt Gleichung (2.78b)

T=T() = % f: imn (g‘:g"))z , (3.31)

n=1 i=1

(3.30)

und wir erhalten in den verallgemeinerten Koordinaten unter Verwendung
von (3.29) fiir die kinetische Energie:

f f
T=T(qat) = mulat)gd+ > belat)gx+c(at).  (3.32)
ik=1 k=1

Da z, linear in den ¢ ist, ist 7" maximal quadratisch in ¢;. Die sich beim
Einsetzen ergebenden Koeffizienten haben wir zunéchst mit m;x(q, t), bx(q, t)
und ¢(q, t) bezeichnet.

Héngen die z,,(q, t) nicht explizit von der Zeit ab, so wird (3.29) zu &,, =
> x(0,/0qy) ¢r und damit vereinfacht sich (3.32) auf:

ox, .
pn =0 VYn — T= Tq, Zkzlmzk ql%- (3-33)
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Aus (3.31) folgt weiter

— = = E ii—, Vk, 3.34
o m;T ( )

und

8T(q7 q7 t) % . axz (3.30) N . a{l)‘l
— K. = mTi=— = Z miT; 53—
° k X k

e — 94 — 9q
d 0T (q,q,t) AR ox; Moo d ox;
A — miLim— + miT;— —~—.
dt 8qk ; 8qk ; dt 8qk

Setzen wir die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen voraus, so folgt

d dx, Z Pz, . 02zn
dt Oqy, Dqi0g " 515(9%

B 8% ) 8xn (3.29) Oy,
B 3% <Z 3(11 ) N oqr.”

und wir erhalten

d aT q> q> Z; N . 03:,
dt g, Z x gy, ; o (3.35)

Wir definieren nun die verallgemeinerten Krifte

Ox;
Qi = Z F, a;l k, (3.36)

und setzen (3.35) mit (3.34) und (3.36) in die Bewegungsgleichungen (3.27)

ein. Dies ergibt:
d (0T oT
— =)= = k. .
(5) - = ¥ (3.37)

Dies ist eine andere Form der LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art.
Wir beschrinken uns zunéchst auf Kréifte F,,, welche durch ein Potential
beschrieben werden kénnen. Fiir ihre Komponenten gilt

oU ()

() _ _
F = PROR

7
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Wir beachten weiters die Transformation (3.28) und erhalten fiir (3.36)

3N 3N
Oz; oU(r) Ox; oU(q, 1)
= F; = — __9U(q,?) . |
“ ; "Og ; Oz; Oqy oq. vk (3.38)

Berticksichtigen wir weiters, dal U /¢, = 0 ist, so kénnen wir (3.37) in
doT-U) oT-U)

dt  Oqy Oqy

umformen. Wir fithren die LAGRANGE-Funktion

ein, und erhalten die LAGRANGE-Gleichungen der zweiten Art in der Form

d9L(q,q,t)  09L(q,9,1)
dt  Oqy oqy,

., VE. (3.40)

Die LAGRANGE-Funktion wurde als Differenz von kinetischen und potentiel-
len Energien eingefiihrt, wobei 7" und U als Funktionen der verallgemeiner-
ten Koordinaten anzusehen sind. Da man aber verschiedene verallgemeinerte
Koordinaten fiir ein bestimmtes System einfiihren kann, liegt £(q, q, t) nicht
eindeutig fest.

Die Gleichungen (3.40) stellen ein System von f Differentialgleichungen
zweiter Ordnung fiir die Bahnkurven g (¢) dar. Es sind dies die bevorzugten
Gleichungen zur Loésung von Problemen der Mechanik. Dies hat folgende
Griinde:

(1) Im Vergleich zu den LAGRANGE-Gleichungen erster Art haben wir es
nur mit f = 3N —r anstelle von 3N +r Gleichungen zu tun. Aufgrund
dieser Vereinfachung kénnen wir aber die Zwangskréfte nicht bestim-
men.

(2) Fir komplexe Systeme ist die Aufstellung der LAGRANGE-Funktion
viel einfacher als die Aufstellung der Bewegungsgleichungen. Dies liegt
vor allem daran, dafl die LAGRANGE-Funktion eine skalare Grofle ist.

(3) Die LAGRANGE-Funktion ist im allgemeinen eine besonders einfache
Funktion der in Frage kommenden Variablen. Dies ist ein wichtiger
Gesichtspunkt fiir die Entwicklung neuer physikalischer Theorien. (Mo-
dellbildung in der theoretischen Physik.)

Beno6tigt man dennoch die Zwangskréfte, so bietet sich folgende Vorgangs-
weise an:

o7



A
\/
[\
\/

/

/ 4,
q ) (@ (b)

Abbildung 3.2: Ein Massenpunkt m bewegt sich auf der Zylinderfliche unter
dem Einfluf} einer harmonischen Zentralkraft. (a) Skizze der Situation, (b)
Wahl der verallgemeinerten Koordinaten.

(a) Lose das Bewegungsgproblem mit Zwangsbedingungen unter Verwen-
dung der LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art.

(b) Stelle die LAGRANGE-Gleichungen erster Art auf, setze die Losung von
Schritt (a) ein und bestimme die LAGRANGE-Mulktiplikatoren und da-
mit die Zwangskréfte.

3.3.4 Ein Beispiel

Wir wollen die LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art in der Form (3.37) fiir
die Berechnung des Bewegungsablaufs eines Massenpunktes der Masse m,
der sich auf einer Zylinderflache

i +a5—-R*=0
unter dem Einflufl einer harmonischen Zentralkraft
F=—kr

bewegt, verwenden. Der Kraftvektor F zeigt also zu jedem Zeitpunkt auf den
Koordinatenursprung, wie in Abb. 3.2a dargestellt wurde.

Es sind nun die verallgemeinerten Koordinaten zu wihlen. Die beste Wahl
orientiert sich in den meisten Féllen an der Symmetrie des Problems und an
den Zwangsbedingungen. Hier wiahlt man giinstig

q1:$%+$§—R2:0,
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und wegen der Zylindersymmetrie des Problems Zylinderkoordinaten (siehe

Anhang A, Abschnitt A.1.2)

4%)
q» = arctan —
I

q3 = I3,

(3.41)

wie in Abb. 3.2 angedeutet wurde. Wegen ¢; = 0 gilt die Riicktransformation

x1 = Rcos qug, 22 = Rsin ¢, 3 = g3,

und es folgt weiter

71 = —Rqosin g, T = Rgacos gz, T3 = 3.

Daraus folgt fiir die kinetische Energie

3
=S i = (R + ).
=1

(3.42)

Wir benotigen noch die Ableitungen der kinetischen Energie:

or or
8q2 8q3
und
oT d (0T
I R2 — (=) =mR
aq-2 m q2, dt (aq2) m q2,
oT m d (0T
- (=) =m
o6 — " dt\og) "
Schliellich ist noch die verallgemeinerte Kraft zu bestimmen.
man
81’1 . 81’2 81’3
— = —Rsing,, —— = Rcosq,, — =
Iqs o Iq2 o g2
Ony g O Oy
0qs 0q3 Jq3

Dazu benétigt

Die verallgemeinerte Kraftkomponente ); verschwindet, da ¢; in (3.41) nicht

auftritt. Die anderen Komponenten erhilt man mit

o0x; 3 ox;
@2 = Z T%:_kzxz&&

=1

= —k|[(Rcosq) (—Rsing) + (Rsingy) (Rcosqy) + 0]

= 0

825'2 3 825‘2
- Fet =~ i = —kgs.
Qs ; 8q3 ;x 945 qs
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Damit folgen aus (3.37) die sehr einfachen Differentialgleichungen

mquZ = Oa
mdgs + kqs

I
o

mit der allgemeinen Losung
q2(t) = ¢+ Cgt
k
q3(t) = cacoswot +cysinwpt, wy =1/ —. (3.43)
m

q2 ist dabei der Polarwinkel des Punktes am Zylindermantel. Die Winkel-
bewegung ist uniform. ¢z entspricht der x3-Koordinate und bezeichnet die
Position des Massenpunktes relativ zur (x1, x2)-Ebene. Die Bewegung ist ei-
ne Schwingung des Massenpunktes auf dem Zylindermantel.

Wir wéhlen nun noch Anfangsbedingungen, etwa ¢2(0) = 0 und ¢3(0) = h.
Weiters wéahlen wir eine Anfangsgeschwindigkeit vy parallel zur x,-Achse.
Damit folgt aus (3.42)

Vo

Damit ergeben sich aus (3.43) die Bewegungsgleichungen

0(t) = U—Rot, g3(t) = hcoswot.
Es folgt fiir A = 0 eine uniforme Kreisbewegung das Massenpunkts und fiir
vgp = 0 und h # 0 eine harmonische Oszillation des Massepunkts um den
Punkt r = (R,0,h) in z3-Richtung. Im allgemeinen Fall ist der uniformen
Kreisbewegung noch eine Oszillation in x3-Richtung iiberlagert. Stimmen
Umlauffrequenz w = vy/R und Oszillatorfrequenz wy nicht iiberein, so ist die
Bahn des Massenpunkts nicht geschlossen.

3.3.5 Erhaltungsgroéfien

Die LAGRANGE-Funktion £(q, ¢, t) hingt von allen verallgemeinerten Koor-
dinaten und Geschwindigkeiten sowie von der Zeit ab. In speziellen Fallen
kann £ von einer oder mehrereren Koordinaten oder von der Zeit unabhéngig
sein. Diese Moglichkeiten wollen wir nun studieren.
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Energieerhaltung

Wir bestimmen
f

doL <
dt(za—qqu_> = qudt@q Z—Qk
Zaqq’“_zaqq’f__

oy [ oL oe, T o
- Wit d W)~ 5

1 gy,
(3.40)  OL
= ——. 44
5 (3.44)
Hieraus folgt der Erhaltungssatz
oc
— — — konst. A4
5 = ; qk 8% L = kons (3.45)

Héngen die Zwangsbedingungen nicht explizit von der Zeit ab, dann ist die
kinetische Energie von der Form (3.33). Hiangt zudem U = U(q, t) nicht von
der Geschwindigkeit ab, so gilt

oT'( q, , . O, B

und (3.45) wird zum Erhaltungssatz

%L — o

t —  F:=T+ U = konst. (3.46)
Oor, _
o = 0

Durch 0L£/0t = 0 wird ferner U auf U = U(q) eingeschrankt. (3.46) gibt
hinreichende, aber nicht notwendige Bedingungen fiir die Energieerhaltung
an.

Zyklische Koordinaten

Definition 3.5 Die Koordinate qi heifit zyklisch, wenn sie in der LAGRANGE-
Funktion nicht explizit auftritt, also

0L(q,q,1)

=0
gy,

erfillt ist.
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Aus den Bewegungsgleichungen (3.40) folgt dann, da§ der zugehérige verall-
gemeinerte Impuls

o

= 3.47
PE= B (3.47)
erhalten ist. Es gilt ndmlich
d
g—i =0 — priih 0 — pi = konst. (3.48)

Ein triviales Beispiel ist das freie Teilchen mit 7' = mr?/2 und U = 0. Damit
héngt £ nicht von r ab und der Impuls p = mr ist konstant.

Verallgemeinerte Potentiale

Unter gewissen Bedingungen ist die Beniitzung der LAGRANGE-Funktion
moglich, auch wenn die Kréfte nicht konservativ sind. Wir illustrieren dies an-
hand einer geschwindigkeitsabhéingigen Kraft FUss = — >~ r,d,e;. Fiir diese
ergeben sich die verallgemeinerten Krifte entsprechend (3.36):

3

diss dlSS
= F: Kili—
Qk ; 7 an Z 7 2
23 K
n
i—=1

(3.30) 0
mxl =
Z ol 8% i

Dieses Ergebnis legt es nahe die (RAYLEIGHSsche) Dissipationsfunktion

einzufiihren, sodafl die LAGRANGE-Gleichungen (3.37) in der Form

d (0L oL OR

— | == ———=0, V& 3.49
i (51) 50~ (3:49)

geschrieben werden konnen. Sie besteht aus einem konservativen und einem
dissipativen Anteil.
Es folgt allgemein:

Satz 3.1 Ist es maoglich eine Potentialfunktion
U*=U%(q,q,t)
zu definieren, so dafl die generalisierten Krdfte in der Form
ou* d (oU*
Q= |72 (=
Oqr  dt \ Iqy
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geschrieben werden konnen, dann kann man die LAGRANGE-Gleichungen in
der Form (3.40) mit
L=T-U"

beniitzen. Die Grofie U* bezeichnet man als das verallgemeinerte Potential.

Die HaMiLTON-Funktion

Wir beschrinken uns jetzt, der Einfachheit halber, auf ein System mit nur
einem Massenpunkt. Die LAGRANGE-Funktion (3.39) ist dann eine Funktion
von bis zu sieben Variablen und wir erhalten fiir ihre totale Ableitung nach

der Zeit ;
dl
==

k=1

or . oLr . oL
a—qqu + a—qk%} + o (3.50)

Wir verwenden weiters die LAGRANGE-Gleichung zweiter Art (3.40) und er-
halten nach Multiplikation mit ¢

oL, _Td (o],
0qqu ~ |at \ 9g k>
und setzen dies in (3.50) ein. Dies ergibt:

d _ d [§~ 0L
dt  dt

Wir verwenden nun noch den verallgemeinerten Impuls entsprechend der
Definition (3.47) und finden das Ergebnis:

d . oL
7 [Zpk Gk — £] == (3.51)

Dies erlaubt die Einfithrung einer weiteren zentralen Grofle der klassischen
Mechanik:

f
H=> peip—L (3.52)
k=1

Es ist dies die HAMILTON-Funktion. Sie hat zwei Eigenschaften: (1) sie hat,
wie die LAGRANGE-Funktion die Dimension einer Energie, und (2) ist die
LAGRANGE-Funktion nicht explizit von der Zeit abhéngig, so ist die HAMIL-
TON-Funktion eine Erhaltungsgrofe.

oc @s1)  dH -
= 0 - = 0 —  H(t) ="H(0). (3.53)
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Wir wollen nun zeigen, daf§ die HAMILTON-Funktion der Gesamtenergie
des Systems entspricht, wenn das System konservativ ist, und wenn die Trans-
formation zwischen kartesischen und verallgemeinerten Koordinaten (3.23)
nicht explizit von der Zeit abhéngt, wenn also

A 0,Vk und T 0,1 ,2,3 (3.54)

gilt. Unter diesen Voraussetzungen gilt zunéchst

f

wie auch bereits in Gleichung (3.33) angedeutet wurde. Die ¢, sind dabei die
verallgemeinerten Geschwindigkeiten und damit ist die kinetische Energie
eine homogene Funktion zweiten Grades in den verallgemeinerten Geschwin-
digkeiten und der EULERsche Satz 2.7 (Seite 38) ist anwendbar:

Z Qk 8%

Da des weiteren nach Voraussetzung 0U/d¢q, = 0 gilt, ist der verallgemeinerte
Impuls (3.47) nur durch die Ableitung der kinetischen Energie bestimmt:

oc oT

Pk = -
3% 3%

und daraus folgt

ZQk Zpqu—QT
k=1 k=1

Daraus folgt fiir die HAMILTON-Funktion:

f
H=> pegp—L=2T-T+U=T+U=E. (3.55)

k=1

Damit ist gezeigt, dal H unter den genannten Bedingungen tatséchlich gleich
der Gesamtenergie des Systems ist.
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Die Voraussetungen (3.54) sind hinreichend aber nicht notwendig. H kann
auch die Gesamtenergie darstellen, ohne dafl die Kréfte konservativ oder die
Transformationsgleichungen unabhéngig von der Zeit sind. Die Frage ob ‘H
der Gesamtenergie entspricht ist weiters unabhéngig davon ob H eine Kon-
stante der Bewegung ist oder nicht. Sie kann auch eine Erhaltungsgrofie sein
ohne der Gesamtenergie zu entsprechen. Schliefllich soll noch angemerkt wer-
den, dafi Gleichung (3.55) auch als LEGENDRE-Transformation bezeichnet
wird.

Ein Beispiel

Wir betrachten ein System ohne Zwangsbedingungen mit einem Massen-
punkt, welcher einem Kraftfeld ausgesetzt ist. Dieses Kraftfeld wird von
einem Potential U(r) abgeleitet. Wir wollen zur Beschreibung Kugelkoor-
dinaten (siche Anhang A, Abschnitt A.1.3) verwenden. Es gelten daher die
Transformationsgleichungen (A.7). Daraus ergibt sich dann, wegen (A.8) fiir
die LAGRANGE-Funktion

L=T-U-= % (,0'2 + p*? + p? sin219gb2> —Ul(p, ¥, p). (3.56)

Wir berechnen weiters die verallgemeinerten Impulse entsprechend (3.47):

oL , oL : oL : .
Po= 5 = P =55 = mp*d,  p, = 95 mp’ sin® ) .

Wir wollen nun voraussetzen, dafl das Teilchen unter dem Einflu} einer Zen-
tralkraft steht und damit gilt U(p, 9, ¢) = U(p). Es folgt dann fiir die HA-
MILTON-Funktion entsprechend (3.55)

H = m <p2+p2192+p2sin219gb2) —L

= % (p2 + p*0? + p? sinzﬁgbz) +U(p) = E.

Entsprechend der Definition 3.5 ist ¢ eine zyklische Variable und damit gilt
po =konst —  py(t) = py(0). (3.57)

Wihlen wir das Koordinatensystem nun so, dafl der Massenpunkt zum Zeit-
punkt ¢ = 0 auf der x3-Achse liegt, so folgt damit auch ¥(0) = 0 und damit
sin¥(0) = 0. Dies fithrt zu p,(t) = p,(0) = 0. Diese Gleichung kann aber fiir
Zeiten t > 0 nur erfiillt sein, wenn ¢ = 0 ist. [Es sei denn es findet iiber-
haupt keine Bewegung statt, wovon wir aber nicht ausgehen wollen, oder der
Massenpunkt bewegt sich entlang der z3-Achse, also J(t) = 0.] Ist ¢ =0, so
findet die Bewegung in einer Ebene statt, welche die x3-Achse und die Gerade
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x1 = o tan @ enthélt. Die Bewegung ist also eine ebene Bewegung. Fiir die-
se Wahl des Koordinatensystems vereinfacht sich die LAGRANGE-Funktion
(3.56) zu

EZ%(f+fW)—WM,
und wir sehen, dal der Winkel ¢ ebenfalls eine zyklische Variable ist. Damit
ist der entsprechende verallgemeinerte Impuls eine Erhaltungsgrofie

po =mp*d #3239 p — konst.

Dieses Ergebnis entspricht dem Fléchensatz, wie er in Zusammenhang mit
Gleichung (2.33) besprochen wurde.

3.4 Das HAMILTON-Prinzip

Axiom 3.1 FEinem mechanisches System mit f Freiheitsgraden

sei eine LAGRANGE-Funktion L£(q, q,t) zugeordnet. Weiters sei die physika-
lische Bahnkurve (also die Losung der Bewegungsgleichungen)

q(t) ={a(®) |k =1,.... f}
im Intervall t; < t < ty gegeben. Sie nimmt die Randwerte q(t;) = a und
q(ta) = b an. Diese Bahnkurve macht das Wirkungsintegral
t2
Sla = [ dt £(a. a1 (3.58)
t1
extremal.
(Man spricht von einem Wirkungsintegral deshalb, weil man das Produkt
aus Energie und Zeit als Wirkung bezeichnet.)
Wir haben also ein Variationsproblem vorliegen, wie es im Anhang A,
Abschnitt A.3 besprochen wird. Wir kénnen daher das Axiom 3.1 auch anders

formulieren, indem wir fordern, dafl die Variation des Wirkungsintegrales im
betrachteten Zeitintervall verschwinden muf, also:

§S[q] = 0. (3.59)

Entsprechend Gleichung (A.34) fithrt dieses Variationsproblem zu folgendem
System EULERscher Gleichungen:

oc d (oL

66



Diese entsprechen aber den LAGRANGE-Gleichungen (3.40) und wir sehen,
dal das HAMILTON-Prinzip eine alternative Formulierung des NEWTONschen
Axioms 2.2 ist. Es besagt im wesentlichen, dafl die Bewegung so ablauft,
dafl die Bahnkurve die Wirkung stationdr macht. (Die Variation des Wir-
kungsintegrals gegeniiber Verdnderungen der Bahnkurve ist ja Null.) Dabei
ist es nicht wichtig ob es sich beim stationdren Punkt um ein Extremum
handelt oder nicht. In konkreten Anwendungen macht aber die Losung der
LAGRANGE-Gleichungen S[q] im allgemeinen minimal, weshalb das HAMIL-
TON-Prinzip auch das Prinzip der kleinsten Wirkung genannt wird.
Wir betrachten nun das Variationsproblem

to
55l =3 [diLia.a.0) =0,
t1

mit r Nebenbedingungen g,(q,t) = 0. Entsprechend Gleichung (A.38) ist
dann die Funktion

L(q,q,t) = L(q, 4,1 +ZA )ga(a, t

zu bilden und das Variationsproblem
to
i [areaan -0
t1

mit den EULERschen Gleichungen (A.39) als Losung, entspricht unmittelbar
den LAGRANGE-Gleichungen erster Art entsprechend Gleichung (3.22).

3.4.1 Die HamMmiLTONschen Bewegungsgleichungen

Entsprechend (3.52) ist die HAMILTON-Funktion mit der LAGRANGE-Funktion
iiber die LEGENDRE-Transformation

f
H= Zpk% —L
=1

verkniipft. Wir wollen nun einen Satz von Bewegungsgleichungen ableiten,
welcher auf die Grundgrofien g (¢) und pg(t) Bezug nimmt. Dazu bilden wir
zunéchst das totale Differential der HAMILTON-Funktion:

oL oL oL
dH = Zpk dg, + ZQk dpy, — —ko - —qu — —dt

ol ot
8£ 8£
Z Gr dpr — ko - Edt
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Wir beniitzen nun (3.60) in Verbindung mit (3.47) und erhalten

-
Pk = aqu
was dann
dH = Z dr dpk — Zpk qu — —dt (361)

ergibt. Damit ist H offensichtlich eine Funktion der verallgemeinerten Koor-
dinaten und Impulse und, gegebenentalls, der Zeit. Die LEGENDRE-Transfor-
mation vermittelt also einen Ubergang von einer Funktion der verallgemei-
nerten Koordinaten und Geschwindigkeiten (£) auf eine Funktion der ver-
allgemeinerten Koordinaten und Impulse (H). Wir benutzen dies nun und
erhalten:

OH OH OH

= t) — dH= —d —d —dt 3.62

Durch Vergleich mit (3.61) erhélt man dann die HAMILTONschen Bewegungs-
gleichungen:

oH . _OH OH 0L
9’ T ap ot ot

Diese Gleichungen sind wieder den LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art dqui-
valent. Sie spiegeln nur ein Standardtheorem aus der Theorie der Differen-
tialgleichungen wieder. Dieses besagt: Man kann ein System von n Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung fiir n Funktionen stets in ein System von
2n Differentialgleichungen erster Ordnung fiir 2n Funktionen umschreiben.

Pr=— (3.63)

3.4.2 Die PoissoN-Klammern

Sie sind ein Hilfsmittel, mit welchem man die zeitlichen Anderungen physi-
kalischer Grofien in kompakter Form darstellen kann. Sie sind ein wichtiges
Bindeglied zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik.

Definition 3.6 Fir zwei beliebige Grdfien

u=u(q,p,t) und v=uv(q,p,t)

definieren wir die POISSON-Klammer als:

(w0} = Z (%@ _ %@) , (3.64)

Oq, Opy, Opr. Oqy,
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Aus dieser Definition folgt

{u> 'U} == {U> u} ) (365)
und die JAcoOBI-Identitét

{u, {v,w}} + {v, {w,u}} + {w, {u,v}} =0, (3.66)

welche unter Verwendung der Definition (3.64) recht mithsam bewiesen wer-
den kann. Von besonderem Interesse sind die fundamentalen Po1ssoN-Klam-
mern:

{2} = 0w, {ae @} = Ape,m} =0, VK1, (3.67)
mit dem KRONECKER-Symbol
1 k=1,
Ok =
0 k#I
Wir bestimmen nun
du ou ou . ou .
- EﬂL; (a—%%—i‘&—ml)k)
(3.63 Ou ou OH  Ou 07-[)
et — + T —
ot Zk: (an Ipr. Opk i
. 0
G20 a—:f 4w HY (3.68)

Insbesonders finden wir

a =A{a, "}, pr={pr, H} (3.69)

als symmetrische Form der HAMILTONschen Bewegungsgleichungen.

3.5 Raum-Zeit Symmetrien

Unter Symmetrie versteht man Invarianz unter bestimmten Operationen. Wir
gehen bei unseren Untersuchungen von einem Inertialsystem (z1, s, z3) und
der Zeit t aus und betrachten die Operation

v — 2, t— 1, (3.70)

dabei sollen die z}, ¢’ und die x;, t durch eine GALILEI-Transformation (2.100)
verkniipft sein:

3
LU; = Z Qi T — ’Uit — a;, t/ =1— to. (371)
j=1
(3.70) und (3.71) werden folgende Operationen beschreiben:
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1. Zeitliche Verschiebung um einen konstanten Betrag t,.

2. Réumliche Verschiebung um einen konstanten Vektor a = > a;e;.

3. Réumliche Verschiebung um drei konstante Winkel (in «;; enthalten).

4. Ré&umliche Verschiebung um den zeitabhéngigen Vektor vt =t v;e;.

Auflere EinfliiBe auf ein System fithren im allgemeinen dazu, daB das
System nicht invariant unter den angefithrten Operationen ist. Wir wollen
jetzt aber den Einflul solcher Operationen auf ein abgeschlossenes System
von N Teilchen untersuchen, welches von der LAGRANGE-Funktion

N i—1
Zm, I ZZU,] lr; —r,|) (3.72)
i=1 =2 j=1

beschrieben wird. Besitzt £ eine solche Raum-Zeit Symmetrie, so kénnen wir
erwarten eine Erhaltungsgréfie aufzufinden.

Homogenitit in der Zeit
Wir beginnen mit zeitlichen Verschiebungen

r, — r,=r, t — t'=t+e, (3.73)
mit ¢ einer Konstanten. Wegen dt’ = dt gilt r, = 1; und daraus folgt

L= L0t E ) = L0 Ty Fi it £). (3.74)

)

Die LAGRANGE-Funktion (3.72) eines abgeschlossenen Systems hingt aber
nicht von der Zeit ab, also folgt unter der Transformation (3.73)

[,/0 = [,0.

Damit ist aber £, von ¢ unabhéngig, also 0L{/0s = 0. Wir wollen nun zeigen,
daB dL;/de von der Form d@Q/dt ist, womit @) eine Erhaltungsgrofie ist. Wir
werden also folgendes Schema entwickeln:

/
4Ly :0:@ — = konst.
de

dt
Es gilt fiir die Zeittranslation (3.73)

e=0

_dLy @3.74) 0Ly (3.44) 8£0
"= T Lo Z or;
(3.46) d
= —— (T
7 (T+U),
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mit
0[1(1“1, ce ,I‘N)
0ri

= grad, L(ry,...,rN)

3

oL o
= D 5% n=2 e
8:65.) =1

J=1

Es gilt also der Erhaltungssatz der Energie und somit ist die Energie ei-
nes abgeschlossenen Systems diejenige Erhaltungsgrofie, welche sich aus der
Homogenitét der Zeit ergibt.

Homogenitéat der Zeit —  Energieerhaltung.

Homogenitit des Raums

Wir betrachten eine rdumliche Verschiebung
r, — T.=r;+en, t — t=t, (3.75)

mit n einem konstanten, aber beliebigen Vektor. Dies ergibt fiir eine allge-
meine LAGRANGE-Funktion die Transformation

L'=L(>.. 0. 0. 5t)y=L(~..,r;+en,... 1. .t). (3.76)

Da di} = dr; ist, &ndern sich die Geschwindigkeiten nicht. Dies gilt auch fiir
die Koordinatendifferenzen r; —rj, = r; —r;. Die LAGRANGE-Funktion (3.72)
des konservativen Systems wird unter der Transformation (3.75) invariant
sein, und es gilt wieder

[,6 == [,0.
Dies bedeutet

Ly, (3.76) al 0Ly  (340) d 0Ly
=E |l T ; or, At & o,
(347) d d(P n)
=" = Zp,- n=——, (3.77)

mit P dem Gesamtimpuls des Systems. (3.77) gilt fiir beliebige (feste) Rich-
tungen von n, sodafl aus (3.77) P = konst folgt. Der Gesamtimpuls eines
abgeschlossenen Systems wird als Erhaltungsgrofie identifiziert, welche sich
aus der Homogenitit des Raumes ergibt.

Homogenitdt des Raumes —  Impulserhaltung.
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Isotropie des Raumes

Wir betrachten eine infinitesimale Drehung um einen konstanten Winkel e,
die Drehachse sei durch den Einheitsvektor n festgelegt. [Siehe Abb. 2.11c
und Gleichung (2.109).] Wir verwenden die Transformation:

r, — r.=r;+¢enmxr;, t — t=t. (3.78)

¢ und n sind zeitunabhéngig und damit gilt fiir die Geschwindigkeiten:
o o— =T, t+e(nxry). (3.79)

Fiir eine allgemeine LAGRANGE-Funktion gilt dann die Transformation

L'=L(.. ch.. .t 5t)=L(>~..ri4+e (nXr;),... . T+ (MXT),...;0).
(3.80)

Aus (3.78) und (3.79) folgt:

(i) =if + O(*),  (rf —x))" = (rs —1)* + O(?).

7

Die Transformation (3.78) gilt nur fiir infinitesimales € und damit kann man
die Terme O(e?) vernachlissigen. Da Ly entsprechend (3.72) nur von ¥; und
von den Absténden |r; — r| abhéingt gilt auch in diesem Fall

Ly = Lo.
Wir erhalten nunmehr:
0= dfg/o . (3.80) é aﬁio (nxr;)+ aa—ﬁf:) (n x rz)}
- Sl e G
= é :%(HX Fi)+Pi(ani)}
— %gn(ri X p;) = @ (3.81)

Dabei ist L = 3.~ | (r; x p;) der Gesamtdrehimpuls des Systems. Da (3.81)
fiir beliebige (konstante) Drehrichtungen n gilt, folgt unmittelbar L = konst.
Der Gesamtdrehimpuls eines abgeschlossenen Systems wird als diejenige Er-
haltungsgrofe identifiziert, welche sich aus der Isotropie des Raums ergibt.

‘Isotropie des Raumes —  Drehimpulserhaltung.
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Relativitiat

Das Relativitétsprinzip besagt, dafl relativ zueinander bewegte Inertialsyste-
me gleichwertig sind. Unter dem Gesichtspunkt der GALILEI-Transformation
bedeutet dies, dal ein System und ein relativ dazu mit konstanter Geschwin-
digkeit bewegtes System sich gleich verhalten. Wir betrachten die Transfor-
mation

r, — r.=r;+net, t — t'=t (3.82)

n ist dabei ein Eiheitsvektor in beliebiger (konstanter) Richtung und wir
fithren einen Vektor € = en ein. Aus (3.82) folgt weiter

Wir untersuchen nun wieder die LAGRANGE-Funktion (3.72). Die Differenzen
der Ortsvektoren sind invariant unter der Transformation (3.82) und wir
erhalten

1
L, = §Zm,- (&) = U’

N N
1
i=1 =1

Ly ist offensichtlich nicht mehr invariant und wir kénnen keine Erhaltungs-
groffe ableiten. Die Invarianz wird bereits fiir das freie Teilchen verletzt
(U = 0), aber Invarianz gegeniiber der Transformation (3.82) galt fiir das
Axiom 2.1. Die LAGRANGE-Gleichungen haben wir auf Basis dieses NEW-
TONschen Axioms abgeleitet und ganz speziell sind fiir das freie Teilchen die
Gleichungen (3.83) dquivalent zu Axiom 2.1. Die LAGRANGE-Gleichungen
geniigen daher dem Relativitdtsprinzip und man kann sich leicht selbst da-
von iiberzeugen, da§ £y und L, gleichwertig, wenn auch nicht gleich sind.

Angesichts der Aquivalenz von & JdtL = 0 und den Bewegungsgleichun-
gen, ist es unmittelbar einsichtig, dafl eine gegebene LAGRANGE-Funktion
gleichwertig zu £’ = konst - £ oder zu £ = L + konst ist. Eine wichtige
Klasse von gleichwertigen LAGRANGE-Funktionen ergibt sich aus den soge-
nannten Fichtransformationen. Dabei wird zu L die totale Zeitableitung einer
beliebigen Funktion f(q,t) addiert:

Laat) — Llaan=~Llaadt sian (380
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Das Wirkungsintegral fiir £’ lautet

S'ld = / d £ = / 0L+ flalts)ts) — Falte), ta).

Wir variieren nun die Bahnen q(¢) und erhalten

f f of
05 =65+ 3 (55) b~ (51) dalt) =05,

i=1
da die Randwerte q(t,) und q(¢,) bei der Variation festgehalten werden,
also dq(t,) = dq(t,) = 0 gilt. Somit sind die Bedingungen ¢ .5’ = 0 und
0.5 = 0 gleichwertig und fiithren zu denselben Bewegungsgleichungen. Ganz
offensichtlich ist, wie man unschwer aus Gleichung (3.83) ersehen kann, daf
die GALILEI-Transformation eine solche Eichtransformation ist, da (3.83) als

of
0g;

/ d Y 1 2
;C—;C:%Z m,-ri€—|—§m,-€t
i=1

geschrieben werden kann.
Solche Eichtransformationen sind von besonderer Bedeutung in der Elek-
trodynamik und in der Quantenfeldphysik.

3.6 Das NOETHER-Theorem

Der Zusammenhang zwischen den Symmetrien der Raum-Zeit von Inertial-
systemen und Erhaltungsgrofien wurde im vorhergehenden Abschnitt unter-
sucht. Auf der Grundlage des HAMILTON-Prinzips kann der Zusammenhang
zwischen Symmetrien und Erhaltungsséitzen in grofier Allgemeinheit formu-
liert werden:

Jede einparametrige Schar von Transformationen, unter denen
die Wirkung invariant ist, fihrt zu einer Erhaltungsgrdfe.

Dieser Zusammenhang wurde von der Mathematikerin Emmy NOETHER ab-
geleitet.
Wir gehen von HAMILTON-Prinzip

tp

5 Sldl :5/dt£(q,q,t) ~0

ta
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aus. Wir betrachten nun Transformationen der verallgemeinerten Koordina-
ten und der Zeit, welche von einem kontinuierlichen Parameter ¢ abhéngen:

ax — qt) = Vi(a,q,te) =g, +evi(a,q,t) + O(?)
t — () = ®(q,qte)=t+ed(q,q,t)+0(?).  (3.85)

Dieser allgemeine Ansatz 1afit zu, dafl die transformierten Groflen von den
verallgemeinerten Koordinaten und Geschwindigkeiten und von der Zeit ab-
héngen. Wir beschrianken uns nun auf infinitesimale Transformationen, also
etwa die infinitesimale Drehung um eine feste Achse und damit kénnen wir
die Terme O(g?) vernachliissigen. Die Transformation (3.73) ergibt sich dann
aus ¢ = 1 und ¢y = 0. £ = 0 ist die triviale Transformation und ¢, = ¢ fiir
e # 0 sagt aus, dafl die Bahnkurve selbst bei der Transformation unveréndert
bleibt.

Wir vergleichen nun die Wirkung S|[q(t)] fiir die Bahnen q(¢) und die
Randwerte ¢, und ¢, mit der Wirkung 5" = S|q/(¥')], welche sich fiir die
Bahnen q'(#') und die entsprechenden Randwerte ¢, und ¢, ergibt. Ist

/
123 (2

S = / dt L, ¢, t) = S — / dt £(q, &, 1), (3.86)
ta

t

a

so ist die Wirkung invariant unter den Transformationen (3.85). Da die Wir-
kung S die Bewegungsgleichungen festlegt, ist S’ = S der mathematische
Ausdruck fiir die Symmetrie des durch £ beschriebenen Systems unter der
betrachteten Transformation. Wir formen nun (3.86) um

&, tp
dt’
/ it L(d, 1) — / at £l 1) (3.87)

t, ta

tp
: d Y. /d_t,
- Ji{eaan<ef [caan| |

a

und es ist fiir die Invarianzbeziehung (3.86) notwendig und hinreichend wenn

d ;L dt
oz )= — .
de[ (d,dq, )dtL:o 0 (3.88)

erfiillt ist. Dies ist die Invarianzbedingung.

Aus dieser Bedingung leiten wir nun eine Erhaltungsgroe @ = Q(q, q,t) =
konst ab. Dazu verwenden wir die EULER-Gleichungen (3.60), womit die ab-
zuleitende Aussage nur fiir die tatsdchlichen Bahnkurven q(¢) gilt. Aus (3.85)

75



folgt:
av

und
dgy,  dgydt (. diy do
w = aar  \ETeg )\ ew
L dy, . do
= Gpt+e pn Eqp e (3.90)

wobei wiederum Terme O(g?) vernachlissigt wurden. Wir werten nun die
Invarianzbedingung (3.88) aus:

i |i£ (,qk—l—€’l/)k,,qk—|—€dwk —€qkd¢{t7t—|—€¢) (1%—8@)}
e=0

de dt d, dt
i / i
Lo AL diby, oL  do oL dé
_;8qkwk+;8qk dt &0 " at Tl
/ /
A oc oc . \de oL

Dieses Ergebnis ist an der Stelle ¢ = 0 zu nehmen und damit stehen im
Argument von £ wieder die nicht transformierten Variablen. Mit (3.44)

erhalten wir aus (3.91):
f f
d dt’ d oL oL
— 1 L(d, ¢, t')— = — — i — L= ¢ =0.
7 [ (a9 )dtL:o 7 L:1 8%% ( 2 8qqu> ¢]

Daraus folgt das NOETHER-Theorem: Ist die Wirkung (oder korrekter: ein

Funktional) S[q| invariant unter einer einparametrigen Transformationsschar
(3.85), so folgt die Erhaltungsgrofie

f f
oL oL

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung. Sie gilt fiir tatséchliche
Bahnen ¢ (t) und ist dann ein erstes Integral der Bewegungsgleichungen. Es
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gilt:

Symmetrie Erhaltungsgrofie

NoEThR (3.93)
S"=S8 oder (3.88) Q = Q(q,q,t) = konst

Man geht folgendermaflen vor: man schreibt die Funktionen ¢, und ¢ in
(3.85) fiir die interessierende Transformation an. Dann iiberpriift man durch
Auswertung von (3.88) ob eine Symmetrie beziiglich dieser Transformation
vorliegt. Dies hingt natiirlich vom £ des zu untersuchenden Systems ab. Ist
die Invarianzbedingung erfiillt, dann bestimmt man aus £, ¥ und ¢ die
Erhaltungsgrofie Q.

Wir betrachten dies anhand eines einfachen Beispiels: £ hinge nicht ex-
plizit von einer bestimmten Koordinate ¢; ab, also

'C:'C(q1>'"7Qk—1>qk+1>---anana"'Qfat)'

Wir untersuchen die Transformation

4 = q; + €0, Ui = Oy
=t ¢ = 0.

In L(d,q,t') kommt die k-Komponente nur bei den Geschwindigkeiten vor,
und hier gilt

dg; _ da

dt dt
und damit sind alle Argumente von £(q’, ¢, ') von € unabhéngig und

d[. o d d. .

und die Invarianzbedingung ist erfiillt. Es folgt dann aus (3.92)

= g—i (347 pr. = konst. (3.94)
Der zur verallgemeinerten Koordinate g gehérende verallgemeinerte Impuls
pr ist somit Erhaltungsgrofe.
Wir sind bisher von der Invarianzbedingung S’ = S ausgegangen. Die
Bewegungsgleichungen sind aber der Forderung .S = 0 dquivalent und es
geniigt daher fiir die Symmetrie die schwache Bedingung: § S’ =6 S, also

!
t, 12

5/ﬁwmu%w:5/ﬁa%qw. (3.95)

t,

ta

77



Nun wissen wir aber, dafl zu £ die totale Zeitableitung einer beliebigen Funk-
tion f(q,t) addiert werden kann, ohne dafl dadurch 0 .S verdndert wird. (Siehe
auch Seite 73.) Ist also der durch die Transformation entstandene Zusatzterm
in (3.87) eine solche totale Zeitableitung

d dt’] L) (3.96)

de {E(q GO = w

beschrieben, dann ist (3.95) erfiillt. Wir ersetzen nun in der Ableitung, welche
zu (3.92) fiihrte (3.88) durch (3.96) und erhalten als Erhaltungsgrofie

f f
0o (o F 2o -
k

fiir die tatséchliche Bewegung.
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