Kapitel 5

Der starre Korper

Definition 5.1 FEin starrer Korper ist ein Sytem von N Massenpunkten m,,,
deren Abstinde
v = |r, —r,| = konst # 0 (5.1)

sind. Gleichung (5.1) ist dabei als skleronome Zwangsbedingung zu verstehen.

Der starre Korper ist ein Modell fiir ein Stiick gewohnlicher Materie. In die-
sem Modell werden innere Freiheitsgrade (etwa Vibrationen der Bauelemente
um ihre Ruhelage) vernachlissigt. Betrachten wir zundchst N = 3 Massen-
punkte, dann unterliegen die 3N = 9 kartesischen Koordinaten aufgrund von
Defintion 5.1 r = 3 Zwangsbedingungen, ndmlich den vorgegebenen und fe-
sten Werten von |rys|, |res| und |rs;|. Das System hat also f = 3N —r =6
Freiheitsgrade. Die Lage jedes weiteren Massenpunktes, welcher dem System
hinzugefiigt wird, kann durch Vorgabe von drei Absténden zu den bereits
vorhandenen Massenpunkten fixiert werden. Damit ergibt jeder zusétzliche
Massenpunkt drei zusétzliche Koordintaten und drei zusétzliche Zwangsbe-
dingungen. Es bleibt also auch fiir N > 3 bei

f=3N—-r==6 (5.2)

Freiheitsgraden.

5.1 Die Kinematik des starren Korpers
In diesem Abschnitt untersuchen wir nur die Beschreibung der Bewegung

des starren Korpers und nicht deren GesetzméafBigkeiten, was Aufgabe der
Dynamik sein wird.
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5.1.1 Die Winkelgeschwindigkeit

Satz 5.1 Die allgemeinste Bewegung des starren Korpers besteht aus einer
Translation und einer Rotation.

Um dies zu zeigen, wahlen wir einen

Punkt des Korpers, etwa ry, als Be-

zugspunkt. (0 ist dabei der Ursprung

eines raumfesten Inertialsystems.) Die

Translation entspricht dann dem Ver-

bindungsvektor von der Anfangslage

ri(t,) zur Endlage ri(t.). Die Bewe-

gung der iibrigen Punkte des Korpers,

’ also insbesonders von ry und rs; wird
durch dieselbe Translation plus ei-

ner Rotation um eine durch ry(t.)

gehende Achse wiedergegeben. Der

Translations- und der Drehvektor [sie-

he Abb. 2.11 und Gleichung (2.108)]
enthalten je drei Freiheitsgrade, zusammen also die bendétigten sechs Frei-

heitsgrade.

Wir beweisen Satz 5.1 fiir eine infinitesimale Bewegung. Wir betrachten
die drei Punkte rq, ro und r3 und ihre Geschwindigkeiten ry, I und r3. ry sei
der Bezugspunkt und damit ist r; die Translationsgeschwindigkeit. Fiir den
Punkt ry gilt dann

0

d . (51
%rgl = 21'211'21 (:) 0, (53)

rop =Ty — Ty, r%l = konst,

und somit steht ry; senkrecht auf ro;. Man kann daher einen Drehvektor w
Iy = W X Iy

einfithren. Es folgt dann weiter

Iop =Tp — '] = W X Iy, (5.4)
oder

o =1 +w X (ry —ry), (5.5)

womit Satz 5.1 bewiesen ist.

Satz 5.2 Die Winkelgeschwindigkeit w ist fiir alle Punkte des starren Kérpers
gleich.
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Fiir den Abstand r3; kann man analoge Brechnungen durchfiihren und
wir werden ein zu Gleichung (5.5) analoges Ergebnis erhalten:

I"3 =1+ w' x (1'3 — I'1) . (56)
Aus r3, = konst [wegen Gleichung (5.1)] folgt aber weiter
0=rzprls = (r3—r2)(f3—T2)
= (r3—ry)[—w x (ry —11) + W' x (r3 —1})]

= —w(ry—11) X (r3 —12) + ' (r3 —11) X (13 — T2)

= 2(w —w)(—r; Xr3+71] XT9+Ty XT3).

-

g

=A

Da die Vektoren ry, ro und r3 in weitem Mafle beliebig sind, kann immer
erreicht werden, dafl der Vektor A ungleich dem Nullvektor und nicht ortho-
normal zu (w — w’) ist. Damit gilt notwendig

w=w

Y

womit der Satz 5.2 bewiesen ist.

Satz 5.3 Die Winkelgeschwindigkeit w ist unabhdngig vom Bezugspunkt. Sie
st nur durch die Bewegung charakterisiert.

Wir wihlen nun rs als Bezugspunkt. Es mufl nun eine zu (5.5) analoge
Gleichung gelten. Wir nehmen weiters an, dafl die zugehorige Winkelgeschwin-
digkeit gleich ws sei. Es gilt:

f2:f3+w3x(r2—r3).

Es folgt dann aus (5.5) und (5.6)

i‘1+wx(r2—r1) = i'1+wx(r3—r1)+ng(r2—r3)
w X (I‘2 — I'3) = w3 X (1'2 — I'3)
(w — wg) X (I‘2 — I'3) = 0.

Da aber nach Voraussetzung ry # rj ist, muf3
w3 =w (5.7)

sein, womit auch Satz 5.3 bewiesen ist.

Zur weiteren Beschreibung fithren wir ein korperfestes Koordinatensystem
(KS) ein und betrachten daneben ein raumfestes Inertialsystem (IS), welches
dem Standpunkt des Beobachters entspricht. Da das KS mit dem Korper fest
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verbunden ist, ist es im allgemeinen kein
Inertialsystem. Fiir die Position P; jeder
Masse m; gilt

rio(t) = Ro(t) + ri(?),
mit r;o(¢) der Position der Masse m; aus
@ der Sicht des IS und Ry(t) bezeichnet den
s Ursprung von KS aus der Sicht von IS. Die
Geschwindigkeit des Ursprungs ist durch

O
® vo(t) = df;(;(t)

gegeben, wobei sich die Zeitableitung auf IS bezieht.
Wir betrachten nun den beliebigen Punkt P; des starren Korpers. Seine
Geschwindigkeit ist durch
d d dr;

%rio = E (R(] + I'Z') = Vo —+ % (58)

Vio =

gegeben und sie beschreibt die zeitliche Anderung des Vektors 1o beziiglich
IS. Unter Verwendung von (5.4) kann man dies als

%ri =w X1y (5.9)

schreiben. Aus (5.8) und (5.9) folgt weiters
Vo = Vg +w X Iy, (510)
eine alternative Formulierung von Satz 5.1.

Wir wihlen nun einen anderen Punkt O’
als Ursprung des korperfesten Koordina-
tensystems. Der Vektor zwischen O und
O’ sei

a — RO — R6
Dann gilt fiir den Vektor vom Punkt O’
zum Punkt P;

/
r,=r;+a.

Die Argumentation, welche zu (5.10) fiihr-
te ergibt nun

Vo0 = Vo + w' x I‘;.
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Die Geschwindigkeit v;y des Punktes P; mufl aber unabhéngig von der Wahl
des KS sein, also mufl v;p = v;o gelten und damit folgt

VotwXr, = vg+w xXr)

= vy +w X (r;+a).
Unter Verwendung des Satzes 5.3 folgt schlieflich
Vo =Vp+w X a. (5.11)

Als Vektor ist w auch unabhéngig von der Orientierung der Achsen des KS.
Die Translationsgeschwindigkeit vy héngt hingegen von der Wahl des Ur-
sprungs von KS ab, wie Gleichung (5.11) zeigt.

Wir zeigen noch, dal Winkelgeschwindigkeiten wie Vektoren addiert wer-
den. Wir betrachten dazu zwei infinitesimale Drehungen d¢, = w;dt und
dep, = waydt [siehe Gleichung (2.108)]. Wir wenden diese Drehungen hinter-
einander auf einen beliebigen Vektor r an [und beachten Gleichung (3.78)
mit w als n|, so folgt

dri =dp, xr, dry=dp, X (r+dry) =dp, X 1.

(Fir infinitesimale Grofien werden quadratische Terme vernachléssigt.) Da-
mit gilt:

dr = dry + dry = (dpy + dp,) X r = (wy + ws) X rdt.

Somit kann die Reihenfolge zweier beliebiger infinitesimaler Drehungen ver-
tauscht werden und es gilt fiir die Winkelgeschwindigkeiten

W = Wi + Ws.

Dies kann im allgemeinen nicht auf endliche Drehungen verallgemeinert wer-
den.

5.1.2 Die EuLERschen Winkel

Um die Lage des starren Korpers zu jeder Zeit angeben zu konnen, benotigt
man geeignete verallgemeinerte Koordinaten. Wir verwenden drei kartesische
Koordinaten {X;|i = 1,2,3}, welche den Vektor Ry festlegen und die drei
EULERschen Winkel ¢, ¢ und 6, welche die Richtung der Achsen von KS
{z;|i = 1,2,3} relativ zum IS angeben.

Zur Defintion der EULERschen Winkel betrachten wir Abb. 5.1. Die (X1, X»)-
Ebene (grau schraffierte Ellipse) und die (x1, z5)-Ebene (strichlierte Ellipse)
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Abbildung 5.1: Durch die drei EULERschen Winkel ¢, 1) und 6 wird die Lage
der x;-Achsen des KS relativ zum IS (mit den Koordinaten X;) festgelegt.

schneiden sich in der Knotenlinie K, welche den Richtungsvektor ex zuge-
ordnet erhélt. Die EULERschen Winkel sind dann wie folgt definiert:

Q: Winkel zwischen der X;-Achse und K
(3 Winkel zwischen K und der x;-Achse
0 : Winkel zwischen der Xs3-Achse und der x3-Achse.

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen der Winkelgeschwindigkeit
und den EULERschen Winkeln her. Dazu betrachten wir drei spezielle Dre-
hungen, bei denen jeweils zwei EULERsche Winkel festgehalten werden:

dp=d=0: wp = ey
dip=df =0 : Wy = he}
dd=dp=0: wy =1 es.

Fiir wy ist die Knotenlinie (ex) die Drehachse, fiir w, die X3-Achse des IS
(€4) und fiir w,, die z3-Achse des KS (e3). Wir driicken nun die Einheitsvek-
toren ey und e} durch die des KS aus:

ex = cosYe —sinyey (5.12)

e; = sind sinye; +sinf cosy ey + cos b es. (5.13)
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Beliebige infinitesimale Drehungen entsprechen unabhiingigen Anderungen
d¢, dyp und df der EULERwinkel. Die Reihenfolge dieser Drehungen ist be-
liebig und es gilt

dQO =wdt = (w9+w¢+w¢)dt,

und damit: ' . .
w=wy+ws+wy=0ex+pe;+1es. (5.14)

Wir stellen nun w im KS oder IS dar

( w1
wi€e1 + weey + wses = %)) KS

/
wie] +wheh +whel, = | W) IS.

Daraus folgt:

wi = we; =¢sinb siny + Hcosy
wy = wey=¢sinf cosy) — Osiny (5.15)
wy = wes=g¢cosh+,

wobei wir (5.12), (5.13) und (5.14) verwendet haben. Auf diese Weise konnte
die Winkelgeschwindigkeit durch die EULERschen Winkel und ihre Zeitablei-
tungen ausgedriickt werden.

5.2 Der Triagheitstensor

5.2.1 Die kinetische Energie

Der starre Korper bestehe aus N Massenpunkten m;, 1 = 1,..., N und seine
kinetischen Energie ist die Summe der kinetischen Energien der einzelnen
Massenpunkte:

N
— E 2
=1

N N N
(5.10) Zmlvg + 2 Zm, (wxr;) vy + Zmz (w x ri)2 .
i=1 i=1 =1
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Durch geeignete Wahl des Ursprungs des KS kann der in w lineare Term zum
Verschwinden gebracht werden:

N N 07 VO:O
;mi(wxri)voz(voxw);miri: 0 %mirizo,
~ - izl

Im ersten Fall ruht der Ursprung des KS, im zweiten Fall wurde der Schwer-
punkt des starren Korpers als Ursprung des KS verwendet. In diesem Fall ist
entsprechend (2.75) - S myr; = 0. Wir erhalten also mit

N
1
V + = Z mz w X rz = irtrans + Trot (516)
=1

die kinetische Energie als Summe der kinetischen Energie einer Translation
(Tyrans) und einer Rotation (7). Wir werten T}.,; weiter aus und verwenden
die Schreibweise:

w1 T
W = w2 |, r = i)
w3 Zs3

in Bezug auf das KS. Es gilt dann

(wxr) = (wxr)(wxr)

= wirl—(w r)2

3 3
_ § : 2,2 § :
= W; T — Wi LiWE I
i,k=1

ik=1

= (r*6 — miwp) wiwg,
i k=1

3
mit r? = > z2. Damit erhalten wir
i=1

N 3
1 1
Trot = 5 Zmz (w X ri)z — 5 Z [ik‘wiwka (517)
i=1 i,k=1
mit

I = Zmy ( 265 — 22 ) — I (5.18)

dem Trigheitstensor. Zusammen mit den r; sind die I;; zeitunabhéngig. (Am
Ende von Abschnitt A.4.2 von Anhang A wird gezeigt, dafl I;; ein Tensor
zweiter Stufe ist.)
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Um vom wenig realistischen Modell diskreter Massenpunkte wegzukom-
men fiihren wir die Massendichte einer kontinuierlichen Massenverteilung ein:

_ Masse Am
~ Volumen AV’

p(r) (5.19)

mit AV einem kleinen Volumen um r, in welchem sich die Masse Am befin-
det. AV wird dabei so grof§ gewihlt, dafl es viele Atome/Molekiile enthilt,
aber doch klein genug damit makroskopische Inhomogenitédten nicht unter-
driickt werden. Wir ersetzen dann die Masse

m, = p(r,) AV,

jedes Teilvolumens durch die so definierte Punktmasse m, im Punkt r, und
damit liegt wieder ein starrer Korper vor. Im Grenzfall N — oo, AV, — 0
gilt

N N
Sty e= AV ST [dr () (5.20)
v=1 v=1

Die Integration kann {iber den ganzen Raum erstreckt werden, da p(r) = 0
auBerhalb des Korpers gilt.

Man kann aber (5.19) auch auf eine Ansammlung von Punktmassen an-
wenden, indem man

p(r) = ZmV(S(r —r,)

verwendet [mit 6 (r —r,) der DirACschen Deltadistribution] und dies in
(5.20) einsetzt. Auf diese Weise erhélt man wieder (5.18).

5.2.2 Der Drehimpuls

Der Drehimpuls eines Systems von Massenpunkten ist die Summe der Ein-
zeldrehimpulse und héngt damit vom Bezugssystem ab:

Zm,/ (I',/70 X I",/70) IS
ZV: my, (r, X 1,) KS.

v

L =
Wir bleiben im KS und dort gilt Gleichung (5.9) und wir erhalten:

N
L:Zmyry X (wXr,).
v=1
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Wir bestimmen

rx(wxr) = wr’—r(wr)
3
= Z (7“25ik - xﬂk) Wk,
i k=1

und erhalten unter Verwendung von (5.18):

3 3
i=1

ik=1

Wir fithren nun die Matrix I und die Spaltenvektoren L

Ly Ly I Ly
I= |1y Iyp Ix|, L=|L
I3y I3p I3z Ls

ein. Somit kann man (5.21) in Matrixform schreiben:
L=1Tw (5.22)

Damit erhalten wir schliefllich fiir die kinetische Energie der Rotation nach
(5.17):

3
1 1
Trot = 5 Z Ilku)ZWk = 5 wTI w. (523)
i,k=1
Durch

n
In=m"In, n=|ny (5.24)

ns

definieren wir schliellich das Trdgheitsmoment beziiglich einer Achse n. Die
Diagonalelemente von [;;, sind dann die Tragheitsmomente beziiglich der Ko-
ordinatenachsen. Die Elemente von [;;, auflerhalb der Hauptdiagonalen heiflen
Deviationsmomente.

5.2.3 Hauptachsentransformation

Die Einfithrung des Trigheitstensors [;; erfolgte unter Bezug auf das korper-
feste Koordinatensystem. Es ist daher [;; = konst, die konkreten Werte
von [;; héngen jedoch von der Wahl des KS ab. Die Eigenwerte der Ma-
trix I = (I,), die Haupttragheitsmomente, sind jedoch von KS unabhéngig
und damit eine Eigenschaft des starren Korpers.
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T, ist eine Invariante des Systems und es gilt stets
My =w Tw=w"Iw.

Wir wihlen nun eine orthogonale Transformation & (siehe Anhang A, Ab-
schnitt A.4.1) derart, dafl I' diagonal wird (A.51)

I, 00
I'=a1a"=|(0 L, 0], (5.25)
0 0 Iy

und jedes KS', in welchem I' diagonal wird, heifit Hauptachsensystem. Zunichst
kann man feststellen, daf§ die I; positiv sind. Wir verwenden dazu (5.18)

N 2
]1 = ]11 = Zmy |j”5 - (flfgy)> :|
v=1
N 2 2
= Zm,, [(xg')) + (mé"))
v=1

2 2
gleiches gilt fiir die anderen Diagonalelemente. Weiters ist <x§”)> + <:L’§V)>

> 0, (5.26)

das Quadrat des Normalabstands des Punktes r, von der Drehachse mgy). Da-
mit ist das Tragheitsmoment eines Korpes gleich der Masse mal dem Quadrat
des Normalabstandes von der Drehachse.

Eine symmetrische Matrix kann stets durch eine orthogonale Transfor-
mation diagonalisiert werden. Wir beniitzen (5.25)

3
!/
ik — E in O L = Ikéik

n,l=1
und erhalten weiter

3 3
g Qi [0, = g Qi i Okt Ly
=1

i,n,l=1

3
A.45
Touem, ( = : Z 5mn04klfnz

n,l=1

3
= Z Imlakl. (527)
=1

Durch
(6731

= | Qg2
a3
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Abbildung 5.2: (a) Das Trigheitsellipsoid. (b) Verschiedenen Stellen
des Korpers, welche als Bezugspunkte dienen, entsprechen verschiedene
Tréagheitsellipsoide.

ordnen wir der Matrix & drei Spaltenvektoren zu und schreiben (5.27) in
Matrixform

ITw® = nw®  oder (I-IE)w® =0. (5.28)

Damit wurde die Eigenwertgleichung der Matrix I mit den Eigenwerten I
und den Eigenvektoren w®) aufgefunden. Gleichung (5.28) stellt ein lineares
homogenes Gleichungssystem fiir die drei Komponenten von w®) dar, mit
der trivialen Losung w® = 0. Wir suchen aber eine nicht triviale Losung
und damit mufl

det (I — I, E) =0 (5.29)

gelten. Dies ist ein Polynom dritten Grades in [ mit den Losungen Iy, I
und I5, welche alle positiv sind. Die Eigenvektoren w® und w®") sind fiir
I, # I, automatisch orthogonal und kénnen fiir I, = I, orthogonal gemacht
werden. Es sind dies die Basisvektoren des korperfesten Koordinatensystems
KS', in welchem I diagonal ist. Bei einer Rotation um die Hauptachse, also
w = w® ist wegen (5.22) und (5.28)

L=Tw® =Lw® LJ|w®,

der Drehimpuls L ist also parallel zu w®).

Fiir den Tragheitstensor, wie fiir jeden symmetrischen Tensor zweiter Stu-
fe, kann man eine geometrische Deutung geben: Wir verwenden einen dreidi-
mensionalen kartesischen Raum R® mit Vektoren r? = (1’1 To :Eg) und in

diesem Raum stellt der Ausdruck

3

ik=1

einen Kegelschnitt dar, was man leicht zeigen kann, wenn man als Bezugssystem

131



fiir die Vektoren r das Hauptachsensystem des Triagheitstensors verwendet:

Z[k ,szwk—ZIkwk—l Ik>0.

i,k=1

Dies ist ein Kegelschnitt, das Trdgheitsellipsoid. Die Halbachsen des Ellipso-
ids haben die Linge 1/+/T}, (siche Abb. 5.2a). Die Werte des Trigheitstensors
héngen auch von der Lage des Bezugspunkts ab, und so mufl man sich vorstel-
len, daf} zu jedem Punkt des Korpers ein anderes Triagheitsellipsoid gehort,
wie in Abb. 5.2b angedeutet wurde.

5.2.4 Der Satz von STEINER

Durch diesen Satz wird der Trégheitstensor beziiglich eines beliebigen Be-
zugspunktes 0 zum Tragheitstensor beziiglich

des Schwerpunktes S in Beziehung gebracht. Es
gilt:

/
r,=s+r;.

Beziiglich S gilt Gleichung (2.75):

1 N
M;mr

Aus (5.18) folgt fiir den Trégheitstensor beziiglich 0:
N
Ly = Z my (7"1//25% - xg”@f”)
= Zm,, [ s+1,) 0 — (s,- +:)3§V)) <s +x(y))}
N

= Zmy< 252k—:c :ck )—l—M( 20 — Sisk)

mit M = Zl],v:l m,,, der Gesamtmasse. Wir erhalten das Ergebnis:
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Der Tragheitstensor beziiglich eines beliebigen Punkts O ist gleich
dem Triagheitstensor beziiglich des Schwerpunkts plus dem Tréag-
heitstensor der im Schwerpunkt vereinigten Gesamtmasse beziig-
lich des beliebigen Punkts O.

5.3 Die Dynamik des starren Korpers

5.3.1 Die EUuLERschen Gleichungen

Die EULERschen Gleichungen sind die Bewegungsgleichungen fiir die Rotati-
on eines starren Korpers. Es sind dies Differentialgleichungen fiir die Winkel-
geschwindigkeit im korperfesten Koordinatensystem; als Koeffizienten treten
die Haupttragheitsmomente auf.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die LAGRANGE-Funktion (3.39)

L = T-U
(Séﬁ) ,—rtrans + Trot - U7
und wir wollen die LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art in der Form (3.37)
anwenden. Fiir die verallgemeinerten Kréfte verwenden wir Gleichung (3.38).
Wir haben sechs Freiheitsgrade und wir wéhlen zunéchst die verallgemeiner-
ten Koordinaten { X |k = 1,2, 3}, welche die Koordinaten des Schwerpunktes
des starren Korpers im Inertialsystem sein sollen. Aufgrund dieser Wahl wird
mit Hilfe von Gleichung (5.16)

Mo .
,—Ttrans = ? ;Xlz = ,—rtrans (X17X27X3> .

Weiters wihlen wir als korperfestes Koordinatensystem das Hauptachsensy-
stem des Tragheitstensors und plazieren den Ursprung in den Schwerpunkt
des starren Korpers. Damit erhalten wir fiir die kinetische Energie der Rota-
tionsbewegung:

3
Trot - % ; [kwlz = Trot (Cb, ¢7 07 Q‘Sa 'l/')a 9) . (530)

Wir verwenden also fiir die verbleibenden Freiheitsgrade die EULERwinkel
als verallgemeinerte Koordinaten. Schliellich kann man fiir die potentielle
Energie U = U(X4, X2, X3, ¢, 1, 0) ansetzen.

Wir 16sen zunéchst die LAGRANGE-Gleichung
d (0T or  ou vk
dt <8Xk) 0X}, N 0X;’
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fiir die Schwerpunktskoordinaten; dies entspricht

ou

MXk - —a—)(k,

Yk, (5.31)
wobei U /0 X, jene Kraftkomponenten beschreibt, welche die Schwerpunkts-
bewegung bestimmen. Wir haben mit (5.31) die Differentialgleichung zur
Bestimmung der translatorischen Bewegung des Schwerpunktes des starren
Korpers aufgefunden.

Es verbleibt die LAGRANGE-Gleichung zweiter Art fiir die Rotationsbe-
wegung auszuwerten. Wir zeigen dies fiir die verallgemeinerte Koordinate

(G
d(aT) or U

w\og) a0 = an
was
i 8CTrot . a,—rv"ot o _a_U
dt \ oy oy o
entspricht. Wir bestimmen weiters:
i a,—rv"ot o i Z a,—rv"ot %
dt \ oy o dte Do 9y
aT’f‘Ot o aTrot aCUk
o zk: Owy, Y’
airrot (5§0) ] W
a(Uk - %k
Qo 0w 1n) ) O 515)
o o T ’
0 : e -
8i¢l (5.15) ¢ sinf cosp — 60 siny = wo,
0 : e . ;
%J (5.15) —¢ sinf siny — 0 cosY = —wyq,
8(4)3 N
w — 0.
Zusammengefafit erhalten wir:
d (0T, a1,
i ()~ = s~ (e haosa
. ou
= ]3 Ws + ([2 - [1)(4)1(4)2 = —%.
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Auf der linken Seite dieser Gleichung steht wieder die verallgemeinerte Kraft.
Die verallgemeinerte Koordinate, nach welcher die potentielle Energie abge-
leitet wird, ist ein Winkel und so entspricht die Komponente 0U /0 einer
Komponente des Drehmoments

N

M(t) => 1,(t) x F,, (5.32)

v=1

mit F, der externen Kraft, welche im Punkte r, auf den starren Korper
einwirkt. Wir wéhlen 0U/0y = Ms.

Auf analoge Weise gewinnen wir die restlichen zwei Gleichungen und wir
erhalten schliefllich mit

Ilw1+(]3—]2)WQCU3 == Ml(t)
IQ d)g + ([1 — [3) wWiws = Mg(t) (533)
[302)3"‘(]2 —]1>W1u)2 == Mg(t)

die EULERschen Gleichungen. Zusammen mit den Gleichungen (5.15) sind
dies die Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die EULERwinkel ¢(t),
¥(t) und 6(t) und sie beschreiben die Rotation des starren Korpers in ihrem
zeitlichen Ablauf. Der Nachteil dieser Gleichungen besteht allerdings darin,
daBl die Komponenten M; des Drehmoments auf das kérperfeste Koordinaten-
system bezogen sind. Thre Zeitabhingigkeit héngt daher von der Bewegung
des Korpers ab.

5.3.2 Rotation um eine freie Achse

Wir betrachten einen starren Korper, auf welchen keine Drehmomente wir-
ken, also M = 0 ist. Dies gilt etwa fiir einen frei fallenden Korper, dessen
Schwerpunkt als Ursprung des KS gewé#hlt wird.

Die kriftefreie Translationsbewegung ist gleichférmig, sie erfolgt mit kon-
stanter Geschwindigkeit. Wir wollen nun untersuchen ob die EULERschen
Gleichungen im kréftefreien Fall auch zu einer gleichférmigen Bewegung
fithren. Dazu schreiben wir die EULERschen Gleichungen fiir konstantes wj,
1=1,2,3und M = 0 an:

(13 - [2)(4)2(4)3 = 0, (]1 - 13) Wiws = 0, (12 - Il) Wiy = 0. (534)

Wir setzen [; # I # I3 voraus und dann hat (5.34) die folgende nicht triviale
Losung:

W1 = Wi — kOl’lSt, W9y = W3 = 0. (535)
Durch Vertauschen der Komponenten ergeben sich zwei weitere, analoge
Losungen, dabei miissen stets zwei Komponenten gleich Null sein.
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Nun gilt mit den Gleichungen (2.76), (5.32) und (5.22):

d d
‘L="Tw=M=0
FTR Tt ’
und damit wird
L = konst = I w = [wipe, (5.36)

fiir die Losung (5.35). L ist somit ein konstanter Vektor im IS. Damit ist die
Lage der korperfesten Achse e; im Raum konstant und der Koérper rotiert
gleichférmig um eine Hauptachse, welche eine zeitlich konstante Richtung
hat. Es sind drei solcher Richtungen moglich.

Wir wollen nun die Stabilitdt der Losung untersuchen. Dazu betrachten
wir eine Bewegung, welche nur geringfiigig von (5.35) abweicht:

w1 =~ Wi, wy K W1, w3 <K Wig- (537)

In den kréftefreien EULERschen Gleichungen (5.33), M = 0, vernachléssigen
wir Terme, welche in ws und w3 quadratisch sind. Fiir die erste Gleichung
gilt dann:

IldJl =0 — W1 = W19 = konst.

Wir verwenden dies in den zwei verbleibenden Gleichungen:

IQCUQ + (Il — Ig) w3Wip — 0
[3(,;}3 + (IQ — Il) Waol1p — 0

Wir differentieren die erste Gleichung nach ¢ und erhalten
Iy + (I — I3) Wawip = 0,
und weiters

—ws3 (1 = I3)wig = I

. I, ;
wg = ——"—Woy.
’ (11 - 13) w10 ?

Dies wird in die zweite Gleichung eingesetzt:

1. .
_mngt([g—[l)wgwm = 0
(L =D)L —13) ,

oder mit
L — 1) (L —13) ,

(
0=
1 w10

folgt:
Wy + Qo =0, und analog 3 + Qws = 0. (5.38)

Es gibt zwei Moglichkeiten:
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1. I ist das grofite oder das kleinste der drei Haupttragheitsmomente.
Dann ist > 0 und die Losungen von (5.38) lauten:

wo(t) = acos (\/ﬁt + b) ,  ws(t) =ccos (\/ﬁt + d) :

Damit fithren kleine Abweichungen (a < wyg, b < wyg) zu kleinen
Oszillationen um die Losung w! = (wm 0 0) und die Losung ist
stabil.

2. Das Trégheitsmoment [, ist das mittlere der drei Haupttragheitsmo-
mente. Dann ist 2 < 0 und die Losungen von (5.38) lauten

wo(t) = aexp (—ﬁt) + bexp (\/——Qt)
ws(t) = cexp (—\/——Qt) + dexp (\/——Qt) ,

und damit wachsen kleine Auslenkungen (b < wyg, d < wyg) von der
Losung w? = (wm 0 0) exponentiell an. Dies gilt natiirlich nur so-
lange die Voraussetzung (5.37) erfiillt ist. Die Losung ist instabil.

Aus dieser Untersuchung folgt, dafl die Rotation um die Achse des grofiten
oder des kleinsten Haupttragheitsmoments stabil in dem Sinne ist, dafl klei-
ne Abweichungen klein bleiben. Hingegen ist die Rotation um die Achse des
mittleren Haupttriagheitsmoments nicht stabil, da es kein System gibt, in wel-
chem es nicht zu kleinen Stérungen kommt und diese exponentiell anwachsen
wiirden.

5.3.3 Der kriftefreie symmetrische Kreisel

Wir untersuchen jetzt die kréftefreie Rotation fiir den symmetrischen starren
Korper, oder Kreisel. Fiir die Haupttragheitsmomente gilt:

L=L=1I IL+I (5.39)

Symmetrische Kreisel sind insbesonders Korper, welche rotationssymmetrisch
beziiglich ihrer x3-Achse sind; diese wird Figurenachse genannt. Fiir I3 > [
spricht man von einem abgeplatteten (oblaten) Kreisel; die Erde ist ein gu-
tes Beispiel hiefiir. Fiir I5 < [ ist die Masseverteilung um die Figurenachse
konzentriert und man spricht von einem wverldngerten (prolaten) Kreisel.
Der Kreisel soll kriftefrei sein, es soll also auf ihn kein Drehmoment wir-
ken. Fiir einen Kreisel im Schwerefeld kann dies dadurch verwirklicht werden,
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Abbildung 5.3: Die Winkelgeschwindigkeit w eines kréftefreien symmetrische
Kreisel bewegt sich im korperfesten Koordinatensystem auf dem Polkegel.

dal man den Schwerpunkt als Unterstiitzungspunkt wahlt. Es gelten die fol-

genden EULERschen Gleichungen:

[@1"‘([3—[)(4)2(4)3 =
Id}g—}—([-]g)tdgwl =
[@3 - 0

Aus der letzten Gleichung folgt
W3 = W3p — konst

und wir setzen dies zusammen mit der Definition

I-I
T

Q

wsg = konst

in die ersten zwei Gleichungen ein und erhalten
d)l—QWQ:O, C;JQ—FQ(Ul:O,

oder
C&)l —Qd)g :@1+Q2wl =0.

Die Losung
wi(t) = asin (U + )

legt auch wy = wq /< fest:

wa(t) = acos (2 + 1) .
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Der Betrag der Winkelgeschwindigkeit w ist konstant:
w? = wi(t) +ws(t) + wi(t) = a* + w3, = konst.

Nach Gleichungen (5.43) hat die Projektion von w auf die (z1, x2)-Ebene
die konstante Léange a und rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit 2. Damit

bewegt sich der Vektor w im KS auf einem Kreiskegel, dem Polkegel (siehe
Abb. 5.3) mit dem halben Offnungswinkel

a
v = arctan—-.
W30

Um die EULERwinkel zu bestimmen, setzen wir (5.43) in (5.33) ein. Die
Integration der Gleichungen vereinfacht sich, wenn wir das IS so legen, dafl
der Drehimpulsvektor in die x3-Achse zeigt:

L = Le}, = konst.

Die Komponenten L; im KS sind durch (5.22) bestimmt

Ly Twi(t) eseq(t) sin 6 sin ¢
Ly | = | Iwo(t) | =L |e€sex(t) | =L |sinb cose |,
L3 [3(4)3 (t) 6/363 (t) cos f

wobei die Skalarprodukte aus (5.13) folgen. Der Vergleich ergibt

L sinf(t) siny(t) = alsin (2 + 1)
L sinf(t) cosy(t) = al cos (Qt + 1)
L cos H(t) = u)g()[g.
Aus der letzten Gleichung folgt 0(t) = 6y = konst und es mufl dann aus den

ersten zwei Gleichungen

U(t) = Qt + 4o (5.44)

folgen. Wir finden weiters:

L sin @y sin (2t + 1) = al sin (Qt + 1)

Lsinfy, = al
a I
tanfy = ——. 5.45
0 wso 13 ( )

Aus (5.43a) und (5.44) folgt wy = sin(t) und daraus ergibt sich mit (5.14)

a = ¢ sin 6y mit der Losung:

a

ot) = ot Po- (5.46)

139



Drehimpulsachse

e, L Drehachse
Q)

Figurenachse

Prazessionskegel ]

Polkegel

Abbildung 5.4: PoiNsoTsche Darstellung: Reguldre Prézession des kréftefrei-
en symmetrischen Kreisels. Die raumfeste Drehimpulsachse, die Drehachse
und die Figurenachse liegen in einer Ebene. Die Bewegung lauft so ab als
ob der Polkegel auf dem Spurkegel abrollte; dadurch lauft die Figurenachse
auf dem Prézessionskegel um. Der Kreisel selbst kénnte aus dem Polkegel
bestehen.

Damit wurde die allgemeine Losung (5.44), (5.45) und (5.46) fiir die Eu-
LERwinkel aufgefunden. Wegen 6 = 6, bewegt sich die Figurenachse auf
einem Kegel, dem Prdzessionskegel um die ej-Achse. (6 ist ja der Winkel
zwischen € und es-Achse.) Damit liegt w in der (e}, e3)-Ebene, welche in
Abb. 5.4 die Bildebene ist. Wegen 6, = konst ist v = konst und damit muf3
auch der Winkel zwischen w und €} konstant sein. Also bewegt sich auch w
auf einem Kegel, dem Spurkegel. Diese Bewegung wird reguldre Prazession
genannt.

Die Theorie des kriftefreien, symmetrischen Kreisels findet bei der Dis-
kussion der Erdrotation Anwendung. Die Erde ist in guter Ndherung ein
Ae; abgeplatteter Kreisel mit den Achsen a = b =
T 6377 km (Aquator) und ¢ = 6356 km (Pol). Wie
dargestellt, ist der DurchstoSpunkt der Figu-
renachse (geometrischer Nordpol) vom Durch-
stoBpunkt der Drehachse w verschieden. Der ki-
nematische Nordpol beschreibt einen Kreis um
den geometrischen Nordpol. Die Prézessionsfre-
quenz is

I3 —1
I %)

€] =

Berechnet man, unter Annahme einer homogenen Massenverteilung die Tragheits-
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momente der Erde und setzt w3y = 27/Tag, so erhélt man fiir die Periode
der Prézessionsbewegung

2
T = % ~ 305 Tage ~ 10 Monate.

Dies ist mit folgenden ‘experimentellen’ Ergebnissen zu vergleichen:

1. Die Prézession ist etwas unregelméflig. Die Schwankung wird mit me-
tereologischen und geologischen Ereignissen korreliert. (Wir haben ja
auch den Einfluf des Mondes und der Sonne auf die Erde vernachléssigt.)

2. Die gemittelte Periode ist nicht 10 Monate sondern ungefdhr 14 Mo-
nate (CHANDLERperiode). Fiir die Diskrepanz gibt es eine detailierte
Theorie, welche berticksichtigt, dal die Erde nicht vollkommen starr
ist, sondern quasifliissig.’

3. Der Radius des Durchstoflkreises des w-Kegels ist im Mittel etwa 4 m.

'D.J. Inglis, Shifting of the Earth’s Amis of Rotation, Rev. Mod. Phys. 29, 9 (1957).
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