Anhang B

Spezielle Relativititstheorie
und Relativistische Mechanik

B.1 Einfiihrung

Die spezielle Relativitatstheorie beruht auf zwei Grundannahmen (= Prinzi-
pien), dem

1. Relativitdtsprinzip, und dem
2. Prinzip von der Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit.

Beide Annahmen werden durch experimentelle Befunde nahegelegt, doch
geht auch eine gewisse philosophische Grundeinstellung darin ein.!

B.1.1 Das Relativitiatsprinzip

Wiederholung der Definition eines Inertialsystems 2.3: In einem solchen Sy-
stem gehorcht ein Massenpunkt dem Axiom 2.1, also bleibt ein Massenpunkt
im Zustand Ruhe oder in gleichférmiger Bewegung, wenn keine Kraft auf
ihn einwirkt. Ein solches System ist realisiert in einem Bezugssystem, das
sich relativ zum Fixsternhimmel in Ruhe oder in gleichférmiger Bewegung
befindet.

Das EINSTEINsche Relativitdtsprinzip besagt hingegen, daf alle physika-
lischen Vorginge in allen Inertialsystemen bei sonst gleichen Bedingungen
gleich ablaufen. Es ist durch kein Experiment moglich, eine absolute Ge-
schwindigkeit eines Systems festzustellen. Daher mufl auch die mathemati-

'Eine umfangreiche Darstellung der speziellen Relativititstheorie kann im gleich-
namigen Vorlesungsskriptum von E. SCHACHINGER gefunden werden, welches von
http://www.itp.tu-graz.ac.at/lectures.html heruntergeladen werden kann.
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sche Beschreibung aller physikalischen Vorgénge in allen Inertialsystemen
gleichartig sein (Kovarianz).

Ein Spezialfall dieses EINSTEINschen Relativitdtsprinzips ist das (GALI-
LEIsche Relativititsprinzip, das nur fiir die klassische Mechanik (Mechanik fiir
Teilchengeschwindigkeiten < ¢) gilt, und welches bereits im Abschnitt 2.9.1
behandelt wurde. Man kann es wie folgt formulieren:

Man kann aufgrund mechanischer Fxperimente keine Aussagen
tiber den Bewegungszustand eines gleichformig bewegten Systems,
in dem man sich befindet, machen.

B.1.2 Prinzip der Konstanz der Vakuumlichtgeschwin-
digkeit c

Die Vakuumlichtgeschwindigkeit hat den konstanten Wert
c=2,99792458 x 10%m/s.

Gemaf diesem Prinzip ist die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ sowohl vom Be-
wegungszustand des Beobachters als auch von dem der Lichtquelle vollig un-
abhéngig (bei alleiniger Betrachtung von Inertialsystemen). In jedem Inertial-
system findet man, z.B. fiir die Ausbreitung der Wellenfront eines Lichtblitzes
den Wert c, selbst wenn die Quelle relativ zu diesem System in gleichférmiger
Bewegung ist. Bei der Schaffung der Elektrodynamik zu Ende des vergan-
genen Jahrhunderts hielt man fiir die Ausbreitung der elektromagnetischen
Wellen ein Medium (den sogenannten Ather) fiir nétig analog zur Ausbrei-
tung der Schallwellen in Luft, oder einen anderen elastisch deformierbaren
Korper.

AuBlerdem glaubte man (irrigerweise), dafi das Relativitdtsprinzip not-
wendigerweise die GALILEI-Transformation (2.100) nach sich zieht. Daraus
schlof man (irrigerweise), da8 die Elektrodynamik das Relativitatsprinzip
nicht erfiillt und dafl es ein ausgezeichnetes Koordinatensystem gibt, das im
? Ather” ruht. Man versuchte nun einen ” Atherwind” festzustellen, der da-
durch entstehen sollte, dafl sich die Erde bei ihrer Revolution um die Sonne
relativ zum Ather bewegt.

Die Messung der Schallgeschwindigkeit kann im Prinzip auf einer Me§3-
strecke erfolgen mit einer Nachrichteniibermittlung mittels elektrischer oder
optischer Signale (deren Geschwindigkeit ¢ grofl gegeniiber der zu messenden
Schallgeschwindigkeit ist) vom Anfang zum Ende der Strecke (Messung der
”Einweggeschwindigkeit” ). Ein derartiges Vorgehen ist bei der Messung der
Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ nicht moglich, da man keine Art von Signalen
kennt, deren Ausbreitungsgeschwindigkeit grofi gegen c ist. Man ist daher
gezwungen, das Lichtsignal, dessen Ausbreitungsgeschwindigkeit gemessen
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Abbildung B.1: a) Der Michelsonversuch. b) Lichtweg bei Reflexion an S;.

werden soll, am Ende der Messtrecke zu reflektieren und kann daher nur
die Laufzeit fiir Hin- und Riickweg messen (”Zweiweggeschwindigkeit”). Das
wichtigste der diesbeziiglichen Experimente war der MICHELSON- Versuch:
(Im Ather ist die Lichtgeschwindigkeit gem#f der damaligen Ansicht = c,
fiir andere Systeme mufl man geméf (2.100) umrechnen, (Abb. B.1a). Der
gesamte MeBapparat bewegt sich relativ zum Ather mit der Geschwindig-
keit v. Ein Beobachter im mitbewegten System S’ stellt folgende Laufzeit ¢,
fiir den Weg PS,P fest (P = Position des halbdurchlissigen Spiegels, siehe
Abb. B.1b):

Iy N lo
c—v c+v
Ebenso ergibt sich im mitbewegten System aus

tlz

= PRI
2(.2 2 2 ll
t2(C —’U) = ll = tgzm
folgende Zeit t; fiir den Lauf PS;P (Abb. B.1b):
L
tg = 2————.
/gy
Aus den beiden Laufzeiten
12 lgC ZQ/C
ty = (c+v—|—c—v)02_v2 :202_02 :21—ﬂ2
t3 == 27l1/c
2 _ 12
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mit v
=" (B.1)
ergibt sich folgender Zeit- und damit auch Phasenunterschied im Beobach-

tungsfernrohr:

2 1 Iy
At =t3 —t; = — — .
o C{ 2 — 02 1—ﬁ2}

Ist der Apparat um 90° verdreht, ergeben sich folgende Anderungen und
folgender Laufzeit- und Phasenunterschied:

L — tr —  t) =ts, ty  —  ty =1,
2 I ly
At =t —t, == - .

Wird nun das Interferometer wiahrend des Beobachtungsvorganges gedreht,
sollte dadurch folgender Laufzeit- und damit auch Phasenunterschied resul-
tieren:

T:At'—At:g[ L __ & b b ]

_'_
c|1-p J1—-p2 1-p8% /1-p2
1 1
— . B.2
Der unerwartete Nulleffekt konnte nur durch eine zusitzliche Hypothese
(F1zGERALD, LORENTZ) erkldrt werden: Bei Bewegung relativ zum Ather

I+ 1y
C

T = 2

verkiirzen sich Langen in der Bewegungsrichtung um den Faktor (1 — Z—z g

Léngen in den transversalen Richtungen bleiben unverdndert. Dann erhélt
man in den obigen Gleichungen fiir

lh=1: At=At=0 = 71=0.

Damit sind aber noch nicht alle Schwierigkeiten beseitigt; um den negativen
Ausgang weiterer Experimente deuten zu konnen, waren noch zusétzliche
Hypothesen iiber die Zeitdilatation und die Verdnderung der Kréfte bei Be-
wegung relativ zum Ather erforderlich. Der Ather wird damit unbeobachtbar.
EINSTEIN vereinfachte 1905 die Situation in radikaler und revolutiondrer Wei-
se, indem er den Ather fiir die Lichtausbreitung fiir unnétig erklirte und die
Giiltigkeit des Relativitatsprinzips fiir alle physikalischen Vorgdnge forderte.
Weiters postulierte er, daf3 die Vakuumlichtgeschwindigkeit in allen Inerti-
alsystemen den Wert ¢ hat. Er analysierte den Begriff der Gleichzeitigkeit
und zeigte, dafl jedes Inertialsystem seine eigene Zeit hat und dafl Zeitan-
gaben von einem System ins andere mittels der LORENTZ-Transformation
durchgefiithrt werden miissen.
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B.2 Die LORENTZtransformationen

System S: Koordinaten z;, (i =1,2,3), Zeit t;

System S”: Koordinaten , (i = 1,2,3), Zeit t'.

Zur Vereinfachung der Berechnung seien die beiden Koordinatensysteme par-
allel und die Geschwindigkeit v des Ursprungs von S’ liege in der x;-Achse
von S

Vi = ’0(512'. (B?))

Zur Zeit t = t' = 0 sollen die Urspriinge x; = x, = 0 zusammenfallen

und zu dieser Zeit werde ein Lichtblitz vom Ursprung ausgesandt. Zur in
S gemessenen Zeit t ist die Wellenfront in r = \/Zle Tix; = /T;x; = ¢t
angekommen. (Hier wurde die sogenannte EINSTEINsche Summenkonvention

eingefithrt: Uber zweifach auftretende Indizes wird summiert, in diesem Fall
also iiber den Index i.) Es gilt dann:

At?

Diese Gleichung muf} invarianten Charakter haben, daher gilt in S” (¢ = ¢):
At? —zlal = 0. (B.5)

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird nun zy = ¢t und zf, = ct’ gesetzt.
Man fordert weiters das Bestehen der linearen Transformation:
3

T = Zaagxﬁ. (B.6)

a=0

zwischen S und S’. Fiir das Bestehen einer solchen linearen Transformation
sprechen folgende Tatsachen:

1. Die Homogenitét und Isotropie des freien Raumes.

2. Die Bewegung eines kréftefreien Teilchens relativ zu einem Inertialsy-
stem wird durch eine lineare Gleichung in den x; beschrieben. Dies
muf3 fiir jedes Inertialsystem gelten. Die obige Transformation aus ei-
nem Inertialsystem in ein anderes mufl daher eine lineare Gleichung
wieder affin in eine solche transformieren.

Bei unserer Wahl der Bewegungsrichtung gilt:
Ty =1ah, T3 = T3, (B.7)

d.h.: wir .kijnnen von den Koordinaten x, und x3 vollig absehen und die
weiteren Uberlegungen in der (xg, z1)-Ebene durchfiihren:

To = Ao + an i, (B.8)

[L’ll = 10Ty + ai11xq. (Bg)
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Setzt man diese Gln. in die sich aus Gln. (B.4) und (B.5) ergebende Bedin-
gung ein, so folgt:

2 [/ 2 2

2 2 2 2 2 P/ 2 2

(ago — aio)Tg + 2(a10a11 — agotor) oy + (ag, — ayy)r] = x5 — 7,
agg — a9 = 1, G1p@11 — Gooo1 = U, agy —ay = :

Die erste Gleichung der letzten Zeile wird durch den nachfolgenden Ansatz
befriedigt:
ago = coshu, a9 = sinhu;

aus der zweiten folgt:

a/agy = ap/a; = tanhu,

apy = psinhu, a3 = p coshu,
und daraus ergibt sich wegen der dritten:
pP=1, p==+l.

Es wird p = 1 gewdhlt. (Fiir p = —1 erhielte man aus (B.8) und (B.9) eine
Transformationsgleichung, bei der entweder die Zeit umgekehrt und/oder das
Rechtssystem im Raum in ein Linkssystem transformiert werden wiirde.) Es
ist also:

Ty, = xgcoshu + x;sinhu, (B.10)

) = xzgsinhu+ x; coshu. (B.11)
Der Ursprung von S’ bewegt sich mit der Geschwindigkeit v relativ zu S [GL.

(B.3)]:
B=vle, 27=0, x1 =[x (B.12)

Damit folgt aus obigen Transformationsgleichungen:
0 = zpsinhu + zof coshu, tanhu= -3 <1,

und durch Umrechnung:

1 1
coshu = = =7,
V1 — tanh?u V1-— 32
. tanh u 3
sinhuy = —m—=—++——=—0".
V1 — tanh?u V1-—p32
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Damit haben wir die LORENTZ- Transformation fiir eine Bewegung léngs der
x1-Achse mit der Geschwindigkeit v = (¢ abgeleitet:

r i o ct—v/cxq

Ty = %o By, ct \/m ) (a)

ZIZ'/ - _ To + T ’ [L’/ — 1 —vt , b

1 Byxo + vy 1 \/ﬁ ( ) (B.13)
xh = @, xh = g, (c)
Ty = x3, Ty = 3. (d)

Die inversen Transformationen erhélt man durch Auflésung des obigen Glei-
chungssystems, einfacher noch durch Anwendung des Relativitéitsprinzips
(Wechsel des Systems ist gleichbedeutend mit Umkehr der Geschwindigkeit):

Bo— =B, T = m, ox =X
t/ /
ct = %, (B.14a)
/ t/
- % (B.14b)
Ty = Ty, (B.14c¢)
r3 = . (B.14d)

Diese LORENTZ-Transformationen bilden eine Gruppe. Alle physikalischen
Groflen transformieren sich geméf diesen Transformationsgleichungen.

Das augenscheinlichste Ergebnis dieser neuen Transformationsgleichun-
gen ist, dafl die Zeit keine Invariante mehr ist. Als Grenzfall fir v < ¢
und # < 1 enthalten obige Gleichungen die GALILEI-Transformationen,
Gln. (2.100).

B.3 Folgerungen aus den LORENTZ-Transfor-
mationen und deren experimentelle Uber-
priifung

Fiir einen Beobachter B in S ist S das ”"Ruhesystem” und S’ das ”bewegte

System”; fiir einen Beobachter B in S’ verhélt es sich gerade umgekehrt. Wir

nehmen von den obigen LORENTZ-Transformationen nur die Gleichung fiir
die zur Systembewegung parallele Komponente und die Zeit:

1
6:E<17 = —
C

L,
S ior
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ry = ~y(zy —ot), (a) = y(z) +ot’), (b) (B.15)

t = v (t — %m) , (a)  t=x <t' + C—T;:Ell) . (b)  (B.16)

B.3.1 Relativierung des Begriffes der Gleichzeitigkeit

In jedem System werden alle Uhren untereinander synchronisiert. Z.B. wird
zur Zeit t = t' = 0 vom Ursprung z; = x, = 0 ein Lichtblitz ausgesendet. In
jedem System befindet sich bei jeder Uhr ein Spiegel, der den Lichtblitz zum
Ursprung reflektiert. Die Hélfte der ganzen Laufzeit ist dann die Zeit, die die
Uhr in dem Moment anzeigen muf, als bei ihr der Lichtblitz eingetroffen ist.

B’ stellt fest, dafl zwei Ereignisse an verschiedenen Orten seines Systems
gleichzeitig eingetreten sind:

(xllat/)l = (0>0)a
(2}, ) = (d,0).

Z.B. sind die Ereignisse das Aufblitzen von Lichtern und diese Lichtblitze
treffen bei dem in zj = a'/2 befindlichen Beobachter B’ gleichzeitig ein.
Gemifl Gln. (B.15b) und (B.16b) gilt dann fiir den Beobachter B in S:

(x1,t)1 = (0,0),
(x1,t)y = (a'%y%).

Dem Beobachter B erscheinen die beiden Ereignisse also nicht gleichzeitig.
Wenn, umgekehrt, B zwei Ereignisse an verschiedenen Orten gleichzeitig er-
scheinen, so sind diese fiir B’ nicht gleichzeitig. Gleichzeitigkeit ist also ein
Begriff, der jeweils nur in einem System Sinn hat, und ist somit keine Inva-
riante der Transformationsgruppe.

B.3.2 Zeitdilatation

Wir betrachten zwei Ereignisse, die im Ursprung von S’ (z; = 0) zu den
Zeiten t' = 0 und ¢’ = At stattfinden (etwa Ablesen einer Uhr, die sich im
Ursprung befindet). 5" mifit:

(I/lvt/)l = (07())7
(x},t)2 = (0,At).

B in S hingegen mif}t fiir die beiden Ereignisse:

(xlat)l = (07())7
(T1,1)2 = (yvAt,yAY).
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Daf3 B fiir die beiden Ereignisse verschiedene Ortskoordinaten mifit, ist auf-
grund des Bewegungszustandes von S leicht einsichtig. Dafl B jedoch fiir den
Zeitunterschied die von At’ verschiedene Zeitspanne YAt mift, ist ein vom
klassischen Standpunkt abweichendes Resultat. Da v > 1 ist, ist At > At'.
Man sagt daher auch: "Bewegte Uhren gehen langsamer”. Genau dasselbe
stellt B’ fiir eine in S ruhende Uhr fest; sie ist fiir B’ eine bewegte Uhr und
scheint ihm langsamer zu gehen. Wir schreiben dies in der folgenden Form,
weisen aber darauf hin, dafl diese Beziehung mit grosser Vorsicht anzuwenden
ist; eigentlich sollte man fiir Zeitumrechnungen immer Gleichung wie in den
LORENTZ-Transformationen benutzen.

Atruh. =7 Atbew. (Bl?)

Operationelle Beobachtung der Zeitdilatation

Beobachter B hat in seinem System ldngs der x;-Achse an allen Orten Uhren
aufgestellt und synchronisiert (in seinem System ist ja der Begriff der Gleich-
zeitigkeit sinnvoll). Die Uhren des Systems S’ (dort ruhend) fliegen an denen
des Systems S vorbei und werden mit den jeweils gegeniiberliegenden Uhren
von S verglichen. Dies ergibt zu den Zeitpunkten ¢ = 0 bzw. t = At, die in
Abb. B.2 dargestellte Situation. Fiir einen Uhrenvergleich zum Nachweis der
Zeitdilatation benttigt man mindestens 3 Uhren (z.B. in S" in 2} = 0; in S
in r;y =0 und z; = /).

Experimenteller Nachweis der Zeitdilatation an Myonen

Myonen entstehen beim radioaktiven Zerfall des Pions (m-Mesons). Das Myon
konnte als ein schweres Elektron bezeichnet werden (m, = 206 m., m,c* =
106 MeV, mit m, der Elektronenmasse.); es hat einen radioaktiven Zerfall

mit einer Lebensdauer von 2.2 us:
po— e+l 4, N, = Noe_%. (B.18)

(u~ symbolisiert ein negativ geladenes Myon, e~ ein Elektron, 7, ein Anti-
neutrino und v, ein p-Neutrino.) Das Pion wird mittels einer Kernreaktion
erzeugt:
p+Kern; — 7% + p+ Kerny;
. — pu 41, (radioaktiver Zerfall).
(p symbolisiert hier ein Proton.) Myonen werden von einfallenden Teilchen

der kosmischen Hohenstrahlung iiber die obige Pionenreaktion erzeugt und
fliegen mit anndhernd Lichtgeschwindigkeit weiter und kénnen daher in 75 =
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t =0

x =0
t =0
y
System S * @ > X
x=0 X=VAt
t =0 t =0
t =At |
y
System S’ L} ’
x" =0

' =At =At /vy

y
System S 4@ @M > X
X=V

x=0
t =At 1 =At

Abbildung B.2: Zeitanzeigen der Uhren in verschiedenen bewegten Systemen
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Abbildung B.3: Myonen in der Atmosphére

2.2 pus hochstens eine Strecke von 660 m zuriicklegen. Man kann die Myonen
aber noch in Meereshohe, also nach einem Flugweg von 6 - 10 km, nachweisen.
Die aus der LORENTZ-Transformation folgende Zeitdilatation erklirt diese
Erscheinung.

Wenn ein Myon mit 7 = 0.995, d.h. v ~ 10, fliegt, dann mifit man
von der Erde aus anstelle von 7} = 2.2 us die liangere mittlere Lebensdauer
von 19 = Y7, = 22 pus. Diese Zeit reicht aus, um eine Strecke von 6 km
zuriickzulegen. Dieser Effekt wurde bei Beobachtungen genau untersucht.
Wegen des statistischen Charakters des Zerfallsgesetzes ist dieses Experiment
nicht so einfach durchzufiihren, wie in Abb. B.3 schematisiert dargestellt
wurde. Es wurden die Myonenzahlen in verschiedenen Hohen registriert und
daraus die Lebensdauer deduziert.?

Zwillingsparadoxon, Uhrenparadoxon

Zwei Uhren, eine fliegt im Raumschiff mit, die andere bleibt auf der Erde.
(Von der Wirkung des Gravitationsfeldes auf die Uhr, die im Rahmen der
allgemeinen Relativitéitstheorie behandelt werden kann, wird abgesehen.) Das
Raumschiff beschleunigt bis nahe an ¢ und fliegt gleichférmig bis zu einem
die Strecke ¢T], = dgyqe entfernten Himmelskorper, kehrt dort um und fliegt
gleichformig wieder zuriick. Ein Beobachter, der am Startpunkt der Rakete
in Ruhe zuriickbleibt, mifit folgende Flugzeit:
TLC TL

Torge = — + -+ = 5 + .-+ (Effekte der Beschleunigung)
v

Zsiehe J. H. SMITH, Theory of Relativity (Benjamin 1965), §3.5).
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Abbildung B.4: Flug eines Raumschiffs von der Erde zur Sonne

bis zum Eintreffen des Raumschiffes am Zielpunkt. Ein Beobachter im flie-
genden Raumschiff liest von seiner Uhr die Zeit (= Eigenzeit)

Terge T
T, = Erde _ 1L
Y B

ab. Da v > 1 ist, scheint fiir ihn die Zeit langsamer vergangen zu sein. Wenn
der Raumfahrer zuriickkehrt, wird er weniger gealtert sein, als sein auf der
Erde zuriickgebliebener Zwillingsbruder (von Wirkungen des Gravitations-
feldes abgesehen). Ein Beispiel:

Erde — o«-Centauri: 71 = 4.5 Jahre.

Annahme: =09 — vy=1/y/1—32=1/0.435
_L
VB

Im System des Raumfahrers zeigt die Uhr also nur etwa halb so viel Zeit, wie
das Licht zur Bewéltigung dieser Strecke braucht.

Th =0435-1.11-77, = 0.4851%.

T
Tirde = FL — 1117},

Fiir den auf der Erde verbliebenen Zwillingsbruder vergeht also wihrenddes-
sen die 1.11-fache Zeit, die das Licht braucht, um von a-Centauri zur Erde
zu gelangen.

Die Anwendung der Speziellen Relativitéitstheorie ist in diesem Falle ei-
gentlich nicht gerechtfertigt, da Beschleunigungen auftreten. Die Behandlung
obigen Vorganges nach der Allgemeinen Relativitétstheorie fithrt jedoch zum
selben Ergebnis.?

Das g-2-Experiment am Myonspeicherring bei CERN

Die Zeitdilatation kann auch beim g-2 Experiment im Myonenspeicherring
beobachtet werden. Das Myon hat ein magnetisches Moment « g¢; dieses

3siehe M. BORN Die Relativititstheorie Einsteins (Heidelberger Taschenbuch).

223



B-Zahler

Abbildung B.5: a) Der Myon-Speicherring. b) Zihlrate der Elektronen bzw.
Positronen

priazediert im Magnetfeld des Speicherringes (siehe Abb. B.5a). Die Prézes-
sionsgeschwindigkeit gestattet es, die Grofle von g und damit des magneti-
schen Moments zu bestimmen. Die Prézession kann beobachtet werden, weil
die Emission der Elektronen bzw. Positronen et beim Zerfall des Myons

wooo— e vt pto—= et v+,

eine Vorzugsrichtung in Richtung des magnetischen Momentes hat. Die emit-
tierten Elektronen bzw. Positronen werden mit Zahlern registriert. Aus der
Abnahme der Zahlrate kann die mittlere Lebensdauer der Myonen nach dem
Zerfallsgesetz (B.18) bestimmt werden, aus der 'Modulation” der e-Potenz
das gesuchte g-2 (siche Abb. B.5b). Dieses Problem wiire streng genommen
auch nicht nach der speziellen Relativitédtstheorie 16sbar. Wir setzen in der
LORENTZ-Transformation v gleich der Tangentialgeschwindigkeit der umlau-
fenden Myonen. Fiir v = 12.1 ergibt sich theoretisch eine vom Laborsystem
(der Erde) aus gemessene Lebensdauer von tqg = 79 = 12.1 X 2.2us =
26.72 us. Gemessen wurde ein Wert von 26.15 us. Eine kleine Diskrepanz
aufgrund von Mefifehlern.

B.3.3 LoRreENTZ-Kontraktion

In S’ ruht ein Stab der Lénge ¢, d.h. ein Beobachter in S” beschreibt die
Endpunkte des Stabes mit den Koordinaten:

=0 und 2’ =4¢.
Ein Beobachter B in S mifit zur Zeit ¢t = 0 fiir die beiden Endpunkte die
Koordinaten

x] 1A
r="2=0 und =z, =-2.
8

224



Abbildung B.6: Zum Additionstheorem der Geschwindigkeiten

B sagt, der Mafistab habe eine Lange ¢y = ¢/, sei also aufgrund der
Bewegung verkiirzt. Doch gibt es kaum eine Moglichkeit, diese LORENTZ-

Kontraktion P
£N:$:w@ﬂ—ﬁ%<%. (B.19)

experimentell zu beobachten.

Bei ausgedehnten Korpern mufl man zusétzlich beachten, daff die von
vom Beobachter weiter entfernten Punkten des Korpers ausgehenden Licht-
strahlen erst spater eintreffen als die von néher gelegenen Teilen. Dadurch
wiirde ein solcher Korper verzerrt bzw. verdreht erscheinen.

B.3.4 Additionstheorem der Geschwindigkeiten

Ein System S’ bewege sich mit v < ¢ relativ zu S. Ein weiteres System S”
bewege sich mit u < ¢ relativ zu S’. Dann ist die Summe u + v > ¢. Da
aber auch S” die Grenzgeschwindigkeit ¢ nicht iiberschreiten kann, kann die
obige Addition der Geschwindigkeiten nicht richtig sein. Tatséchlich liegt ein
Trugschlufl vor; dieser wird nur vermieden, wenn man bei jedem Wert der
Geschwindigkeit die Zeit des betreffenden Systems benutzt.

Beide Systeme, S’ und S”, bewegen sich in z-Richtung:

e S relativ zu S mit Geschwindigkeit v;

o  S"relativ zu S’ mit Geschwindigkeit u : o] =0, 2} = ut’;

e  S"relativ zu S mit Geschwindigkeit w = x;/t.

vy yay ot ut ot utw

t oyt 4+ S 4 Sut 14+

Damit lautet das Additionstheorem fiir die (gleichgerichteten) Geschwindig-
keiten:

u—+v
= . B.2
W= (B.20)

c2
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Es gilt also nicht mehr das vektorielle Addieren von Geschwindigkeiten wie
in der klassischen Mechanik. Auch folgt daraus, dafi die resultierende Ge-
schwindigkeit immer kleiner ist als ¢, wenn nur « und v kleiner als ¢ sind.
(ZB:u=v=09¢c = w=71c<c)

Eine experimentelle Uberpriifung des obigen Additionstheorems ergibt

sich aus dem F1ZEAUschen Mitfihrungsversuch:

X .

Eine Fliissigkeit mit Brechungsindex n flieit mit Geschwindigkeit v. In
der ruhenden Fliissigkeit ist die Lichtgeschwindigkeit u = ¢/n. Die Lichtge-
schwindigkeit im Labor (bei flieBendem Wasser) betragt:

u+ < c v c 1
w = ":<—+U)<1——+v~-~>:—+v l—= )+
1+ 5 n ne n n?

in Ubereinstimmung mit dem Experiment.

B.4 Verallgemeinerung der LORENTZ-Transfor-
mation

Bisher wurde angenommen, daf} die relative Geschwindigkeit der beiden Sy-
steme S und S’ parallel zur x;-Achse ist. Nun sei der Vektor der Geschwin-
digkeit von S’ relativ zu S gleich v. Um die GesetzméiBigkeit anwenden zu
konnen, die sich in den Formeln (B.13) zeigt, zerlegen wir den Vektor r in
eine Komponente parallel zu v und in eine senkrecht zu v. Die senkrechte
Komponente bleibt unverindert. Fiir die Zeittransformation ist statt z; die
Projektion von r auf v zu setzen.

r:r||+rlzv(r'v)+<r—v(r'v)).

v2 v2

Eine gleiche Zerlegung wird auch fiir r’ vorgenommen. Aus Gln. (B.13) folgt
sinngeméf:
/ /
r,=ry, r”:7(r||—vt).
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Abbildung B.7: Zur LORENTZ-Transformation bei einer Systemgeschwindig-
keiten v in allgemeiner Richtung.

In diese Formel werden die obigen Zerlegungen fiir r und r’ eingesetzt:

VI{r-v
SRR N G EEC R

- (r - V(;V)) +y (V(;V) —Vt) .

Damit ist die LORENTZ-Transformation fiir die Bewegung von S relativ zu
S’ mit der Geschwindigkeit v gefunden:

: 1
o= r4v {(rvz") (y—1) - ;yct] , (B.21)
' = yct—fy%. (B.22)

Diese LORENTZ-Transformationen bilden keine Gruppe. Denn das Hinterein-
anderausfithren von LORENTZ-Transformationen zu den Geschwindigkeiten
vy bzw. vy (mit v; J[ vo) gibt im allgemeinen eine Transformation, die auch
eine Drehung enthélt. Wenn man aber die rdumliche Drehgruppe dazunimmt,
dann erhélt man eine Gruppe, die LORENTZ-Gruppe.

B.5 Vierdimensionale Vektorrechnung, die MIN-
KOWSKI-Welt

Da in der Relaltivitédtstheorie die Zeit ¢ eine system- und ortsabhéngige Gréfie
ist, muf} sie zusammen mit den Ortskoordinaten xy, x5 und x3 zur systembe-
zogenen Beschreibung eines physikalischen Ereignisses herangezogen werden.
Es ist zweckméfig, die Zeit t als 4. Komponente eines Vektors zu schreiben.
Damit diese 4. Komponente die gleiche Dimension hat wie die drei ersten
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Komponenten, wird der Lichtweg xy = ct statt der reinen Zeit gewéhlt. Der
Raum dieser vierdimensionalen Vektoren heifit die MINKOWSKI- Welt. Diese
wird unten in der rechten Spalte eingefiihrt. Zum Vergleich werden die ana-
logen bekannten Formeln der iiblichen dreidimensionalen Vektorrechnung in
der linken Spalte angegeben. Die MINKOWSKI-Welt ist nicht euklidisch. Des-
wegen gibt es hier ko- (Index unten) und kontravariante Koordinaten (Index
oben); und dies muf} bei der Definition des skalaren Produktes berticksichtigt
werden.

3-dimens. EukLiDischer | 4-dimens. MINKOWSKI-Welt
Raum kontravariante Koordinaten:
Koordinaten:

= 0 1 2 3

' =ct,x =x,x° =y, =z (B.23)
ry=x, T2=Y, I3=Z
4-Vektor der Raum-Zeit:

Vektor:
20
11 xep— [T 2 (7Y 2 (77
r=a; = |20 |, x? r '
ZT3 213'3
o (B.24)
mltl>]>k>"':172>3; mitu,y,...: 0,1,2,3.

Sumrr'lationsijbereinlfommen Summationsiibereinkommen fiir wieder-
fiir wiederholte Indizes von 1| polte lateinische Indizes von 1 bis 3; grie-

bis 3. chische Indizes von 0 bis 3.
Inneres Produkt zweier Vekto-| [nneres Produkt zweier 4-Vektoren:
ren:

A-B = a° —a'dt — a?? — 3?

1 :

= albl
a'b, = ga'tt = g"a,b,. (B.26)
Norm des Raum-Zeit-Vektors:

Norm des Ortsvektors

4
r’ = 2% + 15 + 23 = T X2 = X-XZZ(:L"”)2
pn=1
= 'z,
3
= (ct)’ =) (x:)* (B27)
i=1
= (c1)? (B.28)
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Die Variable 7 heifit die Eigenzeit; sie wird mit einer Uhr gemessen, die im
Ursprung r = 0 des Systems des beobachteten Teilchens ruht. Die Definition
des inneren Produkts zweier Vierervektoren gemif (B.25) wird versténd-
lich, wenn man auf Gl. (B.27) schaut: Das innere Produkt zweier Vekto-
ren muf} invariant bleiben, im dreidimensionalen Ortsraum bei Drehungen,
in der MINKOWSKI-Welt bei Drehungen im Ortsraum, insbesondere auch
bei LORENTZ-Transformationen. Bei letzteren mufl aber die Wellenfront ei-
nes Lichtblitzes immer eine Kugel sein, d.h. es mufl 2% + 23 + 22 — (ct)? =
—[(ct)? — 22 — 2% — 23] invariant bleiben. Das zwingt uns zu einer entsprechen-
den Definition des inneren Produkts wie oben in Gl. (B.26) mittels eines ko-
oder kontravarianten metrischen Tensors g,, oder g"”. Dieser ist hier immer
diagonal und hat konstante Elemente:

1 0 0 0
o =1 0 0
0O 0 0 -1

Mittels des metrischen Tensors kann man ko- in kontravariante Vektoren
umrechnen und umgekehrt; man kann ”Indizes hinauf- und hinunterziehen”:

x, = (:)30 T1 T :)33) = gh ot
= (2% —a! —a? —2¥) = (ct —x —y —z);
= g™,

Es gibt auch Definitionen des metrischen Tensors, bei denen die Vorzeichen
gerade vertauscht sind, also ein —1 in der 1. Zeile, drei 1 in den nachfolgenden
Zeilen.

Eine andere Moglichkeit die Invarianz der kugelférmigen Wellenfront und
damit der obigen quadratischen Form einzuhalten, besteht darin, statt des
reellen Lichtwegs xy im Raum-Zeit-Vektor eine vierte rein imaginire Kom-
ponente einzufiihren, also diesen Vektor folgendermaflen zu definieren:

T X
i) r
X = pum— pum— y
XT3 Ty z
Ty ’i.flf(] =ict

mit
X -X=2"4+9+22— (ct)® = inv.
Das war die urspriingliche Definition MINKOWSKIs; darin erspart man sich

die Unterscheidung von ko- und kontravarianten Komponenten. Dafiir muf3
man komplexe Rechengréfien in Kauf nehmen, wihrend bei Benutzung der

229



obigen Definitionen mit metrischen Tensoren alle Rechnungen im Reellen
bleiben. Deswegen hat sich diese Notation durchgesetzt.
Den Koordinatentransformationen im dreidimensionalen Euklidischen Raum
entsprechen hier die LORENTZ-Transformationen:
Koordinatentransformationen: LORENTZ-Transformationen:

! . ! o I v
T; = a;xj; X' =LX — z*=1L' 2"

Drehung des Koordinatensy- | Lorentztransformation fiir Bewe-

stems: / gung langs der x-Achse, Gl. (B.13):
Ty
ry | = v 00 =By
xh 0 10 O
L=(L")=

i Qi 13 1 0 01 0

= | @21 az as3 T2 By 0 0 ~
aszi sz ass x3 (B.30)

LORENTZ-Transformation fiir Vek-
tor v (= "boost”), Gln. (B.21) und

(B.22):
L% | L7g
= (") = :
L=(L") = LY. | L7,
(B.31)
mit
Ly = & )220
ko= 0t (v - )77
LOO =
Ljo — 7_1#7 Lok:ﬂ.
c c

Die Matrix der LORENTZ-Transformation (B.31) ist in Késtchenform ge-
schrieben. In der linken oberen Ecke steht das Element L°,. Rechts davon
stehen in der Zeile noch 3 Elemente. In der rechten unteren Ecke ist eine 3 x
3 Matrix; davor steht eine Spalte mit 3 Elementen.

Der Abstand zweier Punkte, insbesondere auch die Norm des Ortsvektors
r sollen invariant sein gegeniiber einer linearen Koordinatentransformation.
Ebenso soll die Norm s des Raum-Zeit-Vektors invariant gegeniiber einer
LORENTZ-Transformation sein.
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Drehungen: LORENTZ-Transformationen:
2 A 52 = .
= I,T; —CLZ'jCLZ'kCL’jSL’k v
2
' = TpZp = 0jkT;Tk 2 N2 .
o ) , = (ct)* — E (z)” = inv.
r° = r°=uxx; =Iinv. P
VAW A
v, = LML v,x" =
_ A
Q35 Q5 = 5jk:aj,-ak,-, .f(/’“.f(f“ = 5“A$u$ .
A = (ay,)
AA = E=AA. LML\ = 6%\ = Ly'L",
LL = E=LL. (B.32)

Die 3 x 3 Matrizen A sind reell und orthogonal; sie bilden die Drehgruppe des
R?. Die LORENTZ-Transformationen L (4 x 4 Matrizen) bilden die LORENTZ-
Gruppe.

Summe und Differenz zweier Vektoren werden wie iiblich durch die Sum-
me bzw. Differenz der jeweiligen Komponenten definiert. Demgeméfl definiert
man das Differential des Ortsvektors bzw. des Raum-Zeit-Vektors. dr ist das
Differential der Eigenzeit, umgerechent gemafl Gl. (B.17).

dz, dz”
g 1
dr = dz; Ziz axX =dot = | 9, (B.33)
ds* =da} + daj + da3, da?
2 2 )
g (dx')? + (dz?)? + (d2?)?
— > ,
dx, dx¥
=G (B.34)

B.6 Relativistische Kinematik

Bei der Definition des Geschwindigkeitsvektors ist zu beachten, dafl die Aus-
driicke dz;/dt nicht ganz angepaft sind, weil ¢ selbst eine Koordinate ist. Man
mufl nach einem invariaten Parameter ableiten. Dafiir wird die Eigenzeit 7
verwendet. Man betrachtet den Raum-Zeit-Vektor X als Funktion von 7 und
bildet die Ableitung nach 7, dies gibt die Vierergeschwindigkeit U = u*. Die
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Ableitungen nach 7 haben jedoch hauptséchlich theoretische Bedeutung, da
z.B. Messungen meist im Ruhsystem des Beobachters, also im Laborsystem,

ausgefiihrt werden. Man kann aber fiir dr den Ausdruck dt/v substituieren
[s. GL. (B.17)].

r = r(t), xz;=umxt) X = X(r), z,=ux,(7)
dr(t da®
VvV = r( )’ :L’Z = I‘Z(t)’ dr
at ix | %
1 U= —=|% (B.35)
= |9 ]. dr %
T3 dz?
dr
ye
_ |
= |
i

Punkte bezeichnen Ableitungen nach ¢. Im Eigensystem des Teilchens gilt:

U = U?=¢2 (B.36)

o OO0

Da das skalare Produkt invariant ist, mufl das letzte Resultat fiir jeden Vektor
der Vierergeschwindigkeit in jedem System gelten:

dz, dz*  ds?
27_2 = ﬁ = 02. (B37>

U? = =uut =

Die Vierergeschwindigkeit kann also auch in dieser Weise geschrieben werden:

= (y)

Die Verallgemeinerung des 3-dimensionalen klassischen Impulses, Gl. (2.21),
in die 4-dimensionale MINKOWSKI-Welt fiithrt zum Viererimpuls:

Die Masse mg wird als die Ruhemasse bezeichnet und ist gleich der im Ei-
gensystem des bewegten Teilchens gemessenen Masse; praktisch ist dies die
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Masse, die man bei geringer Teilchengeschwindigkeit mifit. Die bewegte Masse
ist: m
m=myy = ——— (B.39)

V1—p52
Der Raumanteil des Viererimpulses ist:

pi = MI; = moYyL;, P=mv= _ MoV (B.40)

V1-p52
Er geht fiir geringe Teilchengeschwindigkeit in den gewohnlichen klassischen
Impuls [Gl. (B.38), linke Seite] iiber. Die 4. Komponente des Viererimpulses
ist die Energie des Teilchens dividiert durch ¢. Nehmen wir diese Gleichset-
zung vor und entwickeln in eine binomische Reihe

_ 1 1
E =mc* = moc® [1 — 3] 12 _ moc? {1 + 562 + - } = moc2+§movz—|—- o
so sieht man, dafl der 2. Term die klassische kinetische Energie darstellt, also
miissen die anderen Terme auch Energien darstellen. Ey = mgc? wird als die
Ruhenergie der Masse my bezeichnet. Der Viererimpuls wird auch als der
Energie-Impulsvektor bezeichnet:

P = (Ep/c) = (i/vc) . (B.41)

B.7 Relativistische Dynamik

Fiir die relativistische Dynamik mufl eine Verallgemeinerung des zweiten
Newtonschen Axioms aufgesucht werden. Die Erfahrung widerspricht Glei-
chungen der Art:

motr =F, oder mr =F;

auch vertragen sich solche Gleichungen nicht mit dem Kalkiil der vierdimen-
sionalen MINKOWSKI-Welt. Zur Verallgemeinerung eignet sich die Form der
klassischen Bewegungsgleichung nach (2.22). Formal setzt man dann an wie
in der rechten Spalte:

dp dP dU dut d [c
F = i F = T = mOE = mog = Wno%V (V) . (B42)

Die ersten drei Komponenten dieser Bewegungsgleichung geben im La-
borsystem

d
F— d—lz, mit  p = mot, (B.43)
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falls fiir die drei raumartigen Komponenten der Viererkraft
F, =~F; (B.44)

gesetzt wird.

Um eine Aussage iiber die nullte (die zeitartige) Komponente der Vie-
rerkraft, F°, machen zu konnen, wird zuerst eine Hilfsrelation abgeleitet.
Dazu werden die Vierergeschwindigkeit und die Viererkraft znéchst im Ru-
hesystem angesetzt. Es zeigt sich, daf} ihr skalares Produkt Null ist. Da dieses
eine LORENTZ-Invariante ist, ist das Produkt in jedem System Null. Daraus
kann man eine Formel fiir F° ableiten:

0
0 = U-F=g u'F =u"F —u'F' = cyF* —~+*(v-F), (B45)

mit F der Kraft auf das Teilchen. Daraus ergibt sich fiir die nullte Kompo-
nente der Viererkraft:

0o_ 7 gl dr vd ydA
f_C(V.F)_C(F.dt)_cdt(F'd”_Cdt. (B.46)
Fiir eine nicht zeitabhéngige Kraft ist die nullte Komponente der Viererkraft
proportional zur Leistung.

Fiir die Beschleunigung auf relativistische Geschwindigkeiten kommen
fast nur Elementarteilchen oder Ionen in Frage. Fiir die Bewegung eines ge-
ladenen Teilchens in einem elektromagnetischen Feld besteht die Kraft aus
zwei Anteilen:

F=F, +Fg. (B.47)

F; ist die LORENTZ-Kraft:
F; =g¢E +¢qv x B, (B.48)

mit ¢ der Ladung des Teilchens. Die Strahlungsriickwirkungskraft Fg,; ent-
steht dadurch, dafl jede beschleunigte Ladung ein elektromagnetisches Feld
(elektromagnetische Wellen) abstrahlt. Dieses Feld wirkt auf die Ladung
zuriick. Diese Strahlungsriickwirkungskraft ist sehr kompliziert zu berech-
nen. Da sie oft klein ist, wird sie meist in einem ersten Néherungsschritt
weggelassen und erst in einem weiteren beriicksichtigt, nachdem die Bewe-
gungsgleichungen ohne diese gelost worden sind. Unter dieser Vernachléssi-
gung lautet dann die Bewegungsgleichung im Laborsystem:

dp  d(moyv)

= —¢E B. B.49
dt dt ehitev x (B.49)
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B.7.1 Der relativistische Energiesatz

Fiir eine zeitunabhéngige Kraft F, die ein Potential V' besitzt:

F \%
88—15 = 0, %—t =0, F = —gradV,
dV oV dx; . ) dA  d(mgyc?)
hal — - _Fp=— - Z\OTE .
dt oo ar  eAdvVE T at
gilt also:
d
E [V —+ m0702] = 0.

Das ist die Gesamtenergie:

1
E =moyc® +V = moc® + moc? (1752 - 1) +V = konst. | (B.50)

Gesamtenergie = Ruhenergie + kinetische Energie + potentielle
Energie.

B.8 Die relativistische KEPLER-Bewegung

Die Kraft und das Potential sind dieselben wie im nichtrelativistischen Fall
(Abschnitt 2.7.2):

F = C% = —gradV, V = g, C = —vymyms.
r r

Die Bewegungsgleichung lautet dann:

dp _ d_ mot Yo (B.51)

Ezﬁn_gz: r3

Daraus folgt durch vektorielle Multiplikation mit dem Ortsvektor r die Dreh-
impulserhaltung

d d myr d

dt w iop gir X ) =0 (B:52)
_ Mypr X T . @
— 7\/1—762 = my (r X dT) : (B.53)
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Damit ist auch hier die Bahn eben. Ebenso gilt der relativistische Energiesatz:

+ V = konst. (B.54)

In beiden Erhaltungsséitzen werden Polarkoordinaten eingefiihrt.

7 COS ¢
r = rsing | ;
0
fcosqb—résin(ﬁ
V=T = |7sin¢g+rpcoso
0
Das gibt fiir den Drehimpulssatz:
5
mo T <Z5, i L 2
L=mprxv)=Les L= T8 g= (1

Statt der Zeit wird wieder das Azimuth ¢ als unabhéngige Variable ein-

gefiihrt:
dr  drd¢

. . dr
f=—=—">"T=0¢g 1=

dt — dé dt do

Damit werden auch v2 und 2 umgeschrieben. ¢? wird durch den Drehimpuls
ausgedriickt:

vi o= (i-1) =72+ 127 = (" + 1)

- 2_&2(70/2_‘_7,2)_ L 2 ) P2 1
g = [ c? _<moc) (1_6)<F+7’_2)’

Statt r wird wieder die neue abhéngige Variable s eingefiihrt:

<

. — 1 , E dsdr__r_’
oy dp  drdo r2’
L
2 — = 2 2 1— 2 — D(1 — 2
# = (L) - =pa-m),
_ L 2 2 _ 2 2 D
D_<m) (5% +s%), B*=D—Dp, /6_1—|—D'
Das gibt letztlich:
1
1_62—1+D



Die neue Variable s wird auch im Energiesatz eingefiihrt, der resultierende
Ausdruck wird quadriert und dann die vorstehende Beziehung eingesetzt:

2

% == E_V:E_CS,
2 4 2
2 myC 2 4 L 9 2
_ — — 1 _
(E—C's) e mgc +(moc) (s*+s7)|,

E? —2ECs+ C%*s> = mic* + L*Ps? 4 L2

Der obige Ausdruck wird nach s aufgelést und dann zum Quadrat erginzt.
Dazu werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

C\? E? — m2ct6?
2 . 0
5 _1_<L_C) o a=Bomed

Dabei ist zu zeigen, dal A% > 0, d.h. E? — m2c?6? > 0 ist. Dazu wird die
Definition des relativistischen Drehimpulses herangezogen:

(morv sin a)?

[P = /"~ 7 mit a=V(,V),
E* —myc™d + —+ 5 —mg¢ Ty
1-p82 J1—-p2r 2L
L mider - @)
c2m2r2v? sin® o’
mactp? 2moc? ,1— f%cos’ a

1—62+1/1_52x+x 32 sin? o
= d+2br +ax®, x=C/r

Nach der Theorie der quadratischen Gleichungen ist dieser Ausdruck in x
dann groBer Null, wenn die damit gebildete quadratische Gleichung keine
reelle Nullstelle aufweist. Dies trifft aber zu, weil die Diskriminante

mct [1 1 — % cos®a

— V4 ad=
+a 1—p2 (32 sin® o

= m(2)04 cot? a > 0.
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grofier 0 ist. Es folgt weiters:

L2?s? = E? —moyct — L*Ps* + C%s* — 2ECs,

8/2:<

Beim Ubergang zur letzten Zeile wurde noch folgende Umformung durch-
gefiihrt:

E?  mdc®  E*C? (EdLc)* — (moc*0L)* + E*C?
2@~ 1F T ean 52 L
E*(62L*c* 4+ C?) — (moc*0L)?
- 02cA LA
F*(L*¢® — C?* + C?) — (moc*0L)?
- S2A A
E? — m3cté? )
- Tearz
Die obige Differentialgleichung fiir s(¢) wird durch folgende Substitution
B EC ;o
u<¢) _S(¢)+ (6CL)27 u =s

in eine solche fiir v verwandelt. Letztere wird durch Ziehen der Wurzel und
Trennung der Variablen gelost:

u? = A% - 5% ;l_; = VA2 — §2u2 = A\/1 — (Ju/A)2,

du o 5_1 d(éu/A)
AVI— OJuAZ AT (ujAR

¢— ¢y = 0 tarcsin(du/A), Su= Asin[d(¢ — ¢p)].
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Geeignete Wahl von ¢ gibt:

EC 1 EC

A
cos(0¢) = s + ——— GcL? —i— (L)’

5

Damit ergibt sich die endgiiltige Form der Bahngleichung;:

B —0°?L?/EC p
T (A6c2L2) cos(6¢) 1 —ecos(6¢)’ (B.55)

mit den Parametern

L per 1o ()
p = g =02 (B.56)

2712
. AécL / 3
4
\/1+52<1 00)(1—52)

_ \/ 1y (fEiC) (B2 — macd), (B.57)

Aus der Form der Bahngleichung sieht man, dafl fiir ¢ < 1 der Radius r
immer endlich bleibt, wihrend er fiir ¢ > 1 gegen Unendlich strebt. Aus
dem Ausdruck fiir € in der letzten Zeile ergibt sich, dafl diese Unterscheidung
zwischen den verschiedenen Bahnformen wieder vom Wert der Gesamtenergie
E abhiingt. Wegen des Zusatzterms der Ruhenergie moc? liegt die Grenze
zwischen gebundenen und freien Zusténden nicht mehr bei F = 0 wie bei der

nichtrelativistischen Losung, sondern bei E = mgyc? :

1 _ mOc

1—52

2

—moc® < E <mpc? = e <1 Rosettenbahnen, gebundener Zustand,

moc® < E = ¢ >1 offene Bahnen, freie Zusténde, Streuung.
Die relativistische Massenveréinderlichkeit bewirkt, daff die Bahnen der
gebundenen Zusténde nicht mehr geschlossen sind, es erfolgt eine Periheldre-

hung; deshalb bezeichnet man diese Bahnen als Rosettenbahnen. Mathema-
tisch wird die Periheldrehung durch den Faktor ¢ im Argument der cos-

239



Funktion der obigen Bahngleichung verursacht:
1. Perihel: t; =tg: 7T =rmn: 0¢p =m, o¢p =m/0.
Nach einem vollen Umlauf (um 27)
des Radiusvektors: to=to+1T: o =m/6 + 27.
2. Perihel:  t3: 7= Tmn: 00p, = 3w, ¢p, =31/4.

Fiir 6 # 1 ist ¢p, # ¢p,, dies entspricht einer Drehung des Perihels um den
Winkel

37w 1
A¢:¢p2—¢227—g—27{':—2ﬂ'(1—5). (B.58)
Aus der nichtrelativistischen Behandlung des KEPLER-Problems folgt:
Fey b L?
= ao = a _—
7 mC'"’
372 372
979 4 9 a’L a’L
b p— ]_ _— = — pu— y
“ @ &) moC ymoM
1 —1 T?  4x?
ﬁ = |:a (1—52) ’ym%M} s gZV—M

Diese Formeln werden in die obige Formel fiir die Periheldrehung eingesetzt:

] oN\2] 7

1 9 mC
TmaM?~? ™M
ca (1 —e2)ymZM — c2a (1 —£?)’

Q

(B.59)

Die Periheldrehung ist umso grofer, je kleiner a (Merkur) und je ndher e
bei 1 liegt (Mars).

Die Prézession des Perihels des Planeten Merkur betragt 5599.7”/Jahr-
hundert. Aus den bekannten Storungen (vor allem die Wechselwirkung der
Planeten untereinander und iiber die Sonne) wurde eine Periheldrehung von
5557.0” /Jahrhundert berechnet.* Die Differenz von 47.7”/Jahrhundert war

4siehe CL. M. WILL Theory and experiment in gravitational physics (Cambridge Uni-
versity Press 1993).
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Abbildung B.8: Die Periheldrehung der relativistischen KEPLER-Bewegung,
Links: Die Bahn iiber mehrere Perioden betrachtet. Rechts: Rote Bahn: Start
im Perihel bis zum néchsten; blau: Verlauf vom 2. bis zum 3. Perihel.

schon um 1900 bekannt und es wurde nach einer Erklarung gesucht. GI.
(B.59) liefert nur 1/6 dieser Differenz. Aus der allgemeinen Relativitdtstheo-
rie folgt ein Effekt der richtigen Groflenordnung.
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