
Kapitel 3

Differentialgeometrie

3.1 Definition eines metrischen Raumes

Metrischer Raum: Ein metrischer Raum ist eine Menge M und eine reell-
wertige Funktion d(x, y) auf M ×M . Diese Funktion hat die folgenden
Eigenschaften:

1. d(x, y) ≥ 0, x ∈M, y ∈M

2. d(x, y) = 0 nur wenn x = y

3. d(x, y) = d(y, x)

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), z ∈M

Diese Funktion d wird auch die Metrik von M genannt. Elemente me-
trischer Räume werden als Punkte bezeichnet. Ganz allgemein kann
die Menge M auf unterschiedliche Weise zu einem metrischen Raum
gemacht werden. Man bezeichnet den metrischen Raum auch oft mit
〈M, d〉, wobei die Metrik nicht explizit angegeben wird.
Beispiel 1:

M = R
n

x = (x1, . . . , xn)

y = (y1, . . . , yn)

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2

Beispiel 2:

Es sei nun, entsprechend Abb. 3.1, M der Einheitskreis im R
2, also

die Menge aller Paare von reellen Zahlen 〈α, β〉, für welche α2 +β2 = 1
ist. Es besteht nun die Möglichkeit für die Metrik durch

d1(〈α, β〉, 〈α′, β ′〉) = d1(p, p
′) =

√

(α− α′)2 + (β − β ′)2
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Abbildung 3.1: Metrische Räume am Einheitskreis.

oder durch
d2(p, p

′) = Bogenlänge von p nach p′.

definiert zu werden.

Konvergenz: Eine Folge von Elementen {xn, n = 1, . . . ,∞} des metrischen
Raumes 〈M, d〉 konvergiert zum Element x ∈ M , wenn d(x, xn) → 0

für n → ∞. Dies wird häufig mit xn
d−→ x oder mit limn→∞ xn = x

bezeichnet.

Im Beispiel 2 gilt etwa:

d1(p, p
′) ≤ d2(p, p

′) ≤ πd1(p, p
′).

Daraus ersehen wir, daß pn
d1−→ p nur möglich ist, wenn auch pn

d2−→ p
gilt.

Cauchy Menge: Man nennt eine Menge von Elementen {xn} des metri-
schen Raumes 〈M, d〉 eine Cauchysche Menge, wenn für alle ε > 0 ein
N derart existiert, daß für n,m ≥ N d(xn, xm) < ε wird. Eine kon-
vergente Menge ist eine Cauchysche Menge. Ein metrischer Raum, in
welchem alle Cauchy – Mengen konvergieren, ist vollständig.

Weitere Definitionen: Wir definieren noch für den metrischen Raum 〈X, d〉:

1. Die Menge {x} mit x ∈ X und d(x, y) < r wird offene Kugel
B(y; r) vom Radius r um den Punkt y ∈ X genannt.

2. Die Teilmenge O von X (O ⊂ X) ist offen, wenn für alle y ∈ O
ein r > 0 derart existiert, daß B(y; r) eine Teilmenge von O ist.

3. Eine Teilmenge N von X ist eine Umgebung von y ∈ N , wenn die
offene Kugel B(y; r) eine Teilmenge von N für irgendein r ist.
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4. Es ist E eine Teilmenge von X. Ein Punkt x wird dann Endpunkt
von E genannt, wenn für alle r > 0 der Durchschnitt der offenen
Kugel B(x; r) mit (E \{x}) nicht die Nullmenge ist, also E andere
Punkte als x beliebig nahe zu x enthält.

5. Die Teilmenge F von X ist endlich, wenn sie alle Endpunkte
enthält.

6. Ist G eine Teilmenge von X, so ist x ∈ G ein innerer Punkt von
G, wenn G eine Umgebung von x ist.

3.2 Topologische Räume, der Hausdorff Raum

Topologischer Raum: Ein topologischer Raum ist eine Menge S mit ei-
nem System von Teilmengen T , welche offene Mengen sind und folgende
Eigenschaften haben:

1. Endliche Durchschnitte von Mengen aus T gehören wieder zu T :

A,B ∈ T, A ∩ B ∈ T

2. Beliebige Vereinigungen von Mengen aus T gehören wieder zu T :

Aα ∈ T ; α ∈ I;
⋃

α∈I

Aα ∈ T,

wobei I die Indexmenge ist.

3. Die Nullmenge ist in T enthalten und S ∈ T .

Die so eingeführten Mengen T nennt man Topologie.

Das beste Beispiel für einen topologischen Raum ist ein metrischer
Raum.

Homöomorphie: Zwei topologische Räume S1 und S2 heißen homöomorph,
wenn es eine eindeutige Abbildung der Punkte von S1 auf die Punkte
von S2 gibt, bei der jede offene Menge von S1 in eine offene Menge von
S2 übergeht und umgekehrt.

Hausdorff Raum: Es ist dies ein topologischer Raum, in welchem für alle
x und y, x 6= y, offene Mengen O1 und O2 existieren, mit x ∈ O1

und y ∈ O2, wobei der Durchschnitt der beiden Mengen die Nullmenge
ergibt, O1 ∩ O2 =6O. Der Raum ist also so reichhaltig, daß man mit
seiner Hilfe Punkte aus der dem Raum zugeordneten Menge S trennen
kann.
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Abbildung 3.2: Der Hausdorff Raum

Umgebung eines Punktes: Jede Teilmenge des topologischen Raumes S,
die eine den Punkt x enthaltende offene Teilmenge enthält, heißt die
Umgebung von x.

3.3 Problemorientierte Einführung von Man-

nigfaltigkeiten

Für unser Modell der Raumzeit benötigen wir einen topologischen Raum,
welcher lokal wie der R

4 aussieht – ein euklidischer vierdimensionaler Raum.
Auf diesem einzuführenden Raum sollen die bekannten Infinitesimal–Opera-
tionen anwendbar sein. Dies verlangt schließlich eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit, welche wir nun in allgemeiner Form n–dimensional einführen
wollen.

Eine n–dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist ein topologischer
Hausdorff Raum M , welcher für jeden Punkt in M eine offene Umgebung
besitzt, welche homöomorph einer offenen Menge im R

n ist.
Es ist also M mit einer Klasse von offenen Mengen Ui in einer Weise

bedeckt, daß zwischen jeder offene Menge von M und einer offenen Menge des
R

n ein Homöomorphismus existiert. Dieser Homöomorphismus wird Karte
von M genannt. Ui ist dann das Kartengebiet, oder der Bereich der Karte.
Wenn wir nun einen Punkt p ∈ M betrachten, welcher einer bestimmten
offenen Menge, etwa U1, angehört (Abb. 3.3), dann ist seine Abbildung im

R
n unter der Karte U1

xa

−→ R
n eine Menge von Zahlen xa[p], welche wir die

Koordinaten von p (relativ zum Bereich Ui) nennen.
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Abbildung 3.3: Zuordnung zwischen offenen Mengen und Karten
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Es sei nun Uij = Ui ∩ Uj die Bezeichnung für die verschiedenen Durch-
schnitte von Kartenbereichen. Offensichtlich können wir für Punkte, welche
in einem solchen Durchschnitt liegen, mehr als einen Satz von Koordina-
ten angeben. Es ist somit notwendig, daß ein Satz von Funktionen existiert,
welcher den Kartenwechsel in den Überlappungsbereichen definiert.

Wir nehmen nun an, daß der Punkt p im Überlappungsbereich U12 liegt.

Er habe die Karten U1
xa

−→ R
n und U2

ya

−→ R
n. Wir haben somit p → xa[p],

wenn man p als in U1 liegend annimmt, und p → ya[p], wenn man p als
in U2 liegend annimmt. Wir benötigen also für p ∈ U12 die Existenz einer
Menge von Funktionen xa(yb), in einer Weise, daß xa[p] = xa(yb[p]) ist. Die
Koordinaten xa[p] werden also durch die Koordinaten yb[p] ausgedrückt, was
ein Transformationsgesetz etabliert.

Im Bereich des Durchschnitts dreier offener Mengen benötigen wir die
folgenden Transformationsgesetze:

xa[p] = xa(yb[p]) in U12

ya[p] = ya(zb[p]) in U23

xa[p] = xa(zb[p]) in U13

und es muß noch

xa(yb(zc[p])) = xa(zc[p]) in U123 = U1 ∩ U2 ∩ U3

gelten.
Soll die Mannigfaltigkeit differenzierbar sein, so muß gefordert werden,

daß die Übergangsfunktionen xa(yb[p]) differenzierbar sind. Sind diese Über-
gangsfunktionen in allen Ordnungen differenzierbar, so ist die Mannigfaltig-
keit glatt.

3.4 Skalare Felder

Es sei nun φ(xa) ein skalares Feld auf U1 und ψ(ya) ein skalares Feld auf U2.
Stimmen sie auf U12 überein, dann beschreiben sie zusammen ein skalares
Feld auf der Vereinigung U1 ∪ U2. Übereinstimmung bedeutet dabei:

φ(xa[p]) = ψ(ya[p]) (3.1)

für alle p ∈ U12 = U1 ∩ U2. Haben wir nun weiter einen Satz von skalaren
Feldern, mit einem Feld für jede offene Menge aus M , welche in den Über-
lappungsbereichen entsprechend (3.1) übereinstimmen, dann haben wir ein
skalares Feld, welches global auf der gesamten Mannigfaltigkeit definiert ist.
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Wir wollen nun die Notation etwas kompakter gestalten, indem wir für
(3.1)

φ(xa[p]) = φ′(x′a[p]) auf U ∩ U ′

verkürzt
φ(xa) = φ′(x′b(xa)) (3.2)

schreiben. Wir verwenden hier, daß die Koordinaten x′b[p] aufgrund der Über-
gangsfunktionen durch xa[p] ausgedrückt werden können. Der spezielle Hin-
weis auf den Punkt p durch [p] wird also fallen gelassen.

3.5 Kontra– und kovariante Vektorfelder

3.5.1 Kontravariante Vektorfelder

Solche Vektorfelder sind in der Analysis differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
durch die Untersuchung linearer Differentialoperatoren, welche auf Skalar-
felder wirken, definiert. Intuitiv beschreibt die “Richtung”, welche mit der
Ableitung in jedem Punkt verbunden ist, die Richtungseigenschaften des zu-
gehörigen Vektorfeldes.

Wir untersuchen ein Paar von Differentialoperatoren, welche auf den Men-
gen U und U ′ definiert sind:

V a(x)∂a auf U

V ′a(x′)∂′a auf U ′ (3.3)

mit ∂′a = ∂/∂x′a. Unter welchen Voraussetzungen stimmen sie überein? φ(x)
ist nun ein Skalarfeld auf U und φ′(x′) eines auf U ′ und es gelte φ(x) = φ′(x′)
auf U ∩ U ′. Es muß dann für jedes solche Skalarfeld gelten:

V a(x)∂aφ(x) = V ′a∂′aφ
′(x′) auf U ∩ U ′.

Nun finden wir weiter:

V a(x)∂aφ(x) = V a(x)∂ax
′b∂′bφ(x(x′))

= (3.1) = V a(x)∂ax
′b∂′bφ

′(x′)

= V b(x)∂bx
′a∂′aφ

′(x′)

= V ′a(x′)∂′aφ
′(x′)

oder
V ′a(x′) = V b(x)∂bx

′a in U ∩ U ′. (3.4)

Dies ist das Transformationsgesetz für ein kontravariantes Vektorfeld. Es ver-
einbart die Transformation in allen Komponenten eines kovarianten Vektor-
feldes beim Kartenwechsel.
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3.5.2 Kovariante Vektorfelder

Diese formen ein spezielles System von Vektorfeldern auf der Mannigfal-
tigkeit. Sie sind natürlich ‘dual’ zu den kontravarianten Vektorfeldern. Das
Transformationsgesetz für kovariante Vektorfelder ist durch

A′
a(x

′) = Ab(x)∂
′
ax

b in U ∩ U ′ (3.5)

gegeben, wobei ∂′ax
b üblicherweise als Jacobi–Matrix bezeichnet wird.

Wodurch entstehen nun solche Felder? Wir betrachten wieder ein skalares
Feld φ(x) mit φ(x) = φ′(x′) auf U ∩ U ′. Nun wird für jeden Kartenbereich
der Gradient gebildet:

Aa(x) = ∂aφ(x)

A′
a(x

′) = ∂′aφ
′(x′), (3.6)

und so weiter. Wie transformiert nun dieses System? Es gilt:

Ab(x) = ∂bφ(x)

= ∂bx
′c∂′cφ(x(x′)) in U ∩ U ′

= (3.2) = ∂bx
′c∂′cφ

′(x′)

= (3.6) = ∂bx
′cA′

c(x
′) | · ∂′axb

und daraus folgt:
Ab(x)∂

′
ax

b = ∂′ax
b∂bx

′cA′
c(x

′).

Nun gilt aber:
∂′ax

b ∂bx
′c = δc

a

und es folgt das bereits in (3.5) eingeführte Transformationsgesetz

Ab(x)∂
′
ax

b = A′
a(x

′).

Wir sehen daraus, daß der Gradient eines Skalarfeldes wie ein kovariantes
Vektorfeld transformiert.

Theorem 3.1 Das Produkt P = Aa(x)V
a(x) gebildet zwischen einem ko–

und einem kontravarianten Vektor ist eine skalare Invariante.

Beweis. Wir untersuchen den transformierten Ausdruck:

P ′ = A′
a(x

′)V ′a(x′)

= Ab(x)∂
′
ax

b V c(x)∂cx
′a

= Ab(x)V
c(x) ∂′ax

b ∂cx
′a

︸ ︷︷ ︸

=δb
c

= Ab(x)V
b(x)

= P. (3.7)

34



P ist somit ein Skalar und wir nennen P das innere Produkt zwischen einem
ko- und einem kontravarianten Vektor.

3.6 Tensoren

3.6.1 Intrinsische Definition

Wir haben bereits die Transformationsgesetze für Vektoren in der Form (3.4)
und (3.5) abgeleitet. Wir betrachten nun eine multilineare Form P :

P = T i1,i2,...,ia
j1,j2,...,jb

(

xj1
(1) x

j2
(2) · · ·x

jb

(b)

) (

y
(1)
i1
y

(2)
i2

· · · y(a)
ia

)

(3.8)

wobei xj1
(1) die j1–te Komponente irgendeines kontravarianten Vektors x(1)

ist, und y
(1)
i1

ist die i1–te Komponente irgendeines kovarianten Vektors y(1).

Schließlich ist T i1,...,ia
j1,...,jb

eine Menge von na+b Elementen mit a oberen und b
unteren Indizes, welche kontra– und kovariante Indizes genannt werden.

Definitionsgemäß sagen wir, daß die Werte T i1,...,ia
j1,...,jb

die Komponenten eines

Tensors bilden, wenn für eine beliebige Änderung der Koordinaten, unter
welcher die Vektoren x und y entsprechend (3.4) und (3.5) transformieren, die
Tensorkomponenten so transformieren, daß P aus (3.8) unverändert bleibt.
T i1,...,ia

j1,...,jb
ist dann ein Tensor (a + b)–ter Stufe.

Ein Tensor nullter Stufe ist dann ein Skalar, eine Zahl, welche bei ei-
nem Kartenwechsel (Änderung der Koordinaten) unverändert bleibt. (Siehe
Diskussion in Abschnitt 3.4.) Ein Tensor erster Stufe kann entweder kontra-
variant (T i) oder kovariant (Ti) sein. Wir nehmen nun einen Tensor T i und
nach unserer Definition (3.8) können wir einen beliebigen Vektor yi nehmen
und P = T iyi bilden. P muß dann ein Skalar sein, wie aus (3.7) folgt. Somit
ist ein Tensor erster Stufe ein Vektor (ko– oder kontravariant).

Wir betrachten schließlich die gik, welche die Metrik in einem Raum de-
finieren. Wir hatten für den Ereignisabstand:

∆τ 2 = gik∆x
i∆xk = Invariante

oder
ds2 = gikdx

idxk = Invariante. (3.9)

Unsere intrinsische Definition würde es nahe legen, daß die gik Komponenten
eines kovarianten Tensors zweiter Stufe sind. Aber aus unserer intrinsischen
Definition folgt eigentlich:

P = Tikx
i
(1)x

k
(2)

mit x(1) und x(2) zwei beliebigen Vektoren. Aus (3.9) sind aber dxi und dxk

verschiedene Komponenten ein und desselben Vektors dx. Wir können aber
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dx als einen beliebigen Vektor ansehen, welcher seinerseits als Summe zweier
beliebiger anderer Vektoren geschrieben werden kann. Wir erhalten dann:

ds2 = gik

(

dxi
(1) + dxi

(2)

) (

dxk
(1) + dxk

(2)

)

= gikdx
i
(1)dx

k
(1) + gikdx

i
(2)dx

k
(2) + 2gikdx

i
(1)dx

k
(2)

und nachdem der dritte Term der Summe ein Skalar ist, müssen auch die
ersten zwei Terme Skalare sein, womit gezeigt wurde, daß die gik kovariante
Tensoren zweiter Stufe sind.

3.6.2 Das Transformationsgesetz

Wir gehen wieder so wie im Fall des Vektors vor, und schreiben nun die
Invarianzforderung für P gegenüber beliebigem Kartenwechsel als

T ′i1,i2,...,ia
j1,j2,...,jb

(

x′j1(1) x
′j2
(2) · · ·x

′jb

(b)

) (

y
′(1)
i1

y
′(2)
i2

· · · y′(a)
ia

)

= T i1,i2,...,ia
j1,j2,...,jb

(

xj1
(1) x

j2
(2) · · ·x

jb

(b)

) (

y
(1)
i1
y

(2)
i2

· · · y(a)
ia

)

. (3.10)

Die gestrichenen Vektorkomponenten werden wieder als Funktionen der un-
gestrichenen ausgedrückt, und wir erhalten nach zu Abschnitt 3.5.1 analoger
Rechnung:

T ′i1,i2,...,ia
j1,j2,...,jb

(

∂β1
x′j1 · · ·∂βb

x′jb

) (

∂′i1x
α1 · · ·∂′iaxαa

)

= T α1,α2,...,αa

β1,β2,...,βb
. (3.11)

Wir wollen diese Beziehung invertieren, um T ′ durch T ausdrücken zu können.
Dazu multipliziert man beide Seiten von (3.11) mit

(

∂′l1x
β1 · · ·∂′lbx

βb

) (

∂α1
x′k1 · · ·∂αa

x′ka

)

.

Man erhält dann:

T ′k1,k2,...,ka

l1,l2,...,lb
= T α1,α2,...,αa

β1,β2,...,βb

(

∂α1
x′k1 · · ·∂αa

x′ka

) (

∂′l1x
β1 · · ·∂′lbx

βb

)

. (3.12)

Dieses Transformationsgesetz wird auch häufig als axiomatische Definition
des Tensors verwendet. Ein Vergleich mit (3.4) und (3.5) zeigt, daß die ko-
varianten Indizes wie kovariante Vektoren, die kontravarianten Indizes wie
kontravariante Vektoren transformieren. So gilt etwa für einen dreistufigen
Tensor:

T ′ij
k = ∂ux

′i∂vx
′j∂′kx

w T uv
w (3.13)
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3.6.3 Tensoralgebra

Gleichheit und Summe von Tensoren

Zwei Tensoren A und B sind gleich, wenn ihre Komponenten gleich sind

Aij
k = Bij

k (3.14)

für alle Werte, welche ihre Indizes annehmen können. Es ist dabei nicht
notwendig anzugeben, daß die Komponenten der beiden Tensoren in allen
Koordinatensystemen gleich sind. Es genügt, wenn man weiß, daß A und B
Tensoren sind, und daß ihre Komponenten in einem speziellen Koordinaten-
system gleich sind; ihre Komponenten sind dann in jedem Koordinatensystem
gleich. Dies folgt aus dem Transformationsverhalten (3.12) der Tensoren.

Die axiomatische Definition des Tensors nach (3.12) ist linear und homo-
gen in den Tensorkomponenten T i1,...,ia

j1,...,jb
und daraus folgt:

(a) Die Summe zweier Tensoren mit der selben Zahl von von ko– und kon-
travarianten Indizes kann als die Summe ihrer Komponenten definiert
werden, und dies ist wieder ein Tensor:

Aij
k +Bij

k = Cij
k . (3.15)

(b) Das Produkt eines Tensors mit einem Skalar (Multiplikation jeder Kom-
ponente mit diesem Skalar) ist wieder ein Tensor.

Tensormultiplikation

Wir untersuchen hier der Einfachheit halber einen speziellen Fall, der aber
- mit entsprechendem Aufwand - sofort zu verallgemeinern ist. Es sind T αβ

γ

und Sµν zwei Tensoren und wir untersuchen die Werte

Gαβµν
γ = T αβ

γ Sµν . (3.16)

Das Produkt der Tensoren T und S soll also ein vierfach kontra– und einfach
kovarianter Tensor G sein. Um dies zu zeigen, untersuchen wir in einem
anderen Koordinatensystem:

G′αβµν
γ = T ′αβ

γ S ′µν

und verwenden die Transformationsgesetze:

T ′αβ
γ S ′µν = ∂ix

′α∂jx
′β∂′γx

kT ij
k ∂lx

′µ∂mx
′νSlm

= ∂ix
′α∂jx

′β∂lx
′µ∂mx

′ν∂′γx
kT ij

k S
lm

(3.16)
= ∂ix

′α∂jx
′β∂lx

′µ∂mx
′ν∂′γx

kGijlm
k

(3.12)
= G′αβµν

γ .

Das Tensorprodukt (3.16) wird häufig das äußere Produkt genannt.
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Zerlegung eines Tensors in eine Summe von Vektorprodukten

Theorem 3.2 In einem n–dimensionalen Raum kann jeder Tensor der Stu-
fe q > 1 als die Summe von Tensorprodukten von Vektoren mit q Faktoren
geschrieben werden. nq−1 ist im allgemeinen die kleinste Zahl von Vektorpro-
dukten, in welche ein Tensor zerlegt werden kann.

Es wird also behauptet, daß ein Tensor in Raumzeit (T µν ;µ, ν = 0, 1, 2, 3)
als Summe von 42−1 = 4 Tensorprodukten von Vektoren geschrieben werden
kann:

T µν = Aµ
(1)B

ν
(1) + Aµ

(2)B
ν
(2) + Aµ

(3)B
ν
(3) + Aµ

(4)B
ν
(4), (3.17)

wobei die (i)–Indizes unterschiedliche Vektoren kennzeichnen.
Es ist a priori offensichtlich, daß man eine solche Dekomposition mit nq

Vektorprodukten erreichen kann, da dies die Zahl der unabhängigen Kompo-
nenten eines Tensors der Stufe q im n–dimensionalen Raum ist. Es muß also
noch die Minimalzahl nq−1 bewiesen werden.

Es genügt, das Theorem in einem Koordinatensystem zu beweisen, da
über die axiomatische Definition jederzeit in andere Karten transformiert
werden kann. Wir gehen dabei von (3.17) aus und untersuchen die Terme
mit µ = 0. (3.17) wird dann korrekt sein, wenn wir das System

T 00 = A0
(1)B

0
(1) + A0

(2)B
0
(2) + A0

(3)B
0
(3) + A0

(4)B
0
(4)

. . .

. . .

T 03 = A0
(1)B

3
(1) + A0

(2)B
3
(2) + A0

(3)B
3
(3) + A0

(4)B
3
(4)

auflösen können. Wenn wir die A0
(i) als vier Unbekannte auffassen, so ist dies

ein System von vier linearen Gleichungen für vier Unbekannte. Wenn wir also
vier Vektoren B(i) wählen, kann man dieses System nach den 0–Komponenten
der Vektoren A(i) auflösen. (Die B–Vektoren sollten dabei so gewählt wer-
den, daß nicht vier von ihnen in einer Dreierebene liegen. Dies verhindert
eine verschwindende Determinante.) Wenn wir nun die anderen Werte von
µ(= 1, 2, 3) untersuchen, und die Wahl der B(i)–Vektoren unverändert lassen,
können wir alle weiteren Komponenten der Vektoren A(i) bestimmen. Damit
ist das Theorem für q = 2 bewiesen. Es muß nun noch gezeigt werden, daß
bei der Gültigkeit des Theorems für q − 1, es auch für q gilt.

Wir untersuchen also einen Tensor der Stufe q in einem speziellen Koor-
dinatensystem und wir greifen den q–ten Index heraus und schreiben T [α...δ]γ .
Die Indizes innerhalb der eckigen Klammer seien fest und wir haben dann
die Gleichungen

T [α...δ]0 = S
[α...δ]
(1) C0

(1) + · · ·+ S
[α...δ]
(4) C0

(4)
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. . .

. . .

T [α...δ]3 = S
[α...δ]
(1) C3

(1) + · · ·+ S
[α...δ]
(4) C3

(4), (3.18)

wobei die vier Koeffizienten S
[α...δ]
(i) unbekannt sind. Wählt man die Werte Cγ

(i)

beliebig (aber so, daß nur nicht verschwindende Determinanten auftreten), so

sind die vier Unbekannten eindeutig bestimmt. Jede der vier Größen S
[α...δ]
(i)

besitzt q− 1 Indizes und kann daher, aufgrund unserer induktiven Schlußfol-
gerungen, in eine Summe von 4(q−1)−1 = 4q−2 Terme zerlegt werden, welche
jeweils aus q − 1 Vektorprodukten bestehen. Um das System (3.18) lösen zu
können um dann die Stufe q zu erhalten, haben wir vier neue Vektoren C(i)

eingeführt. Somit ist die Zahl der Terme in der Zerlegung eines Tensors der
Stufe q durch 4 × 4q−2 = 4q−1 gegeben, womit der erste Teil des Theorems
bewiesen ist.

Daß nq−1 die minimale Anzahl ist, ist eher von mathematischem Interesse,
und soll daher hier nicht bewiesen werden.

Verjüngen von Indizes

Theorem 3.3 Der Tensor T
i1,...,ia−1,σ
j1,...,jb−1,σ ist ein Tensor der Stufe a+ b− 2 und

kann auch R
i1,...,ia−1

j1,...,jb−1
geschrieben werden.

Wir schreiben das Transformationsgesetz für den Tensor T i1,...,ia
j1,...,jb

an und
setzen dann ia = jb = σ. Dies ergibt:

T
′i1,...,ia−1,σ
j1,...,jb−1,σ = ∂α1

x′i1 · · ·∂αa−1
x′ia−1 (∂αa

x′σ) ×
∂′j1x

β1 · · ·∂′jb−1
xβb−1

(

∂′σx
βb

)

T α1,...,αa

β1,...,βb
.

Nun gilt aber:
∂αa

x′σ ∂′σx
βb = ∂αa

xβb = δβb
αa

und damit folgt:

T
′i1,...,ia−1,σ
j1,...,jb−1,σ = ∂α1

x′i1 · · ·∂αa−1
x′ia−1 ×

∂′j1x
β1 · · ·∂′jb−1

xβb−1T α1,...,αa,τ
β1,...,βb,τ

,

und dies zeigt, daß das Ergebnis tatsächlich ein Tensor der Stufe (a − 1) +
(b− 1) = a+ b− 2 ist.

Herauf– und Herunterziehen von Indizes

Wir betrachten den zweifach kontravarianten Tensor T ij und bilden das Ten-
sorprodukt mit einem symmetrischen kovarianten Tensor zweiter Stufe gik,
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wobei wir gleichzeitig den Index j verjüngen:

T i
k = gkjT

ij. (3.19)

Das Ergebnis ist ein Tensor zweiter Stufe, welcher mit dem Tensor T ij assozi-
iert ist. gkj hat den ursprünglichen Index j heruntergezogen und die Schreib-
weise erhält die Ordnung der Indizes. Würde man dies nicht tun, so könnte
man bei nicht symmetrischen Tensoren Probleme bekommen:

T 3
1 = g1βT

3β richtig: T 3
1

T 3
1 = g1βT

β3 richtig: T1
3,

mit T 3
1 6= T 3

1 für T αβ 6= T βα!! Führen wir die Operation (3.19) nochmals
durch, so finden wir:

Tkl = gikT
i
l,

mit Tkl als zweifach kovariantem Tensor, welcher mit T ij assoziiert ist. Es
gilt also:

T i
k = gkjT

ij

Tkl = gikT
i
l = gikgjlT

ij. (3.20)

Der Tensor gik ist dabei ein beliebiger symmetrischer Tensor zweiter Stufe.
Wurde dieser Tensor aber einmal gewählt, so spielt er eine zentrale Rolle in
der Tensorrechnung, da er die Beziehung zwischen den ko– und kontravari-
anten Tensoren herstellt. gik wird daher auch Fundamentaltensor genannt. In
einem metrischen Raum – wie es unsere Raumzeit ist – ist es ganz natürlich,
den metrischen Tensor selbst als Fundamentaltensor zu verwenden.

Wir wollen nun nach Möglichkeiten suchen, welche es erlauben auch In-
dizes hinaufzuziehen. Dazu müssen wir einen kontravarianten Tensor definie-
ren, welcher die Rolle von gik übernimmt. Dazu untersuchen wir in einem
bestimmten Koordinatensystem die inverse Matrix, welche aus der Matrix
der Elemente des gik Tensors gebildet wird. Bezeichnen wir mit ∆ik die Ko-
faktoren von gik und mit g die Determinante der gik Matrix, so finden wir
die Koeffizienten der inversen Matrix mit

gik =
∆ik

g
.

Sie sind durch die Eigenschaft

gikgjk = δi
j (3.21)

eindeutig charakterisiert. Wir definieren nun einen Tensor gik, indem wir auf
die Matrix gik, welche in einem bestimmten Koordinatensystem bekannt ist,
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das Transformationsgesetz für Tensoren anwenden. Wenn wir also von x nach
x′ übergehen, erhalten wir:

g′αβ = ∂ix
′α∂kx

′βgik.

Da gik ein Tensor ist, wird die Definition von gik als Tensor mit der Origi-
naldefinition (3.21) kompatibel sein, wenn diese Definition selbst unter Ko-
ordinatentransformationen invariant ist. Aus den Eigenschaften von Tensor-
produkten muß die rechte Seite von (3.21) ein Tensor sein. Man muß daher
nur nachweisen, daß die Matrix von Kroneckersymbolen ein Tensor ist. Um
diesen Beweis antreten zu können, benötigen wir das Quotienten Theorem.

Theorem 3.4 Ist T
i1,...,ip
j1,...,jr

eine gegebene Matrix, und Ajl,...,jr

ik,...,ip
ein beliebiger

Tensor, und ist dann ebenfalls bekannt, daß

S
i1,...,ik−1

j1,...,jl−1
= T

i1,...,ik−1,ik,...,ip
j1,...,jl−1,jl,...,jr

Ajk,...,jr

il,...,ip
(3.22)

ein Tensor ist, so ist auch T i1,...,ir
j1,...,jp

ein Tensor.

Den Beweis beginnt man am besten mit einem Sonderfall: wir nehmen
an, daß T

i1,...,ip
j1,...,jr

eine Matrix ist, welche ein bestimmtes Transformationsgesetz
hat, um sie in unterschiedlichen Koordinatensystemen darstellen zu können,
und weiters, daß xjr ein beliebiger Vektor ist. Wir nehmen nun an, daß wir
wissen, daß

S
i1,...,ip
j1,...,jr−1

= T
i1,...,ip
j1,...,jr

xjr (3.23)

ein Tensor ist, dann ist auch T
i1,...,ip
j1,...,jr

ein Tensor.
Um dies zu zeigen, multiplizieren wir (3.23) mit p kovarianten Vektoren

y
(1)
i1
. . . y

(p)
ip und (r − 1) beliebigen kontravarianten Vektoren xj1

(1) . . . x
jr−1

(r−1):

S
i1,...,ip
j1,...,jr−1

y
(1)
i1
. . . y

(p)
ip
xj1

(1) . . . x
jr−1

(r−1) = T
i1,...,ip
j1,...,jr

xjrx
jr−1

(r−1) . . . x
j1
(1)y

(1)
i1
. . . y

(p)
ip
.

(3.24)
Die linke Seite dieses Ausdrucks ist nach der intrinsischen Definition von
Tensoren (3.8) ein Skalar, und daher muß auch die rechte Seite ein Skalar sein.
Dann muß aber auch T ein Tensor sein, wiederum aufgrund der intrinsischen
Definition von Tensoren, da ja xjr beliebig angenommen wurde. Somit ist
zunächst einmal der Sonderfall bewiesen.

Zum Beweis des allgemeinen Falls können wir den Tensor A stets als
Summe von Vektorprodukten xjl

(l) . . . x
jr

(r)y
(k)
ik
. . . y

(p)
ip

anschreiben. Wir multi-

plizieren dann mit xj1
(1) . . . x

jl−1

(l−1) und y
(1)
i1
. . . y

(k−1)
ik−1

und unter Verwendung der
früheren Argumentation ist das Quotiententheorem auch für den allgemei-
nen Fall bewiesen. Wir können daher zu unserer eigentlichen Problemstellung
zurückkehren.
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Man kann nun sehr leicht zeigen, daß die Kroneckermatrix ein Tensor ist:
man untersucht hierzu das Skalarprodukt zweier Vektoren xi und yi:

xiyi =
(

δi
jx

j
)

yi = P,

mit P einem Skalar. Nachdem yi ein beliebiger Vektor ist, ist aufgrund des
Quotiententheorems δi

jx
j ein Vektor; nachdem aber auch xj ein beliebiger

Vektor ist, zeigt die erneute Anwendung des Quotiententheorems, daß δi
j ein

Tensor zweiter Stufe ist.
Aus der Eigenschaft (3.21) folgt zusammen mit (3.20)

gj
i = δj

i.

Also ist der metrische Tensor mit gemischten Indizes der Einheitstensor.
Wie bereits angedeutet wird der metrische Tensor dazu verwendet, um

Indizes herauf– oder herunterzuziehen =⇒ metrischer Fundamentaltensor:

Tγ
α = gαδTγδ

T βα = gγβTγ
α = gγβgαδTγδ. (3.25)

Wir sollten Tensoren, welche über Verjüngungsmultiplikationen mit dem me-
trischen Fundamentaltensor assoziiert werden, als unterschiedliche mathema-
tische Formen (Darstellungen) einer gegebenen geometrischen oder physika-
lischen Größe verstehen.

Aufgrund von Einsteins Axiom der Kovarianz müssen alle physikalisch-
en Gleichungen Tensorgleichungen sein. Durch wiederholte Anwendung der
Verjüngungsoperation auf den Fundamentaltensor erhält man idente Glei-
chungen zwischen den Komponenten des untersuchten Tensors in den ver-
schiedenen Darstellungen; diese Gleichungen stellen aber immer denselben
geometrischen oder physikalischen Zusammenhang dar.

3.6.4 Zusammenhang mit der Vektorrechnung im eu-

klidischen Raum

Es soll hier eine geometrische Veranschaulichung der ko– und kontravarian-
ten Formen eines Vektors gegeben werden. Wir untersuchen zunächst einen
Vektor v im zweidimensionalen euklidischen Vektorraum. Das Koordinaten-
system sei durch die Einheitsvektoren e1 und e2 gegeben (Abb. 3.4). Es ist
dann

v = λ1e1 + λ2e2.

λ1 und λ2 werden die kontravarianten Komponenten von v genannt.
Projizieren wir aber v orthogonal auf die Richtungen e1 und e2, so erhal-

ten wir:
λ1 = ve1, λ2 = ve2.
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Abbildung 3.4: Die Komponenten eines Vektors v im zweidimensionalen eu-
klidischen Raum.

Durch diese Größen ist der Vektor v ebenso vollständig bestimmt. Die λi

werden die kovarianten Komponenten von v genannt.
Wir untersuchen nun das Skalarprodukt zweier Vektoren u und v in die-

sem Raum:

u = µ1e1 + µ2e2 (kontravariant)

µ1 = ue1, µ2 = ue2 (kovariant)

und weiters:

uv =
(

µ1e1 + µ2e2

) (

λ1e1 + λ2e2

)

= µ1λ1e1e1 + µ1λ2e1e2 + µ2λ1e2e1 + µ2λ2e2e2.

(Es wurden dabei die assoziativen und distributiven Eigenschaften des Ska-
larprodukts verwendet.) Bezeichnen wir nun mit gij die Skalarprodukte eiej,
so gilt:

uv = gijλ
iµj, gij = gji, [ei, ej] = 0, i 6= j.

Wir könnten aber auch schreiben:

uv = u
(

λ1e1 + λ2e2

)

= λ1ue1 + λ2ue2

= λ1µ1 + λ2µ2

oder
uv = λiµi.

Da v völlig willkürlich gewählt werden kann, implizieren die beiden Ergeb-
nisse:

µi = gijµ
j
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und wir haben wieder unsere frühere Tensorbeziehung aufgefunden, wie die
Anwendung der Transformationsgesetze für den euklidischen Raum sofort
zeigt.

Betrachten wir einen infinitesimalen Vektor u der Länge ds mit den kon-
travarianten Komponenten dxi, so finden wir sofort die Metrik des euklidi-
schen Raumes:

ds2 = gijdx
idxj

mit der geometrischen Interpretation der Koeffizienten gij

gij = eiej.

In der Differentialgeometrie eines metrischen Raumes, etwa auf einer
Fläche, auf welcher

ds2 = gijdx
idxj

gilt, und dxi sowie dxj die Koordinateninkremente auf der Fläche sind, kann
man die gij Koeffizienten lokal als Skalarprodukte der Einheitstangentenvek-
toren entlang der Koordinatenlinien auffassen. Solche Basisvektoren definie-
ren lokal einen euklidischen Tangentialraum.

3.7 Tensorfelder

Unter einem Tensorfeld versteht man die Zuordnung eines Tensors zu jedem
Punkt im Raum; die Komponenten des Tensors sind Funktionen des zuge-
ordneten Punktes, welcher durch die Koordinaten xi charakterisiert ist. Wir
wollen annehmen, daß die Komponenten des Tensorfeldes zweifach differen-
zierbare Funktionen der Koordinaten sind.

3.7.1 Vektorverschiebung

Wir untersuchen zunächst einstufige Tensoren – also Vektoren. In der eu-
klidischen Geometrie und bei Verwendung rechtwinkliger Koordinatensyste-
me wissen wir, daß die Gleichheit zweier Vektoren in zwei unterschiedlichen
Punkten durch die Gleichheit der Komponenten der Vektoren in diesen Punk-
ten definiert ist. Dabei ist es gleichgültig, wie weit diese Punkte voneinander
entfernt sind. Im besonderen sprechen wir von einem konstanten Vektorfeld,
wenn die Vektorkomponenten im ganzen Raum konstant sind. In unserem
allgemeineren Raum, wo im allgemeinen unterschiedlichen Punkten auch un-
terschiedliche Karten zugeordnet sind, ist es nicht mehr möglich, obige Defi-
nition unverändert zu übertragen – die Konstanz eines Tensorfeldes muß erst
definiert werden.
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Wir versuchen zunächst auf intuitivem Weg ein konstantes Vektorfeld zu
definieren, wobei wir die Konstanz der Komponenten benützen wollen. Dazu
wird die Frage zu beantworten sein, welche Eigenschaft der Raum haben
muß, damit eine solche, elementare Definition gilt. Wir betrachten dazu ein
spezifisches Vektorfeld:

x(1)(P ) =
(

dx1, 0, . . . , 0
)

mit der selben - konstanten - ersten Komponente dx1 in jedem Punkt des
Raumes. An einem Punkt P ist das Quadrat der Länge des Vektors gleich
g11(P )(dx1)2, an einem anderen Punkt Q ist es gleich g11(Q)(dx1)2. Diese
zwei Quadrate sind dann und nur dann gleich, wenn g11(P ) = g11(Q) ist,
also wenn g11 im Gesamtraum konstant ist.

Wenn wir einen zweiten Vektor

x(i)(P ) =
(

0, 0, . . . , dxi, . . . , 0
)

mit der selben Komponente dxi im ganzen Raum haben, so muß dafür gii im
ganzen Raum konstant sein. Wenn wir dann unser Feld aus x(1) +x(i) bilden,
so folgt, daß auch die g1i im Gesamtraum konstant sein müssen.

Theorem 3.5 Die Definition eines konstanten Vektorfeldes über die Kon-
stanz der Komponenten im gesamten Raum erfordert ein Koordinatensystem,
für welches die gik im ganzen Raum konstant sind. Dies ist ein pseudo–
euklidischer Raum.

Aus diesem Theorem folgt, daß die oben gewählte Definition der Konstanz
des Vektorfeldes für unsere Zwecke nicht geeignet ist, da sie offensichtlich
nicht koordinatenunabhängig ist.

Wir müssen also die kovarianten Erfordernisse für die Definition eines
konstanten Vektorfelds untersuchen. Wir wollen die Konstanz des Vektorfelds
intrinsisch und unabhängig vom Koordinatensystem angeben; sie soll aber
auch die euklidische Definition enthalten. Wenn wir von einem Vektorfeld
ξi ausgehen, welches in einem gegebenen Koordinatensystem (xa) konstante
Komponenten hat, und dann auf ein beliebiges anderes Koordinatensystem
(x′a) übergehen, so erhalten wir:

ξ′i = ∂kx
′i ξk, (3.26)

und ξ′i ist sicher nicht im gesamten Raum konstant.
Wir wollen nun untersuchen, wie die Komponenten ξ ′i variieren, wenn

wir von einem Punkt zu einem Nachbarpunkt übergehen. Dies soll längs
einer Kurve geschehen, welche mit p parametrisiert wird. Wir differenzieren
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also (3.26) nach p, und erinnern uns, daß die ξk konstant im ganzen Raum
sind, also auch entlang dieser Kurve. Daraus folgt:

dξ′i

dp
= ∂k∂lx

′i dx
l

dp
ξk.

Da wir aber auf der Suche nach einer intrinsischen Definition sind, müssen
wir die Inkremente dξ′i mit ξ′i in Verbindung bringen. Zunächst gilt in Um-
kehrung von (3.26):

ξk = ∂′jx
k ξ′j

und
dxl

dp
= ∂′mx

l dx
′m

dp
,

woraus dann
dξ′i

dp
=

(

∂k∂lx
′i∂′mx

l∂′jx
k dx′m

dp

)

ξ′j

dξ′i

dp
= −Γ′i

mj

dx′m

dp
ξ′j (3.27)

mit
Γ′i

mj = −∂k∂lx
′i∂′mx

l∂′jx
k (3.28)

folgt. (Das hier eingeführte Minuszeichen ist Konvention.) Somit sehen wir,
daß die Forderung der Konstanz eines Vektorfeldes in einem Raum zu einem
viel allgemeineren Gesetz (3.27) in einem beliebigen anderen Raum führt.
Insbesonders sehen wir, daß das Inkrement der Vektorkomponenten eine Bi-
linearform der Komponenten ξi des Vektors mit der Verschiebung dxm in
Tangentenrichtung zur Kurve, entlang der die Verschiebung stattfindet, ist.

3.7.2 Die affine Vernetzung

Aus all unseren bisherigen Betrachtungen wurde offensichtlich, daß Differen-
zieren eine wohldefinierte Operation auf Mannigfaltigkeiten ist, sofern die
Übergangs–(Vernetzungs–)Funktionen für die Mannigfaltigkeit selbst auch
differenzierbar sind. (Siehe auch Abb. 3.3.) Durch die affine Vernetzung wird
nun die zusätzliche Struktur geschaffen, welche auch für Tensoren eine wohl-
definierte Bedeutung der Differentiation zuläßt.

Wir gehen dazu von der Differentialform

dξi = −Γi
mjdx

m ξj (3.29)

aus, welche unmittelbar aus (3.27) folgt. Wir erweitern sie aber dahingehend,
daß die Γi

mj nicht länger auf (3.28) eingeschränkt sein sollen. Diese Gleichung
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wurde ja aus der Tatsache abgeleitet, daß das untersuchte Vektorfeld im
Ursprungskoordinatensystem konstante Komponenten hat. Wir nehmen jetzt
hingegen an, daß das Vektorfeld ξi aus seinem Wert in einem gegebenen
Punkt durch das Verschiebungsgesetz (3.29) generiert wurde.

Theorem 3.6 Die Gleichung (3.29) stellt somit ein allgemeines Gesetz dar,
welches die Verschiebung des Vektors ξi im Punkte x zu den Werten ξi +dξi

im Punkte x + dx beschreibt. Dieses Gesetz hat affinen Charakter: es hat
eine, unter linearen Transformationen der Koordinaten, invariante Struktur.

Wenn wir nun versuchen, dieses Verschiebungsgesetz koordinateninvari-
ant zu formulieren, und weiters fordern, daß ξi + dξi immer noch ein Vektor
im Punkte x + dx ist, so werden wir gezwungen, für die Γi

mj–Koeffizienten
bestimmte Forderungen über ihre Eigenschaften aufzustellen. Diese Forde-
rungen werden als Transformationsgesetz für die Γi

mj–Koeffizienten zu formu-
lieren sein; sie werden es schließlich erlauben, einen Vektor um infinitesimale
Beträge zu verschieben.

Beweis: Im ungestrichenen Koordinatensystem gelte das Verschiebungs-
gesetz:

ξi(x+ dx) = ξi + dξi = ξi − Γi
mjdx

m ξj (3.30)

und wir fordern, daß im gestrichenen Koordinatensystem das selbe Gesetz
gelte. (Das Gesetz ist dann kovariant.) Wir müssen weiters fordern, daß ξi(x+
dx) ein Vektor ist, und damit folgt nach dem Transformationsgesetz:

ξ′i(x + dx) = ξi(x + dx) ∂ix
′j
∣
∣
∣
x+dx

oder
ξ′j − Γ′j

msdx
′mξ′s =

(

ξi − Γi
mldx

mξl
)

∂ix
′j
∣
∣
∣
x+dx

.

Wir entwickeln in eine Taylorreihe

∂ix
′j
∣
∣
∣
x+dx

= ∂ix
′j
∣
∣
∣
x

+ ∂i∂kx
′jdxk + · · ·

und es folgt:

ξ′j − Γ′j
msdx

′mξ′s = ξi∂ix
′j

︸ ︷︷ ︸

= ξ′j

+ξi∂i∂kx
′jdxk − Γi

mldx
mξl∂ix

′j + . . .

−Γ′j
msdx

′mξ′s = −Γi
ml∂ix

′jξldxm + ∂i∂kx
′jξidxk

=
(

−Γi
αβ∂ix

′j + ∂α∂βx
′j
)

ξβdxα.

Wir können nun aber wieder ξβdxα durch gestrichene Größen ausdrücken:

ξβdxα = ∂′mx
αdx′m∂′sx

βξ′s,
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und daraus folgt weiter

−Γ′j
msdx

′mξ′s =
(

−Γi
αβ∂ix

′j + ∂α∂βx
′j
)

∂′mx
α∂′sx

βξ′sdx′m,

und schließlich:

Γ′j
ms = ∂ix

′j∂′mx
α∂′sx

βΓi
αβ − ∂α∂βx

′j∂′mx
α∂′sx

β. (3.31)

Dies definiert das Transformationsgesetz für die Koeffizienten Γi
αβ, welches

aus der Forderung der Kovarianz folgt. Diese Koeffizienten sind die Koeffi-
zienten der affinen Vernetzung oder einfach die Vernetzung. (3.31) ist offen-
sichtlich in den Koeffizienten Γi

αβ inhomogen und stellt somit kein Transfor-
mationsgesetz für Tensoren dar. Die Vernetzungen sind also keine Tensoren.

Es folgt nun wegen
∂px

′a∂′bx
p = δa

b

für (3.31):

∂′cδ
a
b = 0 = ∂′c (∂px

′a∂′bx
p)

= (∂′c∂px
′a) ∂′bx

p + ∂px
′a (∂′c∂

′
bx

p)

= ∂′cx
q∂q∂px

′a∂′bx
p + ∂′c∂

′
bx

p∂px
′a

oder
∂px

′a∂′c∂
′
bx

p = −∂q∂px
′a∂′bx

p∂′cx
q

und damit folgt auch

Γ′j
ms = ∂ix

′j∂′mx
α∂′sx

βΓi
αβ + ∂dx

′j∂′m∂
′
sx

d. (3.32)

Wir wollen uns nun weiters die Frage stellen, was in den dreifach über-
lappenden Bereichen von Abb. 3.3 geschieht. Wir haben dort die drei Kar-
tenbereiche U, U ′, U ′′ mit den zugeordneten Koordinaten xa, x′a und x′′a. Im
dreifach überlappenden Bereich U ∩U ′∩U ′′ wollen wir annehmen, daß Γa

bc zu
Γ′a

bc transformiert, und daß dann Γ′a
bc zu Γ′′a

bc transformiert. Es gilt nun nach
(3.32):

Γ′a
bc = ∂dx

′a∂′bx
e∂′cx

fΓd
ef + ∂dx

′a∂′b∂
′
cx

d

und
Γ′′a

bc = ∂′dx
′′a∂′′b x

′e∂′′c x
′fΓ′d

ef + ∂′dx
′′a∂′′b ∂

′′
c x

′d.

Es soll dann auch

Γ′′a
bc = ∂dx

′′a∂′′b x
e∂′′c x

fΓd
ef + ∂dx

′′a∂′′b ∂
′′
c x

d
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gelten, was nun zu zeigen ist:

Γ′′a
bc = ∂′dx

′′a∂′′b x
′e∂′′c x

′fΓ′d
ef + ∂′dx

′′a∂′′b ∂
′′
c x

′d

= ∂′dx
′′a∂′′b x

′e∂′′c x
′f
(

∂rx
′d∂′ex

s∂′fx
tΓr

st + ∂rx
′d∂′e∂

′
fx

r
)

+

∂′dx
′′a∂′′b ∂

′′
c x

′d

=
[

∂′dx
′′a∂rx

′d = ∂rx
′′a; ∂′′b x

′e∂′ex
s = ∂′′b x

s; . . .
]

= ∂rx
′′a∂′′b x

s∂′′c x
tΓr

st + ∂′dx
′′a∂′′b x

′e∂′′c x
′f∂rx

′d∂′e∂
′
fx

r +

∂′dx
′′a∂′′b ∂

′′
c x

′d

=
[

∂′dx
′′a∂′′b x

′e∂′′c x
′f∂rx

′d∂′e∂
′
fx

r = ∂′dx
′′a∂rx

′d∂′′c x
′f∂′′b x

′e∂′e∂
′
fx

r;

∂rx
′′a∂′′c x

′f∂′′b ∂
′
fx

r = ∂rx
′′a ∂x′f

∂x′′c
∂2xr

∂x′f ∂x′′b

= ∂rx
′′a∂′′c ∂

′′
b x

′d
]

= ∂rx
′′a∂′′b x

s∂′′c x
tΓr

st + ∂rx
′′a
[

∂′′c x
′f∂′′b ∂

′
fx

r + ∂′fx
r∂′′b ∂

′′
c x

′f
]

︸ ︷︷ ︸

= ∂′′

b
∂′′

c x′f ∂′

f
xr = ∂′′

b
∂′′

c xr

= ∂rx
′′a∂′′b x

s∂′′c x
tΓr

st + ∂rx
′′a∂′′b ∂

′′
c x

r. w.z.b.w.

Wir sehen, daß die Vernetzungsbedingungen auch in einem Bereich dreifacher
Überlappung gelten.

Wir wollen nun untersuchen, ob die Vernetzungsbedingung ausreichend
ist. Wir nehmen dazu an, daß ein Feld von Vernetzungen Γi

kl(x
m) existiert; es

ist also jedem Punkt des endlichen Raumbereichs ein Vernetzungskoeffizient
zugeordnet, welcher dem Gesetz (3.31) gehorcht. Wir haben dann ein System
von Differentialgleichungen für ein mit p parametrisiertes Vektorfeld (3.27):

dξi

dp
= −Γi

kl

dxk

dp
ξl(p).

Dies erlaubt nun die Vektoren ξi(p) entlang einer bestimmten Kurve xi(p)
aus dem Anfangswert ξi(0) im Ursprung p = 0 zu bestimmen. Es ist aber
noch zu zeigen, daß die n–Tupel ξi(p), die auf diese Weise erhalten werden,
tatsächlich wie Vektoren transformieren.

Wir betrachten daher gestrichene Koordinaten x′i(p) und die Größen
ξ′i(p), welche durch (3.27), aber im gestrichenen System, bestimmt werden.
Weiters gelte:

ξ′i(p) − ∂mx
′iξm(p) = 0, für p = 0,

da ξm(0) per definitionem ein Vektor sein muß. Wir berechnen nun für alle
p:

d

dp

[

ξ′i(p) − ∂mx
′iξm(p)

]

=
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=
dξ′i(p)

dp
− d

dp

[

∂mx
′iξm(p)

]

= −Γ′i
kl

dx′k

dp
ξ′l(p) − d

dp

(

∂mx
′i
)

ξm(p) − ∂mx
′i d

dp
ξm(p)

= −Γ′i
kl

dx′k

dp
ξ′l(p) − ∂s∂rx

′i dx
r

dp
ξs(p) + ∂mx

′iΓm
rs

dxr

dp
ξs(p)

= −Γ′i
kl

dx′k

dp
ξ′l(p) −

(

∂s∂rx
′i − ∂mx

′iΓm
rs

) dxr

dp
ξs(p)

=

[

Γ′i
kl = (3.31) = ∂mx

′i∂′kx
r∂′lx

sΓm
rs − ∂r∂sx

′i∂′kx
r∂′lx

s

= (∂mx
′iΓm

rs − ∂r∂sx
′i) ∂′kx

r∂′lx
s

]

= −Γ′i
kl

dx′k

dp
ξ′l +

(

∂mx
′iΓm

rs − ∂s∂rx
′i
)

∂′kx
r

︸ ︷︷ ︸

= Γ′i
kl

∂sx′l

dx′k

dp
ξs(p)

= −Γ′i
kl

dx′k

dp
ξ′l + Γ′i

kl∂sx
′l dx

′k

dp
ξs(p)

= −Γ′i
kl

dx′k

dp

(

ξ′l − ∂sx
′lξs
)

.

Es gilt also:

d

dp

[

ξ′i(p) − ∂mx
′iξm(p)

]

= −Γ′i
kl

dx′k

dp

(

ξ′l − ∂sx
′lξs
)

.

Die Gültigkeit des Vektortransformationsgesetzes für die ξi(p) entlang der
gesamten Kurve folgt aus dem Eindeutigkeitstheorem für dieses lineare ho-
mogene Differentialsystem, welches die Lösung

ξ′i(p) − ∂mx
′iξm(p) = 0

als Anfangswert für p = 0 zuläßt.
Das Transformationsgesetz (3.31) hat einige interessante Konsequenzen:

• Beschränken wir uns auf lineare Transformationen, so verschwindet
der Term ∂α∂βx

′j und die Γi
mj transformieren wie Tensoren. Hat nun

ein transformiertes Vektorfeld ξi konstante Komponenten in einem be-
stimmten Koordinatensystem, so wird in diesem System Γi

mjξ
j Null

sein (wegen (3.29)). Da aber Γ wie ein Tensor transformiert, und ξ i ein
Vektor ist, werden diese Terme in allen Koordinatensystemen, die vom
Ursprungssystem ausgehend über lineare Transformationen gefunden
werden, auch Null sein. Somit hat dann ξi konstante Komponenten in
allen solchen Systemen.
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• Wenn wir zwei Felder von Vernetzungen, etwa Γi
kl und Γ̃i

kl gegeben ha-
ben, so ist ihre Differenz ein Tensor. Aus dem Transformationsgesetz
(3.31) ersieht man, daß der inhomogene Term von den speziellen Ver-
netzungen unabhängig ist und daher bei der Differenzbildung gekürzt
wird:

T i
kl = Γi

kl − Γ̃i
kl

mit dem Tensor T i
kl.

• Sind die Γi
kl einer speziellen Vernetzung in den unteren Indizes unsym-

metrisch, also Γi
kl 6= Γi

lk, so nennt man den Tensor

T i
kl = Γi

kl − Γi
lk

den Torsionstensor. Verschwindet dieser, so ist die Vernetzung symme-
trisch.

Die klassische Form der allgemeinen Relativitätstheorie hat nur sym-
metrische Vernetzungen benutzt. (Die Einstein–Cartanschen Erweiterungen
benützen dann unsymmetrische Formen.) In diesem Fall kann man dann das
Transformationsgesetz (3.29) mit der intuitiven Vorstellung der Verschiebung
im euklidischen Raum verknüpfen. In einem solchen Raum (Riemann–Raum)
wird es dann möglich sein, diese Verschiebungen zumindest lokal (in der Um-
gebung des Punktes) ausführen zu können.

Theorem 3.7 (Weyl, 1950) Die notwendige und ausreichende Bedingung
für die Existenz eines speziellen lokalen Koordinatensystemes, in welchem die
Komponenten eines Vektors durch eine infinitesimale Verschiebung aufgrund
von (3.29) nicht verändert werden, besteht darin, daß die Koeffizienten der
affinen Vernetzungen in ihren unteren Indizes symmetrisch sind.

Beweis der Notwendigkeit:

Wir nehmen nun an, daß in einem spezifischen Koordinatensystem x′i

die Komponenten eines beliebigen Vektors ξ ′a unter infinitesimalen Verschie-
bungen aus einem gegebenen Punkt unverändert bleiben. Dies bedeutet, daß
dξ′a = 0 in diesem Koordinatensystem gelten muß. Damit gilt aber auch

Γ′j
msdx

′mξ′s = 0.

Das Produkt dx′mξ′s ist beliebig, damit muß Γ′j
ms = 0 erfüllt sein. Wir ver-

wenden nun (3.31):

0 = ∂ix
′j∂′mx

α∂′sx
βΓi

αβ − ∂α∂βx
′j∂′mx

α∂′sx
β

=
(

∂ix
′jΓi

αβ − ∂α∂βx
′j
)

∂′mx
α∂′sx

β
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oder
∂ix

′jΓi
αβ = ∂α∂βx

′j.

Da
∂α∂βx

′j = ∂β∂αx
′j

gilt, folgt sofort, daß Γi
αβ = Γi

βα sein muß.

Beweis der ausreichenden Bedingung:

Wir verwenden den Punkt P als den Ursprung des Koordinatensystems
mit xi = 0 und suchen ein spezielles Koordinatensystem x′i unter Verwen-
dung der Transformation:

x′i = xi +
1

2
Ai

jkx
jxk (3.33)

mit
∂jx

′i
∣
∣
∣
x=0

= δi
j.

Die Koeffizienten Ai
jk müssen noch definiert werden. Aus (3.31) folgt:

Γ′j
ms = ∂ix

′j∂′mx
α∂′sx

βΓi
αβ − ∂α∂βx

′j∂′mx
α∂′sx

β

= Γi
αβδ

j
iδ

α
mδ

β
s − ∂α∂β

(

xj +
1

2
Aj

klx
kxl

)

︸ ︷︷ ︸

=∂α






∂βx

j

︸ ︷︷ ︸

δj
β

+ 1

2
A

j

kl
∂βx

k

︸ ︷︷ ︸

δk
β

xl+ 1

2
A

j

kl
xk ∂βx

l

︸ ︷︷ ︸

δl
β







δα
mδ

β
s

= Γi
αβδ

j
iδ

α
mδ

β
s −

1

2

(

Aj
αβ + Aj

βα

)

δα
mδ

β
s

= Γj
ms −

1

2

(

Aj
sm + Aj

ms

)

.

Nun ist (Aj
ms + Aj

sm) symmetrisch in s und m. Mit der Hypothese, daß auch
Γj

ms symmetrisch ist, können wir

1

2

(

Aj
ms + Aj

sm

)

= Γj
ms

wählen, und erhalten Γ′j
ms = 0 und damit dξ′i = 0. Somit bestimmen die

Koeffizienten Aj
ms ein Koordinatensystem, in welchem der intuitive Begriff

der Verschiebung bei Konstanz der Komponenten lokal anwendbar ist.
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3.7.3 Das geodätische Koordinatensystem

Das Koordinatensystem (3.33) wird ein geodätisches Koordinatensystem in
Bezug auf die Vernetzung Γ genannt; es ist ganz offensichtlich nur lokal defi-
niert. Es ist zudem nur bis auf eine lineare Transformation eindeutig definiert.
Aus (3.31) folgt, daß zwei Koordinatensysteme xi und x′i, für welche Γi

αβ und
Γ′i

αβ Null sind, über

∂α∂βx
′j∂′mx

α∂′sx
β = 0

zueinander in Beziehung zu setzen sind. Wir können diese Gleichung, etwa in
unserer Raumzeit, als ein System von vier homogenen Gleichungen ansehen,
welche mit s indiziert sind:

(

∂α∂βx
′j∂′mx

α
)

∂′sx
β = 0, s = 0, . . . , 3.

Hierbei sind die (∂α∂βx
′j∂′mx

α) die Unbekannten; ihre Determinante ist die
Jakobische der Koordinatentransformation, welche ja stets von Null verschie-
den sein soll. Somit gibt es nur eine Lösung des Systems:

(

∂α∂βx
′j∂′mx

α
)

= 0,

und mit dem bereits benützten Argument folgt:

∂α∂βx
′j = 0.

Dies zeigt, daß xi und x′i tatsächlich lokal über eine lineare Transformation
in Beziehung stehen. Eine lineare Eins–zu–Eins–Transformation nennt man
eine affine Transformation und die Γi

αβ sind die affinen Vernetzungen.

3.7.4 Parallelverschiebung von Vektoren

Wir haben in den bisherigen Untersuchungen keinerlei metrische Eigenschaf-
ten verwendet. Nunmehr wollen wir uns auf Riemannsche Räume konzen-
trieren und das Verschiebungsgesetz der metrischen Bedingung unterwerfen,
daß das Skalarprodukt zweier Vektoren unter einer Verschiebung unverändert
bleiben soll. Im speziellen wird die Länge des Vektors unverändert bleiben,
so wie im euklidischen Raum.

Wir betrachten die infinitesimale Verschiebung entlang einer Kurve und
drücken die Tatsache aus, daß das Skalarprodukt zweier Vektoren ξ i und ηk

konstant bleibt, wenn sie entlang der Kurve verschoben werden:

d

ds

(

gikξ
iηk
)

!
= 0,
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wobei ds das Bogenelement entlang der Verschiebungskurve ist. Es folgt:

0 = ∂lgik

dxl

ds
ξiηk + gik

dξi

ds
ηk + gikξ

i dη
k

ds
[

dξi

ds
= −Γi

mj

dxm

ds
ξj

]

= ∂lgik

dxl

ds
ξiηk − gikΓ

i
ml

dxm

ds
ξlηk − gikξ

iΓk
ml

dxm

ds
ηl

= ∂lgik

dxl

ds
ξiηk − grkΓ

r
li

dxl

ds
ξiηk − girξ

iΓr
lk

dxl

ds
ηk

= (∂lgik − grkΓ
r
li − girΓ

r
lk)

dxl

ds
ξiηk

oder
∂lgik − grkΓ

r
li − girΓ

r
lk = 0 (3.34)

und weiters durch zyklische Vertauschung:

∂igkl − grlΓ
r
ki − gkrΓ

r
il = 0 (3.35)

∂kgli − griΓ
r
lk − glrΓ

r
ki = 0 (3.36)

Wir fassen diese drei Ergebnisse geeignet zusammen:

∂kgli + ∂igkl − ∂lgik − griΓ
r
lk − glrΓ

r
ki − grlΓ

r
ki−

grkΓ
r
il + grkΓ

r
li + girΓ

r
lk = 0

∂kgli + ∂igkl − ∂lgik − 2glrΓ
r
ki = 0.

Multiplikation mit glr führt dann schließlich zu

Γr
ki =

1

2
glr (∂kgli + ∂igkl − ∂lgik) . (3.37)

Wir führen das Christoffelsche Symbol erster Art ein:
[

ik
l

]

=
1

2
(∂kgil + ∂igkl − ∂lgik) , (3.38)

und das Christoffelsche Symbol zweiter Art:
{

j
ik

}

= gjl

[

ik
l

]

. (3.39)

Somit folgt für die Vernetzung:

Γr
ki =

{

r
ki

}

. (3.40)
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Nachdem wir nun die Vernetzungskoeffizienten in eindeutiger Weise über das
Skalarprodukt zweier Vektoren bestimmt haben, finden wir das Gesetz für
die Parallelverschiebung im metrischen Raum:

dξi = −
{

i
αβ

}

dxαξβ (3.41)

P Q

`paralleler´ Vektor

x
a

x dx
a a

+

dx dx
a a

-

x x
a a

+ d

Abbildung 3.5: Zur ‘Parallelverschiebung’ von Vektoren.

3.7.5 Die geodätische Linie.

Wir haben uns bereits in Abschnitt 2.2 mit dieser Problematik beschäftigt,
und dort die geodätische Linie als extremale Verbindung zwischen zwei Punk-
ten definiert. Wir wollen aber zunächst einen anderen Weg verfolgen: wir
suchen nach einer Definition der Geraden im affinen Raum. Im euklidischen
Raum charakterisiert man eine Gerade mit der Eigenschaft, daß ein belie-
biger Tangentenvektor an die Gerade zu sich selbst parallel bleibt, wenn er
entlang der Geraden verschoben wird.

Wir können nun das zuvor bewiesene Gesetz der Vektorverschiebung und
diese charakteristische Eigenschaft dazu benützen, eine verallgemeinerte ge-
rade Linie im affinen Raum zu definieren; eine solche Linie ist dann eine
geodätische Linie. Wir betrachten dazu die Kurve xi(q), welche durch q pa-
rametrisiert wird. ξi(q) sei ein beliebiger Tangentenvektor an die Kurve, und
die Beziehung

dξi

dq
+ Γi

αβ

dxα

dq
ξβ = 0

drückt aus, daß er unverändert entlang der Kurve verschoben wird. Ein spezi-
eller Tangentenvektor ist dxi/dq; ein etwas allgemeinerer Vektor hat die Form
λ(q)(dxi/dq), wobei λ(q) eine beliebige Funktion von q ist. Damit folgt:

d

dq

(

λ(q)
dxi

dq

)

= −Γi
αβ

dxα

dq
λ(q)

dxβ

dq
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λ(q)
d

dq

(

λ(q)
dxi

dq

)

= −Γi
αβλ(q)

dxα

dq
λ(q)

dxβ

dq
.

Mit

dp =
1

λ(q)
dq

folgt schließlich unmittelbar:

d2xi

dp2
+ Γi

αβ

dxα

dp

dxβ

dp
= 0. (3.42)

Diese Gleichung ist offensichtlich die Definitionsgleichung einer geodätischen
Linie im affinen Raum.

Man muß unbedingt darauf hinweisen, daß (3.42) nicht unabhängig vom
Parameter p ist. Um dies zu zeigen, wechseln wir von p auf π(p) über, und
erhalten aus (3.42):

dxi

dp
=

dxi

dπ

dπ

dp

d

dp

dxi

dp
=

d

dp

(

dxi

dπ

dπ

dp

)

=
d

dp

(

dxi

dπ

)

dπ

dp
+

dxi

dπ

d2π

dp2

=
d2xi

dπ2

(

dπ

dp

)2

+
dxi

dπ

d2π

dp2

also
dxi

dπ

d2π

dp2
+

[

d2xi

dπ2
+ Γi

αβ

dxα

dπ

dxβ

dπ

](

dπ

dp

)2

= 0.

Dies entspricht (3.42) nur wenn

dxi

dπ

d2π

dp2
= 0

erfüllt ist. Da dxi

dπ
stets ungleich Null gewählt werden kann, muß d2π

dp2 = 0
gelten; die Parameter p und π müssen zueinander proportional sein. Somit
ist der Parameter p, welcher die geodätische Linie nach (3.42) parametrisiert,
nur bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmbar.

Die Gleichungen (3.42) sind ein System gewöhnlicher Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung. Die Lösung des Anfangswertproblemes [xa(0) und
dxa

dp
|p=0 sind gegeben] ist somit eindeutig. Dies bedeutet, daß durch einen
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geodätischer Kreis

geodätische Linie

Z

Abbildung 3.6: Das Gaußsche Koordinatensystem.

Punkt mit gegebener Tangente in diesem Punkt, eine und nur eine geodäti-
sche Linie gezogen werden kann. Der gesamte Raum kann mit geodätischen
Linien erfüllt werden. Diese schneiden sich nicht!

Im Riemannschen Raum verwenden wir das Gesetz der Parallelverschie-
bung; der Tangentenvektor muß in diesem Fall von konstanter Länge sein
und der einzige solche Vektor ist dxi

ds
, wobei s die Bogenlänge ist. Es gilt für

diesen Tangentenvektor:

gik

dxi

ds

dxk

ds
=

(

ds

ds

)2

= 1

und wir erhalten:
d2xi

ds2
+

{

i
αβ

}

dxα

ds

dxβ

ds
= 0. (3.43)

Geodätische Linie und geodätischer Kreis bilden ein besonders einfaches
Koordinatensystem, das Gaußsche Koordinatensystem (Abb. 3.6).

3.8 Tensoranalysis

3.8.1 Kovariante Differentiation

Die Festlegung einer Vernetzung entspricht einer Vereinbarung für das Dif-
ferenzieren von Tensorfeldern. Um dies zeigen zu können, zeigt man zuerst,
daß für ein kontravariantes Vektorfeld ξi der elementare Ausdruck ∂jξ

i in
Überlappungsbereichen nicht wie ein Tensor transformiert:

ξ′a = ∂bx
′aξb

∂′cξ
′a = ∂′c

(

∂bx
′aξb

)

= ∂′cx
d∂d

(

∂bx
′aξb

)

= ∂′cx
d∂bx

′a∂dξ
b

︸ ︷︷ ︸

1

+ ∂b∂dx
′a∂′cx

dξb

︸ ︷︷ ︸

2
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x
j

x x

j j
+ d

`paralleler´ Vektor

x
i j
( )x

x
i* j j
( +d )x x

x
i j j
( +d )x x

Abbildung 3.7: Zur kovarianten Differentiation von Tensoren.

Wäre nur der Term 1 gegeben, so hätten wir das übliche Transformati-
onsgesetz für einen Tensor vorliegen. Der fundamentale Grund dafür, daß
∂jξ

i im Überlappungsbereich nicht wie ein Tensor transformiert, liegt in der
Definition der Differentiation, welche den Vergleich einer Größe an zwei be-
nachbarten Punkten enthält, wobei durch einen Parameter dividiert wird,
welcher den Abstand dieser beiden Punkte charakterisiert:

lim
δn→0

ξa(P ) − ξa(Q)

δn
.

Aus den Transformationsgesetzen folgt aber, daß die Transformationsmatri-
zen an verschiedenen Punkten berechnet werden, womit ξa(P ) − ξa(Q) kein
Tensor sein kann. Wir bezeichnen daher ∂jξ

i = ξi
|j als die normale Ableitung

einer Tensorkomponente:

∂aT
α
βγ = T α

βγ |a
=
∂T α

βγ

∂xa
. (3.44)

Wir wollen aber eine tensorielle Ableitung einführen, also eine Operati-
on, welche als Ergebnis wiederum einen Tensor hat. Dies wird vom Prinzip
der Kovarianz physikalischer Gleichungen gefordert, welche ja in tensorieller
Form formuliert werden sollen. Wir gehen also wieder auf an Ausgangspunkt
zurück.

Wir vergleichen also (Abb. 3.7) im Punkte xj + dxj den Wert ξi(xj +
dxj) des Vektorfeldes mit dem Wert ξi?(xj + dxj), welchen wir nach dem
Verschiebungsgesetz erhalten würden, und berechnen die Differenz:

ξi(xj + dxj) − ξi?(xj + dxj).

Nun gilt
ξi(xj + dxj) = ξi(xj) + ∂kξ

idxk + O[(dxk)2]

und
ξi?(xj + dxj) = ξi(xj) − Γi

klξ
ldxk.
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Damit erhalten wir:

ξi(xj + dxj) − ξi?(xj + dxj) =
[

∂kξ
i + Γi

klξ
l
]

dxk + O[(dxk)2]. (3.45)

Dieser Ausdruck hat die Form einer Reihe und man kann daraus
[

∂kξ
i + Γi

klξ
l
]

als eine Art ‘erste Ableitung’ des Feldes interpretieren. Dies ist insbesonders
deshalb möglich, weil diese Größe nicht von der Verschiebung dxk abhängig
ist. Wir definieren somit die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes über:

5kξ
i = ξi

‖k
!
= ∂kξ

i + Γi
klξ

l (3.46)

und beweisen, daß dies wiederum ein Tensor ist, indem wir in ein transfor-
miertes System übergehen und die Transformationseigenschaften von

5′
bξ

′a = ∂′bξ
′a + Γ′a

bcξ
′c

untersuchen. Für die einzelnen Elemente erhalten wir:

ξ′a = ∂bx
′aξb

Γ′a
bc = ∂px

′a∂′bx
q∂′cx

rΓp
qr − ∂′kx

q∂′cx
r∂q∂rx

′a

∂′bξ
′a = ∂′b∂px

′aξp

= ∂′b (∂px
′a) ξp + ∂px

′a∂′bξ
p

= ∂′bx
q∂q∂px

′aξp + ∂px
′a∂′bx

q∂qξ
p

Damit ergibt sich:

5′
bξ

′a = ∂px
′a∂′bx

q (∂qξ
p) + (∂′bx

q∂q∂px
′a) ξp +

(

∂px
′a∂′bx

q∂′cx
rΓp

qr−
∂′bx

q∂′cx
r∂q∂rx

′a) ∂sx
′cξs

= ∂px
′a∂′bx

q (∂qξ
p) + ∂px

′a∂′bx
q




∂′cx

r∂sx
′c

︸ ︷︷ ︸

δr
s

Γp
qrξ

s




+

(∂′bx
q∂q∂px

′a) ξp − (∂′bx
q∂q∂rx

′a)




∂′cx

r∂sx
′c

︸ ︷︷ ︸

δr
s

ξs






= ∂px
′a∂′bx

q (∂qξ
p) + ∂px

′a∂′bx
qΓp

qsξ
s + (∂′bx

q∂q∂px
′a) ξp −

(∂′bx
q∂q∂rx

′a) ξr

= ∂px
′a∂′bx

q
[

∂qξ
p + Γp

qsξ
s
]

= ∂px
′a∂′bx

q (5qξ
p) , (3.47)

und wir sehen, daß 5bξ
a wie ein Tensor zweiter Stufe transformiert (einfach

ko–, einfach kontravariant). Ganz analog kann man zeigen, daß für kovariante
Felder die Beziehung

5bξa = ξa‖b = ∂bξa − Γc
abξc (3.48)
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aufgefunden wird. Man kann auch wieder auf analogem Wege verifizieren, daß
(3.48) ein Tensor zweiter Stufe ist, welcher zweifach kovariant ist. (3.48) ist
auch dadurch motiviert, daß die Kettenregel bei der Wirkung auf Produkte
von ko– und kontravarianten Tensoren gelten soll. Wir untersuchen daher
φ = ξbηb:

5aφ = 5a

(

ξbηb

)

=
(

5aξ
b
)

ηb + ξb (5aηb) (Kettenregel)

=
(

∂aξ
b + Γb

acξ
c
)

ηb + ξb (∂aηb − Γc
abηc)

=
(

∂aξ
b
)

ηb + ξb (∂aηb) + Γb
acξ

cηb
︸ ︷︷ ︸

=Γc
ab

ξbηc

−Γc
abξ

bηc

=
(

∂aξ
b
)

ηb + ξb (∂aηb)

= ∂a

(

ξbηb

)

= ∂aφ. (3.49)

Aus diesem Schema folgt dann allgemeiner:

5aT
bc
d = T bc

d ‖a = ∂aT
bc
d + Γb

apT
pc
d + Γc

apT
bp
d − Γq

adT
bc
q . (3.50)

In Riemann–Räumen können wir die Beziehung (3.40) dazu benützen, um
die Vernetzung durch die Christoffel–Symbole zu ersetzen. Damit ergibt sich
aus (3.46):

ξi
‖k = ∂kξ

i +

{

i
kl

}

ξl (3.51)

und aus (3.48):

ξi‖k = ∂kξi −
{

l
ki

}

ξl. (3.52)

Schließlich ergibt (3.50):

T ab
c ‖l = ∂lT

ab
c +

{

a
sl

}

T sb
c +

{

b
sl

}

T as
c −

{

s
cl

}

T ab
s . (3.53)

Wir wenden nun die Regeln der kovarianten Differentiation auf den me-
trischen Tensor gik an, und formulieren das Ricci–Theorem:

Theorem 3.8 Die kovariante Ableitung des metrischen Tensors eines Rie-
mann–Raumes ist Null. Somit ist der metrische Tensor des Riemann–Raumes
im absoluten Sinn konstant. Daraus folgt weiters, daß die Operationen des
Herauf– und Herunterziehens von Indizes mit der kovarianten Differentiati-
on vertauschen, wenn der metrische Tensor als Fundamentaltensor verwendet
wird.
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Beweis:

5lgik = ∂lgik −
{

r
il

}

grk

︸ ︷︷ ︸

1

−
{

r
kl

}

gir

=






























1 =

[{

r
il

}

= grs

[

il
s

]]

= ∂lgik − grsgrk
︸ ︷︷ ︸

δs
k

[

il
s

]

= ∂lgik −
[

il
k

]

= ∂lgik − 1
2
(∂lgik + ∂igkl − ∂kgil)

= 1
2
∂lgik + 1

2
∂kgil − 1

2
∂igkl

=

[

kl
i

]






























=

[

kl
i

]

−
{

r
kl

}

gir

=

[

kl
i

]

− grsgir
︸ ︷︷ ︸

δs
i

[

kl
s

]

=

[

kl
i

]

−
[

kl
i

]

= 0 w.z.b.w. (3.54)

3.8.2 Die Divergenz eines Tensors

Es wurde bereits bewiesen, daß ξi
‖l ein Tensor zweiter Stufe ist; dann ist ξi

‖i

notwendiger Weise ein Skalar, da es offensichtlich die Verjüngung eines Ten-
sors zweiter Stufe bezeichnet. Wir nennen dies die Divergenz eines Tensors:

ξi
‖i = divξ = ∂iξ

i +

{

i
is

}

ξs. (3.55)

Wir verwenden nun zur weiteren Umformung das Ricci–Theorem 3.8:

∂hgij −
{

k
hi

}

gkj −
{

k
hj

}

gik = 0

gij∂hgij −
{

k
hi

}

gijgkj
︸ ︷︷ ︸

gi
k=δi

k

−
{

k
hj

}

gijgik
︸ ︷︷ ︸

gj
k=δj

k

= 0
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gij∂hgij −
{

i
hi

}

−
{

j
hj

}

= 0

{

i
ih

}

=
1

2
gij∂hgij. (3.56)

Nun sind die gik die Elemente der inversen Matrix von gik und deshalb ist
gik = ∆ik/g, mit g = det gik. Man kann aber die Determinante entlang einer
ihrer Zeilen expandieren. Für die dritte Reihe erhält man etwa g = g3k∆

3k.
Man kann dann weiter ∂g/∂gik = ∆ik schreiben, da ∆ik eine Unterdetermi-
nante von g ist, die gik selbst nicht enthält. Somit folgt:

gik =
∆ik

g
=

1

g

∂g

∂gik

{

i
ih

}

=
1

2

1

g

∂g

∂gik

∂hgik

=
1

2g
∂hg

=
1

2
∂h log |g|

= ∂h log
√

|g|
= ∂h log

√−g

=
1√−g∂h

√
−g (3.57)

Somit folgt dann für (3.55):

ξi
‖i =

1√−g
[

∂iξ
i
√−g + ξs∂s

√−g
]

=
1√−g∂i

(

ξi
√
−g
)

, (3.58)

oder für einen zweistufigen Tensor:

(divT )i = T k
i ‖k =

1√−g∂k

(√−gT k
i

)

−
{

s
ik

}

T k
s

usw.

3.8.3 Alternative Ableitung der geodätischen Linie

Wir wollen nun die geodätische Linie aus der Forderung ableiten, daß sie
eine extremale Verbindung zwischen zwei Punkten P0 und P1 sein soll. Die
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Bogenlänge wollen wir mit t parametrisieren. Es gilt:

P
0

P
1

dt2 = gikdx
idxk

S(xi(t)) =

t1∫

t0

√

gikdxidxk

=

t1∫

t0

dt
√

gikẋiẋk

︸ ︷︷ ︸

W

=

t1∫

t0

dtW
!
= Extr.

W ist dabei eine rein geometrische Größe. Wir beschreiben nun mögliche
Nachbarkurven durch

x′i = xi + εx̂i; ẋ′i = ẋi + ε ˙̂xi

und die Extremale soll für ε = 0 gefunden werden. Es gilt dann:

S ′(xi(t) + εx̂i(t)) =

t1∫

t0

dtW ′; W ′ = W ′(x′i, ẋ′i)

= S +
∂S

∂ε

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0

ε+
1

2

∂2S

∂ε2

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0

ε2 + · · ·

Die Extremalforderung lautet somit

δS =
∂S

∂ε

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0

!
= 0

und wir erhalten:

∂S

∂ε

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0

=

t1∫

t0

dt

[

∂W

∂x′i
∂x′i

∂ε
+
∂W

∂ẋ′i
∂ẋ′i

∂ε

]

ε=0

=

t1∫

t0

dt

[

∂W

∂xi
x̂i +

∂W

∂ẋi
˙̂xi

]

= (partielle Integration des zweiten Termes)

=

t1∫

t0

dt x̂i

[

∂W

∂xi
− d

dt

∂W

∂ẋi

]

!
= 0.
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Also folgt:
∂W

∂xi
− d

dt

∂W

∂ẋi
= 0. (3.59)

Für die einzelnen Terme erhalten wir nun:

∂W

∂xl
= ∂l

√

gikẋiẋk

= − 1

2W
∂l

(

gikẋ
iẋk
)

∂W

∂ẋl
= − 1

W
glkẋ

k

d

dt

∂W

∂ẋi
= − d

dt

(

glkẋ
k
)

und somit folgt aus (3.59):

1

2
ẋiẋk∂lgik − ẋiẋk∂iglk − glkẍ

k = 0. (3.60)

Aus gik‖l = 0 und glk‖i = 0 folgt:

∂lgik =

{

s
il

}

gsk +

{

s
kl

}

gis

∂iglk =

{

s
il

}

gsk +

{

s
ik

}

gls

und wir erhalten für (3.60):

ẋiẋk

(
1

2
∂lgik − ∂iglk

)

=

= ẋiẋk

(

1

2

{

s
il

}

gsk +
1

2

{

s
kl

}

gis −
{

s
il

}

gsk −
{

s
ik

}

gls

)

= ẋiẋk










−1

2

{

s
il

}

gsk +
1

2

{

s
kl

}

gis

︸ ︷︷ ︸

= 0; i,k sind Summationsindizes, gik ist symmetrisch

−
{

s
ik

}

gls










= −ẋiẋk

{

s
ik

}

gls.

Es folgt damit weiter

ẍkglk + ẋiẋk

{

s
ik

}

gls = 0

ẍs + ẋiẋk

{

s
ik

}

= 0 (3.61)

was der Gleichung (3.43) entspricht.
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3.8.4 Der Torsionstensor

Es sei φ ein glattes Skalarfeld. Es gilt dann in jedem Kartenbereich ∂a∂bφ =
∂b∂aφ. Im Gegensatz dazu muß aber 5a 5b φ nicht notwendigerweise gleich
5b 5a φ sein. Man kann zeigen, daß stets ein Tensor T c

ab, der Torsionstensor,
existiert, welcher wie folgt gegeben ist:

(5a 5b −5b 5a)φ = T c
ab 5c φ. (3.62)

Ist T c
ab = 0, so ist die Vernetzung torsionsfrei. In Einstein’s Theorie der

Gravitation ist es eine Annahme, daß der Torsionstensor verschwindet. In
allgemeineren Theorien – etwa der Einstein–Cartan Theorie – muß T c

ab nicht
verschwinden und erhält dadurch eine physikalische Bedeutung.

Wir wollen nun T c
ab durch die Vernetzung Γc

ab ausdrücken. Es gilt:

5aξb = ∂aξb − Γc
baξc.

Setzen wir nun ξb = 5bφ = ∂bφ, so erhalten wir:

5a 5b φ = ∂a∂bφ− Γc
ba∂cφ

5b 5a φ = ∂b∂aφ− Γc
ab∂cφ

(5a 5b −5b 5a)φ = (Γc
ba − Γc

ab) ∂cφ

= T c
ab 5c φ

T c
ab = −Γc

ab + Γc
ba = −2Γc

[ab] (3.63)

mit

Γc
[ab] =

1

2
(Γc

ab − Γc
ba) . (3.64)

Somit wird offensichtlich Γc
[ab] ein Tensor. Die Bedingung der Torsionsfreiheit

zeigt sich wiederum in einer symmetrischen Vernetzung. (Siehe auch Seite
51, wo der Torsionstensor ähnlich eingeführt wurde.)

3.9 Der Riemannsche Tensor

3.9.1 Definition

Wir können nun den fundamentalen Tensor vierter Stufe (einfach kontra–
und dreifach kovariant) einführen, welcher für jede Mannigfaltigkeit mit Ver-
netzung existiert. Wir vereinbaren dabei nur, daß die Vernetzung zumindest
einfach differenzierbar ist, daß also ∂aΓ

b
cd in jedem Kartengebiet existiert.

Wir werden dann später sehen, daß dieser Tensor in der allgemeinen Relati-
vitätstheorie das Gravitationsfeld bestimmen wird.
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Dieser Tensor entsteht als Maß für die Nichtvertauschbarkeit der zweiten
kovarianten Ableitung eines Vektorfeldes.

Theorem 3.9 Es sei M eine Mannigfaltigkeit mit der Vernetzung Γc
ab, wel-

che zumindest einmal in jedem Kartengebiet differenzierbar ist. Es existiert
dann stets ein eindeutiges Tensorfeld Rabc

d mit der Eigenschaft

(5a 5b −5b 5a ) ξc − T d
abξc‖d = −Rabc

dξd (3.65)

für jedes glatte Vektorfeld ξc. T
d
ab ist dabei der Torsionstensor nach (3.62).

Beweis: Wir benützen (3.48) und (3.50):

5a 5b ξc = ∂a (5bξc) − Γp
ab 5p ξc − Γp

ac 5b ξp

5b 5a ξc = ∂b (5aξc) − Γp
ba 5p ξc − Γp

bc 5a ξp.

Wir subtrahieren diese beiden Gleichungen voneinander, und finden:

(5a 5b −5b 5a ) ξc + (Γp
ab 5p ξc − Γp

ba 5p ξc) =

= ∂a (5bξc) − ∂b (5aξc) − Γp
ac 5b ξp + Γp

bc 5a ξp

Wir schreiben weiter:

∂a 5b ξc = ∂a

(

∂bξc − Γd
bcξd

)

= ∂a∂bξc −
(

∂aΓ
d
bc

)

ξd − Γd
bc∂aξd

∂b 5a ξc = ∂b∂aξc −
(

∂bΓ
d
ac

)

ξd − Γd
ac∂bξd

(Γp
ab − Γp

ba) 5p ξc = (3.63) = −T p
ab 5p ξc

Γp
ac 5b ξp = Γp

ac

(

∂bξp − Γd
bpξd

)

= Γp
ac∂bξp − Γp

acΓ
d
bpξd

Γp
bc 5a ξp = Γp

bc

(

∂aξp − Γd
apξd

)

= Γp
bc∂aξp − Γp

bcΓ
d
apξd

und fassen zusammen:

(5a 5b −5b 5a ) ξc − T d
ab 5d ξc =

= ∂a∂bξc −
(

∂aΓ
d
bc

)

ξd − Γd
bc∂aξd − ∂b∂aξc +

(

∂bΓ
d
ac

)

ξd + Γd
ac∂bξd −

Γp
ac∂bξp + Γp

acΓ
d
bpξd + Γp

bc∂aξp − Γp
bcΓ

d
apξd

=
(

−∂aΓ
d
bc + ∂bΓ

d
ac − Γp

bcΓ
d
ap + Γp

acΓ
d
bp

)

ξd.
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Wir definieren nun

Rabc
d = ∂aΓ

d
bc − ∂bΓ

d
ac + Γp

bcΓ
d
ap − Γp

acΓ
d
bp (3.66)

und haben damit (3.65) bewiesen. Die zusätzliche Verwendung von

1

2
(Aabcd − Acbad) = A[a|b|c]d

erlaubt dann für (3.66) die Kurzform:

1

2
Rabc

d = ∂[aΓ
d
b]c − Γp

[a|cΓ
d
b]p. (3.67)

Mit Rabc
d wurde der Riemann–Christoffelsche Tensor in seiner dreifach

ko– und einfach kontravarianten Form eingeführt.
In völliger Analogie finden wir für kontravariante Vektoren:

5[a 5b] ξ
c =

1

2
T d

ab 5d ξ
c +

1

2
Rabd

cξd. (3.68)

Aus der Definition (3.65) wird die Symmetrie

Rabc
d = −Rbac

d (3.69)

offensichtlich. Eine weitere wichtige Symmetrie ergibt sich, wenn die kova-
riante Ableitung torsionsfrei ist, wenn also T c

ab = 0 ist. Es folgt dann aus
(3.65):

5a 5b ξc −5b 5a ξc = −Rabc
dξd

für jedes ξc. Wir untersuchen nun die Summe
(

Rabc
d +Rcab

d +Rbca
d
)

ξd =

= 5a 5b ξc −5b 5a ξc + 5c 5a ξb −5a 5c ξb + 5b 5c ξa −5c 5b ξa.

Wir setzen nun ξc = 5cψ und erhalten weiter:
(

Rabc
d +Rcab

d +Rbca
d
)

5d ψ =

= 5a 5b 5c ψ −5b 5a 5c ψ + 5c 5a 5b ψ −5a 5c 5b ψ +

5b 5c 5a ψ −5c 5b 5a ψ

= (5a 5b −5b 5a ) 5c ψ + (5c 5a −5a 5c ) 5c ψ +

(5b 5c −5c 5b ) 5a ψ

= 0

was aus der Torsionsfreiheit von 5a folgt. Somit wird
(

Rabc
d +Rcab

d +Rbca
d
)

5d ψ = 0

für jede beliebige Wahl von ψ; somit muß

Rabc
d +Rcab

d +Rbca
d = 0 (3.70)

gelten.
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3.9.2 Die Identität von Bianchi

Theorem 3.10 Für torsionsfreie kovariante Ableitungen 5a gilt
{

5aRbce
d
}

[abc]
= 5[aRbc]e

d = 0. (3.71)

[abc] deutet dabei die zyklische Vertauschung der Indizes a, b und c an.

Zum Beweis von (3.71) benötigen wir zunächst den Satz:

2 5[a 5b]5cξ
d = −Rabc

p 5p ξ
d +Rabq

d 5c ξ
q, (3.72)

welcher nun bewiesen werden soll. Dazu berechnen wir die linke Seite dieses
Ausdruckes und setzen zunächst

5cξ
d = Tc

d

und bestimmen dann (5a 5b −5b 5a )Tc
d:

Tc
d
‖b = ∂bTc

d + Γd
bpTc

p − Γp
cbTp

d = Xcb
d

Tc
d
‖a = ∂aTc

d + Γd
apTc

p − Γp
caTp

d = Xca
d

Xcb
d
‖a = ∂aXcb

d + Γd
paXcb

p − Γp
caXpb

d − Γp
baXcp

d

Xca
d
‖b = ∂bXca

d + Γd
pbXca

p − Γp
cbXpa

d − Γp
abXcp

d

Xcb
d
‖a −Xca

d
‖b = ∂aXcb

d − ∂bXca
d + Γd

paXcb
p − Γd

pbXca
p

−Γp
caXpb

d + Γp
cbXpa

d − Γp
baXcp

d + Γp
abXcp

d

︸ ︷︷ ︸

=0, da Γp
ba

=Γp
ab

wegen Torsionsfreiheit

∂aXcb
d = ∂a

(

∂bTc
d + Γd

bpTc
p − Γp

cbTp
d
)

=
[

∂a

(

Γd
bpTc

p
)

=
(

∂aΓ
d
bp

)

Tc
p + Γd

bp∂aTc
p
]

= ∂a∂bTc
d + ∂aΓ

d
bpTc

p + Γd
bp∂aTc

p − ∂aΓ
p
cbTp

d −
Γp

cb∂aTp
d

∂bXca
d = ∂b∂aTc

d + ∂bΓ
d
apTc

p + Γd
ap∂bTc

p − ∂bΓ
p
caTp

d −
Γp

ca∂bTp
d

∂aXcb
d − ∂bXca

d =
(

∂aΓ
d
bp − ∂bΓ

d
ap

)

Tc
p − (∂aΓ

p
cb − ∂bΓ

p
ca)Tp

d +

Γd
bp∂aTc

p − Γd
ap∂bTc

p − Γp
cb∂aTp

d + Γp
ca∂bTp

d
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Γd
paXcb

p = Γd
paTc

p
‖b

= Γd
pa (∂bTc

p + Γp
bsTc

s − Γs
cbTs

p)

= Γd
pa∂bTc

p + Γd
paΓ

p
bsTc

s − Γd
paΓ

s
cbTs

p

Γd
pbXca

p = Γd
pb∂aTc

p + Γd
pbΓ

p
asTc

s − Γd
pbΓ

s
caTs

p

Γp
caXbp

d = Γp
ca∂bTp

d + Γp
caΓ

d
bsTp

s − Γp
caΓ

s
pbTs

d

Γp
cbXpa

d = Γp
cb∂aTp

d + Γp
cbΓ

d
asTp

s − Γp
cbΓ

s
paTs

d

Xcb
d
‖a −Xca

d
‖b =

(

∂aΓ
d
bp − ∂bΓ

d
ap

)

Tc
p − (∂aΓ

p
cb − ∂bΓ

p
ca)Tp

d +

Γd
bp∂aTc

p − Γd
ap∂bTc

p − Γp
cb∂aTp

d + Γp
ca∂bTp

d +

Γd
pa∂bTc

p + Γd
paΓ

p
bsTc

s − Γd
paΓ

s
cbTs

p −
Γd

pb∂aTc
p − Γd

pbΓ
p
asTc

s + Γd
pbΓ

s
caTs

p −
Γp

ca∂bTp
d − Γp

caΓ
d
bsTp

s + Γp
caΓ

s
pbTs

d +

Γp
cb∂aTp

d + Γp
cbΓ

d
asTp

s − Γp
cbΓ

s
paTs

d

=
[

Γp
cbΓ

d
asTp

s = Γs
cbΓ

d
apTs

p = Γs
cbΓ

d
paTs

p
]

=
[

Γd
pbΓ

s
caTs

p = Γd
sbΓ

p
caTp

s = Γd
bsΓ

p
caTp

s
]

=
(

Γd
bs|a − Γd

as|b − Γd
paΓ

p
bs − Γd

pbΓ
p
as

)

Tc
s −

(

Γs
cb|a − Γs

ca|b − Γp
cbΓ

s
pa − Γp

caΓ
s
pq

)

Ts
d

= Rabs
dTc

s − Rabc
sTs

d

= −Rabs
d 5s ξ

d +Rabc
s 5c ξ

b w.z.b.w.

Wir wenden nun den zyklischen Operator

{. . .}[cba]

auf (3.72) an und erhalten:
{

Rabs
dξs

‖c −Rabc
sξd

‖s

}

[cba]
=

=
{

ξd
‖c‖b‖a − ξd

‖c‖a‖b

}

[cba]

=
{

ξd
‖c‖b‖a − ξd

‖c‖a‖b + ξd
‖b‖a‖c − ξd

‖b‖c‖a + ξd
‖a‖c‖b − ξd

‖a‖b‖c

}

=
{

ξd
‖c‖b‖a − ξd

‖b‖c‖a + ξd
‖b‖a‖c − ξd

‖a‖b‖c + ξd
‖a‖c‖b − ξd

‖c‖a‖b

}

=
{

ξd
‖c‖b‖a − ξd

‖b‖c‖a

}

[cba]

=
{(

ξd
‖c‖b − ξd

‖b‖c

)

‖a

}

[cba]
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= (3.68) =
{(

Rbcs
dξs
)

‖a

}

[cba]

=
{

Rbcs
d
‖aξ

s −Rbcs
dξs

‖a

}

[cba]
.

Daraus folgt die Beziehung:
{

Rbcs
d
‖aξ

s
}

[cba]
=

{

Rabs
dξs

‖c −Rabc
sξd

‖s −Rbcs
dξs

‖a

}

[cba]

=
{

Rcbs
dξs

‖a +Rbac
sξd

‖s − Rbas
dξs

‖c

}

[cba]

= Rcbs
dξs

‖a +Rbac
sξd

‖s − Rbas
dξs

‖c

Racs
dξs

‖b +Rcba
sξd

‖s − Rcbs
dξs

‖a

Rbas
dξs

‖c +Racb
sξd

‖s − Racs
dξs

‖b

= (Rbac
s +Rcba

s +Racb
s) ξd

‖s

= (−Rabc
s −Rbca

s − Rcab
s) ξd

‖s = (3.70) = 0.

Somit folgt {

Rbcs
d
‖a

}

[cba]
ξs = 0,

und da ξs ein beliebiger Vektor ist, muß
{

Rbcs
d
‖a

}

[cba]
= 0

gelten, womit die Bianchi–Identität bewiesen ist.

3.10 Der affin ebene Raum

3.10.1 Lemmas

Wir haben bereits die Tatsache diskutiert, daß in der allgemeinen affinen
Mannigfaltigkeit das Konzept der Parallelität zusammenbricht, da wir beim
Paralleltransport (Abb. 3.8) eines Vektors von einem Punkt zu irgendeinem
anderen entlang unterschiedlicher Wege unterschiedliche Vektoren erhalten
werden. Können wir aber einen Vektor von einem Punkt zu einem beliebigen
anderen mit vom Transportweg unabhängigem Ergebnis bewegen, so bezeich-
nen wir die Verknüpfung als integrabel. Wir untersuchen nun zwei Lemmas,
welche das Konzept des affin flachen Raumes, die Integrabilität und das Ver-
schwinden des Riemannschen Tensors miteinander verknüpfen.

Lemma 3.1 Es ist eine notwendige und hinreichende Bedingung für eine
integrable Verknüpfung, daß der Riemannsche Tensor verschwindet.
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Abbildung 3.8: Die ‘Parallelverschiebung’ eines Vektors.

Beweis der Notwendigkeit:

Γa
bc ist integrabel und wir können mit einem Vektor ξa in einem beliebigen

Punkt beginnen und ein eindeutiges Vektorfeld ξa(n) über der Mannigfaltig-
keit konstruieren, indem wir den Vektor parallel verschieben. Für die Paral-
lelverschiebung gilt dann (siehe Abschnitt 3.7.2ff):

5cξ
a = ∂cξ

a + Γa
bcξ

b !
= 0. (3.73)

Dies ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welche auch Lösun-
gen haben muß. Wir haben nun in Gleichung (3.68) die Beziehung

5[a 5b] ξ
c =

1

2
T d

ab 5d ξ
c +

1

2
Rabd

cξd

kennen gelernt. Unsere Forderung (3.73) bedingt somit notwendig:

Rabd
cξd = 0,

und da ξd im gesamten Raum beliebig ist, folgt als notwendige Bedingung
für den affin flachen Raum

Rabd
c = 0. (3.74)

Beweis der hinreichenden Bedingung:

Wir untersuchen dazu den Unterschied in der Parallelverschiebung des Vektors
ξa um eine infinitesimale Schleife (Abb. 3.9), welche xa mit xa + δxa + dxa

verbindet. Zuerst über xa + δxa und dann über xa + dxa. Wir transportieren
zunächst ξa von xa nach xa + δxa und erhalten, wie schon gezeigt wurde:

ξa(x+ δx) = ξa(x) + δ̄ξa(x)

mit
δ̄ξa(x) = −Γa

bc(x)ξ
b(x)δxc.
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Abbildung 3.9: Die unterschiedliche Möglichkeiten der ‘Parallelverschiebung’
eines Vektors.

(Siehe auch Abb. 3.5.) Wenn wir dann ξa nach xa + δxa +dxa transportieren
erhalten wir

ξa(x + δx+ dx) = ξa(x + δx) + δ̄ξa(x + δx)

mit
δ̄ξa(x + δx) = −Γa

bc(x + δx)ξb(x + δx)dxc.

Wir entwickeln nach Taylor und verwenden die obigen Ergebnisse, wobei wir
annehmen, daß alles im Punkte xa berechnet wird, und unter Verwendung
von (3.45) folgt:

δ̄ξa(x + δx) = −
(

Γa
bc + ∂dΓ

d
bcδx

d
) (

ξb − Γb
efξ

eδxf
)

dxc

= −Γa
bcξ

bdxc − ∂dΓ
a
bcξ

bδxddxc +

Γa
bcΓ

b
efξ

eδxfdxc + ∂aΓ
d
bcΓ

b
efξ

eδxdδxfdxc

︸ ︷︷ ︸

�

und

ξa(x+ δx + dx) = ξa − Γa
bcξ

bδxc − Γa
bcξ

bdxc −
∂dΓ

a
bcξ

bδxddxc + Γa
bcΓ

b
efξ

eδxfdxc.

Um das äquivalente Ergebnis für den Pfad zu erhalten, welcher xa mit
xa +dxa + δxa über dxa verbindet, braucht man in obiger Gleichung nur dxa

und δxa austauschen:

ξa(x+ dx + δx) = ξa − Γa
bcξ

bdxc − Γa
bcξ

bδxc −
∂dΓ

a
bcξ

bdxdδxc + Γa
bcΓ

b
efξ

edxfδxc.
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Wir bestimmen die Differenz:

∆ξa = ξa(x + δx+ dx) − ξa(x + dx + δx)

= −Γa
bcξ

bδxc − Γa
bcξ

bdxc + Γa
bcξ

bdxc +

Γa
bcξ

bδxc − ∂dΓ
a
bcξ

bδxddxc + ∂dΓ
a
bcξ

bdxdδxc +

Γa
bcΓ

b
efξ

eδxfdxc − Γa
bcΓ

b
efξ

edxfδxc

= −∂dΓ
a
bcξ

bδxddxc + ∂cΓ
a
bdξ

bdxcδxd +

Γa
bcΓ

b
efξ

eδxfdxc − Γa
bfΓ

b
ecξ

edxcδxf

=
(

∂cΓ
a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γa

ecΓ
e
bf − Γa

efΓ
e
bc

)

ξbdxcδxf

= (∂cΓ
a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γa

ecΓ
e
bd − Γa

edΓ
e
bc) ξ

bdxcδxd

(3.66)
= Rcbd

aξbdxcδxd

= −Rbcd
aξbdxcδxd.

Aus diesem Ergebnis ist zu ersehen, daß ∆ξa dann und nur dann Null ist,
wenn der Riemannsche Tensor identisch verschwindet.

Es gilt somit: der Vektor ξa wird dann und nur dann derselbe im Punkt
xa + δxa + dxa sein, unabhängig vom Pfad, welcher zur Erreichung dieses
Punktes eingeschlagen wird, wenn Rbcd

a = 0 ist. Es folgt also, daß, bei Ver-
schwinden des Riemannschen Tensors, ξa sich nicht verändert, wenn er ent-
lang einer beliebigen infinitesimalen Schleife parallel verschoben wird. Mit
diesem Ergebnis und unter der Annahme, daß die Mannigfaltigkeit einfach
zusammenhängend ist, kann man eine Kurve kontinuierlich in eine andere
verformen, wobei die Verformung in jedem Schritt infinitesimal erfolgt.

Lemma 3.2 Eine notwendige und hinreichende Bedingung für eine affin fla-
che Mannigfaltigkeit besteht darin, daß die Vernetzung symmetrisch und in-
tegrabel ist.

Dieses Lemma wurde bereits als Weylsches Theorem (Theorem 3.7) be-
wiesen.

3.10.2 Symmetrien im Riemannschen Raum

Wir haben bereits im Abschnitt 3.7.2 einen torsionsfreien geodätischen Raum
eingeführt und für diesen folgte dann die weitere Eigenschaft

5cgab = 0, (3.75)

wodurch der metrische Tensor als global konstant identifiziert wurde. Damit
ist gab eine symmetrische Matrix und es existiert dann immer eine Transfor-
mation, welche diese Matrix auf Diagonalform bringt, wobei jeder Diagonal-
term entweder gleich +1 oder gleich -1 sein wird. Der Überschuß an Plus-
zeichen wird dann die Signatur der Metrik genannt; ist die Signatur gleich
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Null, so spricht man von einer singulären Metrik. Ist der metrische Tensor
über die Mannigfaltigkeit kontinuierlich und nicht singulär, dann folgt wei-
ter, daß die Signatur eine Invariante ist. Im allgemeinen wird es jedoch nicht
möglich sein, Koordinatensysteme aufzufinden, in welchen sich der metrische
Tensor überall auf Diagonalform reduzieren läßt. Besteht allerdings ein sol-
ches Koordinatensystem, in welchem sich der metrische Tensor überall auf
Diagonalform bringen läßt, mit ±1 als Diagonalelementen, so ist die Metrik
eben.

In welcher Beziehung steht nun eine ebene Metrik mit dem affin ebenen
Raum, wenn die Vernetzung die metrische Vernetzung ist? Die Antwort gibt:

Lemma 3.3 Die notwendige und hinreichende Bedingung für eine ebene Me-
trik besteht im Verschwinden des Riemannschen Tensors.

Die Notwendigkeit folgt aus der Tatsache, daß ein Koordinatensystem be-
stehen muß, in welchem der metrische Tensor diagonal ist, mit Elementen ±1
in der Diagonale. Der metrische Tensor ist überall konstant und damit sind
seine partiellen Ableitungen gleich Null; damit verschwinden die metrischen
Vernetzungen Γa

bc aufgrund von (3.37) und damit auch ihre Ableitungen. Also
verschwindet auch der Riemannsche Tensor aufgrund von (3.66).

Umgekehrt aber, wenn der Riemannsche Tensor verschwindet, so muß
nach den im vorhergehenden Abschnitt abgeleiteten Lemmas ein speziel-
les Koordinatensystem bestehen, in welchem die Vernetzungen überall ver-
schwinden. Es folgt dann wegen (3.75):

5cgab = ∂cgab − Γa
acgdb − Γd

bcgad = 0

oder
∂cgab = Γd

acgdb + Γd
bcgad = 0, (3.76)

und damit ist der metrische Tensor überall konstant und kann somit auf
Diagonalform transformiert werden. Somit folgt, daß bei Verwendung der
metrischen Vernetzung der metrisch ebene Raum dem affin ebenen Raum
entspricht.

3.10.3 Symmetrien des Riemann Tensors im metrischen

Raum

Wir benützen nun die Bianchi–Identität, um einige Symmetrieeigenschaften
des Riemannschen Tensors im metrischen Raum ableiten zu können. Sie lau-
tet:

Rcbs
d
‖a +Racs

d
‖b +Rbas

d
‖c = 0.
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Wir definieren nun den vierfach kovarianten Riemanntensor durch Herunter-
ziehen des kovarianten Index:

Rabcd = Rabc
s gds

= −Rbac
s gds = −Rbacd. (3.77)

Aus (3.70) folgt weiter:

Rabc
d +Rbca

d +Rcab
d = 0 | × gsd

Rabcs +Rbcas + Rcabs = R[abc]s = 0. (3.78)

Wir verwenden nun (3.75) und schließen daraus:

2 5[a 5b]gcd = 0 = (3.72)

= −Rabc
sgsd − Rabd

sgsc

= − (Rabcd +Rabdc) = 0

Rabcd = −Rabdc. (3.79)

Der vierfach kovariante Riemannsche Tensor ist somit antisymmetrisch un-
ter Vertauschung der vorderen oder der hinteren zwei Indizes. Eine weitere
wichtige Symmetrie folgt aus (3.78):

Rabcd +Rbcad +Rcabd = 0

Rabdc +Rbdac +Rdabc = 0

Rabcd +Rbcad +Rcabd − Rabdc
︸ ︷︷ ︸

=−Rabcd

−Rbdac − Rdabc = 0

2Rabcd +Rbcad +Rcabd − Rbdac − Rdabc = 0

2Rabcd − Rcadb −Radcb − Rbcda − Rdbca = 0

2Rabcd − (Rcadb +Radcb) − (Rbcda +Rdbca) = 0

Rcadb +Radcb +Rdcab = 0

Rbcda +Rcdba +Rdbca = 0

2Rabcd + Rdcab
︸ ︷︷ ︸

=−Rcdab

+ Rcdba
︸ ︷︷ ︸

=−Rcdab

= 0

Rabcd = Rcdab (3.80)

Alle diese Symmetrieeigenschaften sind wesentlich, da sie die Zahl der zu
bestimmenden unabhängigen Tensorkomponenten stark reduzieren.

Wir führen nun den verjüngten Riemann–Tensor, den Ricci–Tensor ein:

Rab = Racb
c = Racbd g

cd (3.81)
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und im weiteren den Ricci–Skalar:

R = Ra
a = Rab g

ab = Racbd g
abgcd. (3.82)

Aufgrund von (3.80) gilt ganz offensichtlich:

Rab = Rba. (3.83)

Wir bilden aus diesen Tensoren den Einstein–Tensor:

Gab = Rab −
1

2
gabR. (3.84)

Aus der Bianchi–Identität (3.71) folgt weiter:

gst
{

Rbcs
d
‖a

}

[cba]
=

{(

gstRbcs
d
)

‖a

}

[cba]

=
{

Rbc
td
‖a

}

[cba]

= Rbc
td
‖a +Rca

td
‖b +Rab

td
‖c = 0.

Wir verjüngen nun t mit a und d mit b, beachten die Symmetrieeigenschaften
(3.77,3.78,3.79, und 3.80), und erhalten:

Rab
ab

‖c +Rca
ab

‖b +Rbc
ab

‖a =

R‖c −Rac
ab

‖b +Rcb
ab

‖a =

R‖c − Rc
b
‖b +Rc

a
‖a =

R‖c − 2Rc
b
‖b = 0

und
1

2
R‖c = Rc

b
‖b. (3.85)

Wegen der Eigenschaften des Fundamentaltensors gilt weiter:

1

2
gs

cR‖s =
1

2
(gs

cR)‖s − Rc
s
‖s = 0

(

Rc
s − 1

2
gs

cR
)

‖s
= 0 | × gbs

(

gbsRc
s − 1

2
gbsg

s
cR
)

‖s
= 0

(

Rcb −
1

2
gbcR

)

‖b
= 0,

oder mit (3.84):
Gab‖b = divGab = 0. (3.86)
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Wir sehen also, daß der Einstein–Tensor divergenzfrei ist. Dieses Ergebnis ist
von fundamentaler Bedeutung für unsere weiteren Überlegungen.

Abschließend wollen wir noch zusammenfassend feststellen, daß für einen
ebenen metrischen Raum der Riemann–Tensor gleich Null ist; damit ist auch
der Ricci–Tensor und der Ricci-Skalar gleich Null, was schließlich noch dazu
führt, daß auch der Einstein–Tensor gleich Null ist.
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