Kapitel 3

Differentialgeometrie

3.1 Definition eines metrischen Raumes

Metrischer Raum: FEin metrischer Raum ist eine Menge M und eine reell-
wertige Funktion d(x,y) auf M x M. Diese Funktion hat die folgenden
Eigenschaften:

1. d(z,y) >0, reMyeM
2. d(z,y) =0 nur wenn = =y

3. d(z,y) = d(y,x)
4. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z), zeM

Diese Funktion d wird auch die Metrik von M genannt. Elemente me-
trischer Rdume werden als Punkte bezeichnet. Ganz allgemein kann
die Menge M auf unterschiedliche Weise zu einem metrischen Raum
gemacht werden. Man bezeichnet den metrischen Raum auch oft mit
(M, d), wobei die Metrik nicht explizit angegeben wird.

Beispiel 1:
M = R"
r o= (..., 2"
y = .y
d(r,y) = V@ =g+ @ =y
Beispiel 2:

Es sei nun, entsprechend Abb. 3.1, M der Einheitskreis im R?, also
die Menge aller Paare von reellen Zahlen («, 3), fiir welche o + 3% = 1
ist. Es besteht nun die Moglichkeit fiir die Metrik durch

di((a, B), (o', B)) = di(p,p) = /(@ — a')2 + (8 — 3')?
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Abbildung 3.1: Metrische Rdume am Einheitskreis.

oder durch
ds(p, p') = Bogenléinge von p nach p'.

definiert zu werden.

Konvergenz: FEine Folge von Elementen {x,,,n = 1,..., 00} des metrischen
Raumes (M, d) konvergiert zum Element z € M, wenn d(x,z,) — 0
fiir n — oo. Dies wird haufig mit z, 4, 2 oder mit lim, oo, =
bezeichnet.

Im Beispiel 2 gilt etwa:
di(p,p") < do(p,p') < wdi(p. p).

Daraus ersehen wir, dafl p, 4, p nur moglich ist, wenn auch p,, R P
gilt.

Cauchy Menge: Man nennt eine Menge von Elementen {z,} des metri-
schen Raumes (M, d) eine Cauchysche Menge, wenn fiir alle € > 0 ein
N derart existiert, daB fir n,m > N d(z,,z,) < € wird. Eine kon-
vergente Menge ist eine Cauchysche Menge. Ein metrischer Raum, in
welchem alle Cauchy — Mengen konvergieren, ist vollstindig.

Weitere Definitionen: Wir definieren noch fiir den metrischen Raum (X, d):
1. Die Menge {z} mit 2 € X und d(z,y) < r wird offene Kugel

B(y;r) vom Radius r um den Punkt y € X genannt.

2. Die Teilmenge O von X (O C X) ist offen, wenn fiir alle y € O
ein r > 0 derart existiert, dafl B(y;r) eine Teilmenge von O ist.

3. Eine Teilmenge N von X ist eine Umgebung von y € N, wenn die
offene Kugel B(y;r) eine Teilmenge von N fiir irgendein 7 ist.
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4. Es ist E eine Teilmenge von X. Ein Punkt x wird dann Endpunkt
von E genannt, wenn fiir alle » > 0 der Durchschnitt der offenen
Kugel B(x;r) mit (E\ {x}) nicht die Nullmenge ist, also F andere
Punkte als x beliebig nahe zu x enthélt.

5. Die Teilmenge F' von X ist endlich, wenn sie alle Endpunkte
enthélt.

6. Ist GG eine Teilmenge von X, so ist x € G ein innerer Punkt von
G, wenn G eine Umgebung von z ist.

3.2 Topologische Riaume, der Hausdorff Raum

Topologischer Raum: FEin topologischer Raum ist eine Menge S mit ei-
nem System von Teilmengen 7', welche offene Mengen sind und folgende
Eigenschaften haben:

1. Endliche Durchschnitte von Mengen aus 1" gehoren wieder zu T

ABET, ANBEeT

2. Beliebige Vereinigungen von Mengen aus 7' gehoren wieder zu 1™

A, €T, acl; UJ A, €T,

ael

wobei I die Indexmenge ist.

3. Die Nullmenge ist in T" enthalten und S € T

Die so eingefithrten Mengen 7" nennt man Topologie.

Das beste Beispiel fiir einen topologischen Raum ist ein metrischer
Raum.

Homo6omorphie: Zwei topologische Raume S; und S, heiflen homdomorph,
wenn es eine eindeutige Abbildung der Punkte von S; auf die Punkte
von Sy gibt, bei der jede offene Menge von S in eine offene Menge von
Sy iibergeht und umgekehrt.

Hausdorff Raum: Es ist dies ein topologischer Raum, in welchem fiir alle
x und y, x # y, offene Mengen O; und O, existieren, mit x € O,
und y € O,, wobei der Durchschnitt der beiden Mengen die Nullmenge
ergibt, O; N Oy =@. Der Raum ist also so reichhaltig, dal man mit
seiner Hilfe Punkte aus der dem Raum zugeordneten Menge S trennen
kann.
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Abbildung 3.2: Der Hausdorff Raum

Umgebung eines Punktes: Jede Teilmenge des topologischen Raumes S,
die eine den Punkt x enthaltende offene Teilmenge enthélt, heifit die
Umgebung von x.

3.3 Problemorientierte Einfiihrung von Man-
nigfaltigkeiten

Fiir unser Modell der Raumzeit benétigen wir einen topologischen Raum,
welcher lokal wie der R* aussieht — ein euklidischer vierdimensionaler Raum.
Auf diesem einzufithrenden Raum sollen die bekannten Infinitesimal-Opera-
tionen anwendbar sein. Dies verlangt schlieflich eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit, welche wir nun in allgemeiner Form n-dimensional einfithren
wollen.

Eine n—dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist ein topologischer
Hausdorff Raum M, welcher fiir jeden Punkt in M eine offene Umgebung
besitzt, welche homéomorph einer offenen Menge im R™ ist.

Es ist also M mit einer Klasse von offenen Mengen U; in einer Weise
bedeckt, dafl zwischen jeder offene Menge von M und einer offenen Menge des
R"™ ein Homoéomorphismus existiert. Dieser Homéomorphismus wird Karte
von M genannt. U; ist dann das Kartengebiet, oder der Bereich der Karte.
Wenn wir nun einen Punkt p € M betrachten, welcher einer bestimmten
offenen Menge, etwa U;, angehort (Abb. 3.3), dann ist seine Abbildung im

R™ unter der Karte U; - R™ eine Menge von Zahlen z¢[p], welche wir die
Koordinaten von p (relativ zum Bereich U;) nennen.

30



Abbildung 3.3: Zuordnung zwischen offenen Mengen und Karten
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Es sei nun U;; = U; N U; die Bezeichnung fiir die verschiedenen Durch-
schnitte von Kartenbereichen. Offensichtlich konnen wir fiir Punkte, welche
in einem solchen Durchschnitt liegen, mehr als einen Satz von Koordina-
ten angeben. Es ist somit notwendig, dafl ein Satz von Funktionen existiert,
welcher den Kartenwechsel in den Uberlappungsbereichen definiert.

Wir nehmen nun an, daB der Punkt p im Uberlappungsbereich Uy liegt.
Er habe die Karten U; - R” und U -2 R™. Wir haben somit p — z° [p],
wenn man p als in U; liegend annimmt, und p — y®[p], wenn man p als
in U, liegend annimmt. Wir benotigen also fiir p € Us die Existenz einer
Menge von Funktionen z¢(y), in einer Weise, dafi x%[p] = z%(y°[p]) ist. Die
Koordinaten 2¢[p] werden also durch die Koordinaten y°[p] ausgedriickt, was
ein Transformationsgesetz etabliert.

Im Bereich des Durchschnitts dreier offener Mengen bendtigen wir die
folgenden Transformationsgesetze:

z%[p] = xa(yb[p]) in Upz
y*[p) = y*(z"[p]) in Usy
2%[p] = 2*(2"[p]) in Uns

und es mufl noch
l‘a(yb(zc[p])) = ZL‘a(Zc[pD iIl U123 = U1 N U2 N U3

gelten.

Soll die Mannigfaltigkeit differenzierbar sein, so mufl gefordert werden,
daB die Ubergangsfunktionen x%(3°[p]) differenzierbar sind. Sind diese Uber-
gangsfunktionen in allen Ordnungen differenzierbar, so ist die Mannigfaltig-
keit glatt.

3.4 Skalare Felder

Es sei nun ¢(x%) ein skalares Feld auf U; und ¢(y®) ein skalares Feld auf Us.
Stimmen sie auf Uj, iiberein, dam} beschreiben sie zusammen ein skalares
Feld auf der Vereinigung U; U Us. Ubereinstimmung bedeutet dabei:

¢(x[p]) = ¥ (y*[p]) (3.1)

fiir alle p € Uy, = U; N U,. Haben wir nun weiter einen Satz von skalaren
Feldern, mit einem Feld fiir jede offene Menge aus M, welche in den Uber-
lappungsbereichen entsprechend (3.1) iibereinstimmen, dann haben wir ein
skalares Feld, welches global auf der gesamten Mannigfaltigkeit definiert ist.
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Wir wollen nun die Notation etwas kompakter gestalten, indem wir fiir
(3.1)
¢(a’[p]) = ¢'(«"[p]) aut UNU’
verkiirzt
$a) = ¢/ (2" (")) (3.2)
schreiben. Wir verwenden hier, da die Koordinaten 2”[p] aufgrund der Uber-

gangsfunktionen durch z°[p] ausgedriickt werden kénnen. Der spezielle Hin-
weis auf den Punkt p durch [p] wird also fallen gelassen.

3.5 Kontra— und kovariante Vektorfelder

3.5.1 Kontravariante Vektorfelder

Solche Vektorfelder sind in der Analysis differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
durch die Untersuchung linearer Differentialoperatoren, welche auf Skalar-
felder wirken, definiert. Intuitiv beschreibt die “Richtung”, welche mit der
Ableitung in jedem Punkt verbunden ist, die Richtungseigenschaften des zu-
gehorigen Vektorfeldes.

Wir untersuchen ein Paar von Differentialoperatoren, welche auf den Men-
gen U und U’ definiert sind:

V(x)0, auf U
V(2o auf U’ (3.3)
mit 0, = 9/0x'*. Unter welchen Voraussetzungen stimmen sie iiberein? ¢(x)

ist nun ein Skalarfeld auf U und ¢'(z’) eines auf U’ und es gelte ¢(x) = ¢'(2')
auf U NU’'. Es mul dann fiir jedes solche Skalarfeld gelten:

VU2)0up(z) = V" ¢ (2') auft UNU".
Nun finden wir weiter:
VU (z)0up(x) = VU (2)0az" 0y (x(a'))

= (3.1)= V“(x)@ax’baggb’(x')

= V)0 ()

- VW)
oder

V'e(2') = VP(2)0ya' in UNU'. (3.4)

Dies ist das Transformationsgesetz fiir ein kontravariantes Vektorfeld. Es ver-
einbart die Transformation in allen Komponenten eines kovarianten Vektor-
feldes beim Kartenwechsel.
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3.5.2 Kovariante Vektorfelder

Diese formen ein spezielles System von Vektorfeldern auf der Mannigfal-
tigkeit. Sie sind natiirlich ‘dual’ zu den kontravarianten Vektorfeldern. Das
Transformationsgesetz fiir kovariante Vektorfelder ist durch

Al(2") = Ap(2)0la® in UNU’ (3.5)

gegeben, wobei @ z° iiblicherweise als Jacobi-Matriz bezeichnet wird.

Wodurch entstehen nun solche Felder? Wir betrachten wieder ein skalares
Feld ¢(x) mit ¢(z) = ¢'(2’) auf U N U’. Nun wird fiir jeden Kartenbereich
der Gradient gebildet:

Aa(z) = 0Ou9(2)
Au(a) = 0,¢'(2), (3.6)
und so weiter. Wie transformiert nun dieses System? Es gilt:
Ap(z) = Opod(z)
= O™ Olp(x(2)) m UNU'
(3.2) = Q0.9 (")
(3.6) = Qpa’°Al(2) | - Oa?

und daraus folgt:
Ap(2)0. 2 = 0 2Opa’ AL(2).
Nun gilt aber:
I xb Oy’ = ¢,
und es folgt das bereits in (3.5) eingefiihrte Transformationsgesetz
Ay(2)0a" = A, ().

Wir sehen daraus, dafl der Gradient eines Skalarfeldes wie ein kovariantes
Vektorfeld transformiert.

Theorem 3.1 Das Produkt P = A,(x) V() gebildet zwischen einem ko—
und einem kontravarianten Vektor ist eine skalare Invariante.

Beweis. Wir untersuchen den transformierten Ausdruck:
P = Al (V')
= Ay(2)0,2" V()02
= Ay(z)Ve(x) 0,2’ 0.’
—_———
—ob,
Ay(z)V(x)
P. (3.7)
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P ist somit ein Skalar und wir nennen P das innere Produkt zwischen einem
ko- und einem kontravarianten Vektor.

3.6 Tensoren

3.6.1 Intrinsische Definition

Wir haben bereits die Transformationsgesetze fiir Vektoren in der Form (3.4)
und (3.5) abgeleitet. Wir betrachten nun eine multilineare Form P:

_ rpitigyeta (01 0 j 1,2 (a)
P = lelgjjb (556) x@) ng)) (yil Yiy" = Yi, ) (3-8>

wobei mﬁ) die j;—te Komponente irgendeines kontravarianten Vektors x(j)

ist, und yl(l1 )

SchlieBlich ist T;;;Z eine Menge von n“"” Elementen mit a oberen und b
unteren Indizes, welche kontra— und kovariante Indizes genannt werden.

Definitionsgeméf sagen wir, dal die Werte T]ZIIJZ: die Komponenten eines
Tensors bilden, wenn fiir eine beliebige Anderung der Koordinaten, unter
welcher die Vektoren x und y entsprechend (3.4) und (3.5) transformieren, die
Tensorkomponenten so transformieren, dafl P aus (3.8) unverdndert bleibt.
sz 11;: ist dann ein Tensor (a + b)—ter Stufe.

Ein Tensor nullter Stufe ist dann ein Skalar, eine Zahl, welche bei ei-
nem Kartenwechsel (Anderung der Koordinaten) unveréndert bleibt. (Siehe
Diskussion in Abschnitt 3.4.) Ein Tensor erster Stufe kann entweder kontra-
variant (T"%) oder kovariant (7}) sein. Wir nehmen nun einen Tensor 7" und
nach unserer Definition (3.8) kénnen wir einen beliebigen Vektor y; nehmen
und P = T'y; bilden. P muB dann ein Skalar sein, wie aus (3.7) folgt. Somit
ist ein Tensor erster Stufe ein Vektor (ko— oder kontravariant).

Wir betrachten schliellich die g;;, welche die Metrik in einem Raum de-

finieren. Wir hatten fiir den Ereignisabstand:

ist die i;-te Komponente irgendeines kovarianten Vektors y ).
a+b

AT? = g Az Az® = Invariante

oder A
ds? = g;pdz’dz® = Invariante. (3.9)

Unsere intrinsische Definition wiirde es nahe legen, daf die g;;, Komponenten
eines kovarianten Tensors zweiter Stufe sind. Aber aus unserer intrinsischen
Definition folgt eigentlich:
ik
P =Ty

mit z (1) und x2) zwei beliebigen Vektoren. Aus (3.9) sind aber dz’ und da*
verschiedene Komponenten ein und desselben Vektors dx. Wir kénnen aber
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dx als einen beliebigen Vektor ansehen, welcher seinerseits als Summe zweier
beliebiger anderer Vektoren geschrieben werden kann. Wir erhalten dann:

ds* = g (dx%l) + d:clé)) (da:’(“l) + dx’(“z))
= gikdle)dxﬁ) + gikdxzz)dxl&) + Qgikdxﬁl)dxl(“z)
und nachdem der dritte Term der Summe ein Skalar ist, miissen auch die

ersten zwei Terme Skalare sein, womit gezeigt wurde, dafl die g;; kovariante
Tensoren zweiter Stufe sind.

3.6.2 Das Transformationsgesetz

Wir gehen wieder so wie im Fall des Vektors vor, und schreiben nun die
Invarianzforderung fiir P gegeniiber beliebigem Kartenwechsel als

111,02, 5%a (] 15 / 1,12 (a)
T]l{]227 (x(‘jll) ZE(JQ2) (‘;}3) (yll ylg yza )
01502, / @, @ (@
Tzt (afhy alsy o)) (ul) w ). (3.10)

Die gestrichenen Vektorkomponenten werden wieder als Funktionen der un-
gestrichenen ausgedriickt, und wir erhalten nach zu Abschnitt 3.5.1 analoger
Rechnung;:
U 1Ly a J— ’ e ta
Thion (O - 0ah) (O, a0 - 0w ) = Tglgroge. (311)

Wir wollen diese Beziehung invertieren, um 7" durch 7" ausdriicken zu konnen.
Dazu multipliziert man beide Seiten von (3.11) mit

O] 2P 0 ) (O 2 - Oy, 1)
(92" 0y,0™) )

Man erhilt dann:

llyl27 7

T/k17k2, “ Tﬁoi’ﬁoﬁ’ ,ﬁtza (8a11,/k1 - aaal‘,ka) (alfllﬁl .. .8l’blﬁb) ) (3_12)

Dieses Transformationsgesetz wird auch héufig als aziomatische Definition
des Tensors verwendet. Ein Vergleich mit (3.4) und (3.5) zeigt, da die ko-
varianten Indizes wie kovariante Vektoren, die kontravarianten Indizes wie
kontravariante Vektoren transformieren. So gilt etwa fiir einen dreistufigen
Tensor:

T}7 = 0,2"0,a" O T™ (3.13)
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3.6.3 Tensoralgebra
Gleichheit und Summe von Tensoren

Zwei Tensoren A und B sind gleich, wenn ihre Komponenten gleich sind
A7 = BY (3.14)

fiir alle Werte, welche ihre Indizes annehmen konnen. Es ist dabei nicht
notwendig anzugeben, dal die Komponenten der beiden Tensoren in allen
Koordinatensystemen gleich sind. Es geniigt, wenn man weif}, daf§ A und B
Tensoren sind, und dafl ihre Komponenten in einem speziellen Koordinaten-
system gleich sind; ihre Komponenten sind dann in jedem Koordinatensystem
gleich. Dies folgt aus dem Transformationsverhalten (3.12) der Tensoren.
Die axiomatische Definition des Tensors nach (3.12) ist linear und homo-
gen in den Tensorkomponenten T;f;g und daraus folgt:
(a) Die Summe zweier Tensoren mit der selben Zahl von von ko— und kon-
travarianten Indizes kann als die Summe ihrer Komponenten definiert
werden, und dies ist wieder ein Tensor:

Al + BY =Cy. (3.15)

(b) Das Produkt eines Tensors mit einem Skalar (Multiplikation jeder Kom-
ponente mit diesem Skalar) ist wieder ein Tensor.

Tensormultiplikation

Wir untersuchen hier der Einfachheit halber einen speziellen Fall, der aber
- mit entsprechendem Aufwand - sofort zu verallgemeinern ist. Es sind T$5
und S* zwei Tensoren und wir untersuchen die Werte

Gadw — TeBgh, (3.16)

Das Produkt der Tensoren 7" und S soll also ein vierfach kontra— und einfach
kovarianter Tensor G sein. Um dies zu zeigen, untersuchen wir in einem
anderen Koordinatensystem:

tafBuv __ mlaf Qluv
G, =177
und verwenden die Transformationsgesetze:
Tf/aﬁS’“” = 8ix'“8jx’58fyka,ij QM0 St
— 8Z-x'0‘8jx'ﬁ oz’ am:p”’&lyxk T,ij gim
3.16 i
(8.16) &-x'“@jx'ﬁ@lx'“@mx"’@;kaglm
lafuy
G

Das Tensorprodukt (3.16) wird haufig das duflere Produkt genannt.

(3.12)
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Zerlegung eines Tensors in eine Summe von Vektorprodukten

Theorem 3.2 In einem n—dimensionalen Raum kann jeder Tensor der Stu-
fe q > 1 als die Summe von Tensorprodukten von Vektoren mit q Faktoren
geschrieben werden. n9=! ist im allgemeinen die kleinste Zahl von Vektorpro-
dukten, in welche ein Tensor zerlegt werden kann.

Es wird also behauptet, dafl ein Tensor in Raumzeit (T"; u, v = 0, 1,2, 3)
als Summe von 42! = 4 Tensorprodukten von Vektoren geschrieben werden
kann:

T = Ay Blyy + Alg) Bl + Ay Bls) + Ay Blly, (3.17)

wobei die (7)-Indizes unterschiedliche Vektoren kennzeichnen.

Es ist a priori offensichtlich, dal man eine solche Dekomposition mit n?
Vektorprodukten erreichen kann, da dies die Zahl der unabhéngigen Kompo-
nenten eines Tensors der Stufe ¢ im n—dimensionalen Raum ist. Es muf} also
noch die Minimalzahl n?~! bewiesen werden.

Es geniigt, das Theorem in einem Koordinatensystem zu beweisen, da
iiber die axiomatische Definition jederzeit in andere Karten transformiert
werden kann. Wir gehen dabei von (3.17) aus und untersuchen die Terme
mit p = 0. (3.17) wird dann korrekt sein, wenn wir das System

T® = A By + Ay Bly + Als) By + Aly Bl

T03 — AO B(l +AO B(2 +AO B(3 +A B(4

auflosen konnen. Wenn wir die A(()Z-) als vier Unbekannte auffassen, so ist dies
ein System von vier linearen Gleichungen fiir vier Unbekannte. Wenn wir also
vier Vektoren B(; wéhlen, kann man dieses System nach den 0-Komponenten
der Vektoren A(; auflésen. (Die B—Vektoren sollten dabei so gewahlt wer-
den, daf} nicht vier von ihnen in einer Dreierebene liegen. Dies verhindert
eine verschwindende Determinante.) Wenn wir nun die anderen Werte von
p(=1,2,3) untersuchen, und die Wahl der B(;)—Vektoren unveréndert lassen,
kénnen wir alle weiteren Komponenten der Vektoren A(;) bestimmen. Damit
ist das Theorem fiir ¢ = 2 bewiesen. Es mufl nun noch gezeigt werden, dafl
bei der Giiltigkeit des Theorems fiir ¢ — 1, es auch fiir ¢ gilt.

Wir untersuchen also einen Tensor der Stufe ¢ in einem speziellen Koor-
dinatensystem und wir greifen den ¢-ten Index heraus und schreiben 717,
Die Indizes innerhalb der eckigen Klammer seien fest und wir haben dann
die Gleichungen

a... a...0] a...d]
T[ 6}0 — S[ Cl) + ‘I’S[ 04)
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T[a...5]3 _ S[a 5]0 +S[a 5]0?4)’ (318)

wobei die vier Koeffizienten S( ) ) unbekannt sind. Wihlt man die Werte C
beliebig (aber so, dafl nur nicht verschwindende Determinanten auftreten) so
sind die vier Unbekannten eindeutig bestimmt. Jede der vier Gréflen S ..9]
besitzt ¢ — 1 Indizes und kann daher, aufgrund unserer induktiven Schluﬁfol-
gerungen, in eine Summe von 4@~YD=1 = 49=2 Terme zerlegt werden, welche
jeweils aus ¢ — 1 Vektorprodukten bestehen. Um das System (3.18) 16sen zu
kénnen um dann die Stufe ¢ zu erhalten, haben wir vier neue Vektoren Cj;
eingefiithrt. Somit ist die Zahl der Terme in der Zerlegung eines Tensors der
Stufe ¢ durch 4 x 4972 = 497! gegeben, womit der erste Teil des Theorems
bewiesen ist.

Dafl n9~! die minimale Anzahl ist, ist eher von mathematischem Interesse,
und soll daher hier nicht bewiesen werden.

Verjiingen von Indizes

Theorem 3.3 Der Tensor T“""’Z“ V7 st ein Tensor der Stufe a+b— 2 und

»Jb—1,0

kann auch R ' . geschrieben werden.

J1seesJo—

1, ﬂa

i an und

Wir schreiben das Transformationsgesetz fiir den Tensor 77
setzen dann i, = j, = 0. Dies ergibt:

1814l —1,0 11
itesta—1 = 80{1;(;21...8&

lig—1 lo
J15--5Jb6—1,0 a—1T ‘ <aaax )X

/ ’6 P / 16 — / 6 Q1,...,Qq
G -0, @ (%) T

Nun gilt aber:
O, 2”2 = 0, 2% = 6%,

und damit folgt:

111,..0tq—1,0 i1 Ma—1
Tjh---db—lﬂ - 8a1$ T aaaflx x
/ 61 . / ﬁb 1 alv »Qa,T
a]lx 6]!7 X T sBe,T

und dies zeigt, dafl das Ergebnis tatséchlich ein Tensor der Stufe (a — 1) +
(b—1)=a+0b—2ist.

Herauf— und Herunterziehen von Indizes

Wir betrachten den zweifach kontravarianten Tensor 7% und bilden das Ten-
sorprodukt mit einem symmetrischen kovarianten Tensor zweiter Stufe g,
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wobei wir gleichzeitig den Index j verjiingen:

Das Ergebnis ist ein Tensor zweiter Stufe, welcher mit dem Tensor 79 assozi-
iert ist. gi; hat den urspriinglichen Index j heruntergezogen und die Schreib-
weise erhélt die Ordnung der Indizes. Wiirde man dies nicht tun, so kénnte
man bei nicht symmetrischen Tensoren Probleme bekommen:

T = ng?’ﬁ richtig: T3
T = ngﬁ?’ richtig: 732,

mit T3 # TP fiir T # TP Fiihren wir die Operation (3.19) nochmals
durch, so finden wir: _
T = g™,

mit T}, als zweifach kovariantem Tensor, welcher mit 7% assoziiert ist. Es
gilt also:

T’y = giT"
T = guaT"t= guwgaT”. (3.20)

Der Tensor g, ist dabei ein beliebiger symmetrischer Tensor zweiter Stufe.
Wurde dieser Tensor aber einmal gewéhlt, so spielt er eine zentrale Rolle in
der Tensorrechnung, da er die Beziehung zwischen den ko— und kontravari-
anten Tensoren herstellt. g;;. wird daher auch Fundamentaltensor genannt. In
einem metrischen Raum — wie es unsere Raumzeit ist — ist es ganz natiirlich,
den metrischen Tensor selbst als Fundamentaltensor zu verwenden.

Wir wollen nun nach Méglichkeiten suchen, welche es erlauben auch In-
dizes hinaufzuziehen. Dazu miissen wir einen kontravarianten Tensor definie-
ren, welcher die Rolle von g¢; iibernimmt. Dazu untersuchen wir in einem
bestimmten Koordinatensystem die inverse Matrix, welche aus der Matrix
der Elemente des g;;, Tensors gebildet wird. Bezeichnen wir mit A% die Ko-
faktoren von g¢;; und mit g die Determinante der g;, Matrix, so finden wir
die Koeffizienten der inversen Matrix mit

" _ Aik
g

g
Sie sind durch die Eigenschaft
9% g =5, (3.21)

eindeutig charakterisiert. Wir definieren nun einen Tensor ¢**, indem wir auf
die Matrix ¢**, welche in einem bestimmten Koordinatensystem bekannt ist,
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das Transformationsgesetz fiir Tensoren anwenden. Wenn wir also von x nach
2’ iibergehen, erhalten wir:

g/a,B — aixlaakxlﬁgik.

Da g, ein Tensor ist, wird die Definition von ¢** als Tensor mit der Origi-
naldefinition (3.21) kompatibel sein, wenn diese Definition selbst unter Ko-
ordinatentransformationen invariant ist. Aus den Eigenschaften von Tensor-
produkten muf} die rechte Seite von (3.21) ein Tensor sein. Man mufl daher
nur nachweisen, dafl die Matrix von Kroneckersymbolen ein Tensor ist. Um
diesen Beweis antreten zu konnen, benétigen wir das Quotienten Theorem.

Theorem 3.4 Ist T;"";" eine gegebene Matriz, und A} ein beliebiger

Tensor, und ist dann ebenfalls bekannt, dafs

Sllly---yl‘k—l :T“’ N PR TN ) A]k, ,Jr (322>

J1ye-0d1—1 J1seeosJl—15J05esJ7 U seenslp

ein Tensor ist, so ist auch T;!"";" ein Tensor.

Den Beweis beginnt man am besten mit einem Sonderfall: wir nehmen
an, dafy T} e ’Z" eine Matrix ist, welche ein bestimmtes Transformationsgesetz
hat, um sie 1n "unterschiedlichen Koordinatensystemen darstellen zu konnen,
und weiters, dafl 277 ein beliebiger Vektor ist. Wir nehmen nun an, daf$ wir
wissen, daf

Sibrie it (3.23)

J1sees)r—1 J1seendr
ein Tensor ist, dann ist auch 7} """ ein Tensor.
Um dies zu zeigen, multiplizieren wir (3.23) mit p kovarianten Vektoren

yz(ll ). .yl( und (r — 1) beliebigen kontravarianten Vektoren Sl}(l) x{; 11)'
01,00 ” 8] 5eeeyl - Jr j 1
Sl Ty = Ty -
(3.24)

Die linke Seite dieses Ausdrucks ist nach der intrinsischen Definition von
Tensoren (3.8) ein Skalar, und daher muf auch die rechte Seite ein Skalar sein.
Dann mufl aber auch 7" ein Tensor sein, wiederum aufgrund der intrinsischen
Definition von Tensoren, da ja 27" beliebig angenommen wurde. Somit ist
zunidchst einmal der Sonderfall bewiesen.

Zum Beweis des allgemeinen Falls ko?l)len V&EII)' den Tensor A stets als
k P

Summe von Vektorprodukten x(l) . :10(14)%c ...y;, anschreiben. Wir multi-
plizieren dann mit -’E(1) .. .xﬁ_ll) und yi1 . yz(f Y und unter Verwendung der

fritheren Argumentation ist das Quotiententheorem auch fiir den allgemei-
nen Fall bewiesen. Wir kénnen daher zu unserer eigentlichen Problemstellung
zuriickkehren.
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Man kann nun sehr leicht zeigen, dal die Kroneckermatrix ein Tensor ist:
man untersucht hierzu das Skalarprodukt zweier Vektoren z°¢ und y;:

inyz' = (5ij37j) yi = P,

mit P einem Skalar. Nachdem y; ein beliebiger Vektor ist, ist aufgrund des
Quotiententheorems §°;27 ein Vektor; nachdem aber auch 27 ein beliebiger
Vektor ist, zeigt die erneute Anwendung des Quotiententheorems, daf §%; ein
Tensor zweiter Stufe ist.

Aus der Eigenschaft (3.21) folgt zusammen mit (3.20)

gji = 5jz‘-

Also ist der metrische Tensor mit gemischten Indizes der Einheitstensor.
Wie bereits angedeutet wird der metrische Tensor dazu verwendet, um
Indizes herauf- oder herunterzuzichen = metrischer Fundamentaltensor:

T’ya — ga(ST'yS
TP = gPT* = g7Pg™ T, (3.25)

Wir sollten Tensoren, welche iiber Verjiingungsmultiplikationen mit dem me-
trischen Fundamentaltensor assoziiert werden, als unterschiedliche mathema-
tische Formen (Darstellungen) einer gegebenen geometrischen oder physika-
lischen Grofle verstehen.

Aufgrund von Einsteins Axiom der Kovarianz miissen alle physikalisch-
en Gleichungen Tensorgleichungen sein. Durch wiederholte Anwendung der
Verjiingungsoperation auf den Fundamentaltensor erhélt man idente Glei-
chungen zwischen den Komponenten des untersuchten Tensors in den ver-
schiedenen Darstellungen; diese Gleichungen stellen aber immer denselben
geometrischen oder physikalischen Zusammenhang dar.

3.6.4 Zusammenhang mit der Vektorrechnung im eu-
klidischen Raum

Es soll hier eine geometrische Veranschaulichung der ko— und kontravarian-
ten Formen eines Vektors gegeben werden. Wir untersuchen zunéchst einen
Vektor v im zweidimensionalen euklidischen Vektorraum. Das Koordinaten-
system sei durch die Einheitsvektoren e; und e, gegeben (Abb. 3.4). Es ist
dann

v = \e; + \Ve,.

Al und A\? werden die kontravarianten Komponenten von v genannt.
Projizieren wir aber v orthogonal auf die Richtungen e; und e,, so erhal-
ten wir:
)\1 = vep, )\2 = Ves.
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Abbildung 3.4: Die Komponenten eines Vektors v im zweidimensionalen eu-
klidischen Raum.

Durch diese Groflen ist der Vektor v ebenso vollstéindig bestimmt. Die \;
werden die kovarianten Komponenten von v genannt.

Wir untersuchen nun das Skalarprodukt zweier Vektoren u und v in die-
sem Raum:

u=u'e + pley (kontravariant)

[ = uep, [lo = Ue (kovariant)
und weiters:

uv = (,ulel + uzeg) (Alel + >\2e2)
= ,LL1>\16161 + ,LL1>\28162 + ,LL2>\18261 + M2>\28282.
(Es wurden dabei die assoziativen und distributiven Eigenschaften des Ska-
larprodukts verwendet.) Bezeichnen wir nun mit g,; die Skalarprodukte e;e;,
so gilt: .
uv = gy A", 9ij = Yji, e e;] =0, i#}].
Wir konnten aber auch schreiben:
uv = u (Alel + )\2e2)
= Mue; + \ue,
= Mg+ X
oder
uv = \'u;.

Da v vollig willkiirlich gewéhlt werden kann, implizieren die beiden Ergeb-
nisse:

Wi = gz’j,uj
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und wir haben wieder unsere frithere Tensorbeziehung aufgefunden, wie die
Anwendung der Transformationsgesetze fiir den euklidischen Raum sofort
zeigt.

Betrachten wir einen infinitesimalen Vektor u der Linge ds mit den kon-
travarianten Komponenten dz‘, so finden wir sofort die Metrik des euklidi-
schen Raumes:

ds® = gl-jdxidxj

mit der geometrischen Interpretation der Koeffizienten g;;
9ij = €i€;.

In der Differentialgeometrie eines metrischen Raumes, etwa auf einer

Flache, auf welcher o
ds® = gijdx"da’

gilt, und da’ sowie dz’ die Koordinateninkremente auf der Fliche sind, kann
man die g;; Koeffizienten lokal als Skalarprodukte der Einheitstangentenvek-
toren entlang der Koordinatenlinien auffassen. Solche Basisvektoren definie-
ren lokal einen euklidischen Tangentialraum.

3.7 Tensorfelder

Unter einem Tensorfeld versteht man die Zuordnung eines Tensors zu jedem
Punkt im Raum; die Komponenten des Tensors sind Funktionen des zuge-
ordneten Punktes, welcher durch die Koordinaten z* charakterisiert ist. Wir
wollen annehmen, dafl die Komponenten des Tensorfeldes zweifach differen-
zierbare Funktionen der Koordinaten sind.

3.7.1 Vektorverschiebung

Wir untersuchen zunéchst einstufige Tensoren — also Vektoren. In der eu-
klidischen Geometrie und bei Verwendung rechtwinkliger Koordinatensyste-
me wissen wir, dafl die Gleichheit zweier Vektoren in zwei unterschiedlichen
Punkten durch die Gleichheit der Komponenten der Vektoren in diesen Punk-
ten definiert ist. Dabei ist es gleichgiiltig, wie weit diese Punkte voneinander
entfernt sind. Im besonderen sprechen wir von einem konstanten Vektorfeld,
wenn die Vektorkomponenten im ganzen Raum konstant sind. In unserem
allgemeineren Raum, wo im allgemeinen unterschiedlichen Punkten auch un-
terschiedliche Karten zugeordnet sind, ist es nicht mehr moglich, obige Defi-
nition unverdndert zu iibertragen — die Konstanz eines Tensorfeldes muf erst
definiert werden.
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Wir versuchen zunéchst auf intuitivem Weg ein konstantes Vektorfeld zu
definieren, wobei wir die Konstanz der Komponenten beniitzen wollen. Dazu
wird die Frage zu beantworten sein, welche Eigenschaft der Raum haben
mufl, damit eine solche, elementare Definition gilt. Wir betrachten dazu ein
spezifisches Vektorfeld:

x(l)(P) = (dxl, 0,..., O)

mit der selben - konstanten - ersten Komponente dz! in jedem Punkt des
Raumes. An einem Punkt P ist das Quadrat der Linge des Vektors gleich
g11(P)(dz!)?, an einem anderen Punkt Q ist es gleich g11(Q)(dz!)?. Diese
zwei Quadrate sind dann und nur dann gleich, wenn ¢q11(P) = ¢11(Q) ist,
also wenn ¢;; im Gesamtraum konstant ist.

Wenn wir einen zweiten Vektor

2D (P) = (0,0,...,dxi,...,0)

mit der selben Komponente dz’ im ganzen Raum haben, so muf} dafiir g;; im
ganzen Raum konstant sein. Wenn wir dann unser Feld aus (") + 2 bilden,
so folgt, dal auch die g;; im Gesamtraum konstant sein miissen.

Theorem 3.5 Die Definition eines konstanten Vektorfeldes iiber die Kon-
stanz der Komponenten im gesamten Raum erfordert ein Koordinatensystem,
fiir welches die g, im ganzen Raum konstant sind. Dies ist ein pseudo—
euklidischer Raum.

Aus diesem Theorem folgt, dal die oben gewéhlte Definition der Konstanz
des Vektorfeldes fiir unsere Zwecke nicht geeignet ist, da sie offensichtlich
nicht koordinatenunabhéngig ist.

Wir miissen also die kovarianten Erfordernisse fiir die Definition eines
konstanten Vektorfelds untersuchen. Wir wollen die Konstanz des Vektorfelds
intrinsisch und unabhéingig vom Koordinatensystem angeben; sie soll aber
auch die euklidische Definition enthalten. Wenn wir von einem Vektorfeld
&' ausgehen, welches in einem gegebenen Koordinatensystem (z%) konstante
Komponenten hat, und dann auf ein beliebiges anderes Koordinatensystem
(') iibergehen, so erhalten wir:

' = Opa" &V, (3.26)

und £ ist sicher nicht im gesamten Raum konstant.

Wir wollen nun untersuchen, wie die Komponenten ¢” variieren, wenn
wir von einem Punkt zu einem Nachbarpunkt {ibergehen. Dies soll léngs
einer Kurve geschehen, welche mit p parametrisiert wird. Wir differenzieren
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also (3.26) nach p, und erinnern uns, daf die ¥ konstant im ganzen Raum
sind, also auch entlang dieser Kurve. Daraus folgt:
dgli
dp

l
= 8kall‘/id—x gk
dp

Da wir aber auf der Suche nach einer intrinsischen Definition sind, miissen
wir die Inkremente d¢’* mit ¢’ in Verbindung bringen. Zunichst gilt in Um-
kehrung von (3.26):

gk — G;I‘k g/j
und
d_a:l = da"™
dp ™ dp’

woraus dann

dg/i ( ] dZL‘Im )
=(0 6:5”8,'nxl8’wk—> £
dp (39 i dp
dfli ) d.’lj‘,m )
= I el 3.27
o= T (327)
mit
I =—002"0,a' 0 x" (3.28)

folgt. (Das hier eingefithrte Minuszeichen ist Konvention.) Somit sehen wir,
daB die Forderung der Konstanz eines Vektorfeldes in einem Raum zu einem
viel allgemeineren Gesetz (3.27) in einem beliebigen anderen Raum fiihrt.
Insbesonders sehen wir, daf§ das Inkrement der Vektorkomponenten eine Bi-
linearform der Komponenten ¢ des Vektors mit der Verschiebung dz™ in
Tangentenrichtung zur Kurve, entlang der die Verschiebung stattfindet, ist.

3.7.2 Die affine Vernetzung

Aus all unseren bisherigen Betrachtungen wurde offensichtlich, dafy Differen-
zieren eine wohldefinierte Operation auf Mannigfaltigkeiten ist, sofern die
Ubergangs—(Vernetzungs-)Funktionen fiir die Mannigfaltigkeit selbst auch
differenzierbar sind. (Siehe auch Abb. 3.3.) Durch die affine Vernetzung wird
nun die zusétzliche Struktur geschaffen, welche auch fiir Tensoren eine wohl-
definierte Bedeutung der Differentiation zulaft.

Wir gehen dazu von der Differentialform

d¢' = T, dz™ & (3.29)

aus, welche unmittelbar aus (3.27) folgt. Wir erweitern sie aber dahingehend,
daf} die F’T'nj nicht ldnger auf (3.28) eingeschrankt sein sollen. Diese Gleichung
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wurde ja aus der Tatsache abgeleitet, dafl das untersuchte Vektorfeld im
Ursprungskoordinatensystem konstante Komponenten hat. Wir nehmen jetzt
hingegen an, daf das Vektorfeld ¢ aus seinem Wert in einem gegebenen
Punkt durch das Verschiebungsgesetz (3.29) generiert wurde.

Theorem 3.6 Die Gleichung (3.29) stellt somit ein allgemeines Gesetz dar,
welches die Verschiebung des Vektors £ im Punkte x zu den Werten £ + d€!
im Punkte © + dx beschreibt. Dieses Gesetz hat affinen Charakter: es hat
eine, unter linearen Transformationen der Koordinaten, invariante Struktur.

Wenn wir nun versuchen, dieses Verschiebungsgesetz koordinateninvari-
ant zu formulieren, und weiters fordern, daf £ 4+ d¢* immer noch ein Vektor
im Punkte z + dx ist, so werden wir gezwungen, fiir die Fiﬂijoefﬁzienten
bestimmte Forderungen iiber ihre Eigenschaften aufzustellen. Diese Forde-
rungen werden als Transformationsgesetz fiir die anj—Koefﬁzienten zu formu-
lieren sein; sie werden es schliellich erlauben, einen Vektor um infinitesimale
Betrége zu verschieben.

Beweis: Im ungestrichenen Koordinatensystem gelte das Verschiebungs-
gesetz:

x+de)=¢ +dg =¢ —T,;da™ ¢ (3.30)
und wir fordern, dafl im gestrichenen Koordinatensystem das selbe Gesetz
gelte. (Das Gesetz ist dann kovariant.) Wir miissen weiters fordern, daf$ £*(z+
dz) ein Vektor ist, und damit folgt nach dem Transformationsgesetz:

(x4 dw) = &'(z + dx) 0"

r+dx

oder
& —Thda™e® = (¢ =T}, da”') Dia”

z+dz
Wir entwickeln in eine Taylorreihe

@ i g

= ail‘,j
dx

_+ 0;0px dak 4 - -

T+

und es folgt:
9 T da'™es = €027 +£'0,0p 27 da” — T da™ €0 +
——
— ¢l
T da'™¢" = —T 9urElda™ + 902" ¢ da”
= (—Fgﬁ@x/j + aaagx'j) ePdze.
Wir kénnen nun aber wieder ¢%dz® durch gestrichene Grofien ausdriicken:

Pda® = 9] x*da™0La" ¢,
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und daraus folgt weiter
T Ao = (T 500" + 8,0527) 0,20 0La € da™,
und schliefSlich:
I, = 02" 8,,2°0,aT 5 — 050527 0,2 02" (3.31)

Dies definiert das Transformationsgesetz fiir die Koeffizienten I', 5, welches
aus der Forderung der Kovarianz folgt. Diese Koeffizienten sind die Koeffi-
zienten der affinen Vernetzung oder einfach die Vernetzung. (3.31) ist offen-
sichtlich in den Koeffizienten I';, 5 inhomogen und stellt somit kein Transfor-
mationsgesetz fiir Tensoren dar. Die Vernetzungen sind also keine Tensoren.
Es folgt nun wegen
Dpx"*Opa? = 6%

fiir (3.31):
954 = 0=0. (9, 0a”)
= (0.0p,2") Oy + 0" (0. 0p2")
= 0.290,0,x" Opa? + 0.0yxP 0"
oder

lanl o/, .p __ la oy .0 A .9
0,2 0,0,2" = —0,0,2""0yxP 0.«

und damit folgt auch

I, = 0,20, 20’ T 3 + 042" 0,0z (3.32)

Wir wollen uns nun weiters die Frage stellen, was in den dreifach {iber-
lappenden Bereichen von Abb. 3.3 geschieht. Wir haben dort die drei Kar-
tenbereiche U, U’, U” mit den zugeordneten Koordinaten 2%, 2/ und z”*. Im
dreifach tiberlappenden Bereich UNU’'NU” wollen wir annehmen, daf8 'y, zu
[ transformiert, und da dann I'}2 zu '} transformiert. Es gilt nun nach
(3.32):

Tht = 0g2"* Oz 0 a' TYy + Dga’ 002"

e
und
gg — aéx//aal/)/x/eagljfrg + 8&1‘”(182,8;,1‘/(1.

Es soll dann auch

gg _ 8d:E”a8,/),:Ee aé/xf Fdf + adx//aal/)/agxd

€
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gelten, was nun zu zeigen ist:
na  __ /L Ma qlt te all 1 fd ! _Ma ll ll_Id
e = Ogp Oy O Ty + 042" 00, x
= O a0 x'! (0,2"0,2° 0! T, + 0,20, ) +
a/ SL’”G /" 8" SL’/d
d b%c
/ _Ia 1d Ia, /N oleq s __ all..s.
= {dx 0,2 = 02", Oyx°0,2° = bx,...}
o Nna o1, .s Ql, tr /o Ma e qll If idal o 1
= 0,20 2”0 x' gy + O™ Oy 2’0, 2" 0,20, 0px" +
a/ :L‘”a /" 8" :L‘/d
d b%c

— [%x”“8{,’x’662’x’f8rx’d8;8}x’" — éx//aarx/dagx/fa{)/x/eaé }ZL‘T;

na QL Sf Y Y T na dz'f _ 92a”
arx 851‘ ab fx - 87"x ox'’c dx!f o't
— 1a Y A . 0d
= 0" o)

_ &JE”aa,/),xSag:Etrrt + &w”a [8é/x/faé/a}xr + 8}1‘7" gagl‘,f

S

= OO aOhar = O oY

= 02" 2° 0 a'TT, + 0,20y 2", w.z.b.w.
Wir sehen, daf die Vernetzungsbedingungen auch in einem Bereich dreifacher
Uberlappung gelten.

Wir wollen nun untersuchen, ob die Vernetzungsbedingung ausreichend
ist. Wir nehmen dazu an, dafl ein Feld von Vernetzungen I'i,(2™) existiert; es
ist also jedem Punkt des endlichen Raumbereichs ein Vernetzungskoeffizient
zugeordnet, welcher dem Gesetz (3.31) gehorcht. Wir haben dann ein System
von Differentialgleichungen fiir ein mit p parametrisiertes Vektorfeld (3.27):

dg' . da®

1
dp L dpf(P)-

Dies erlaubt nun die Vektoren £i(p) entlang einer bestimmten Kurve z‘(p)
aus dem Anfangswert £(0) im Ursprung p = 0 zu bestimmen. Es ist aber
noch zu zeigen, da8 die n—Tupel £'(p), die auf diese Weise erhalten werden,
tatséchlich wie Vektoren transformieren.

Wir betrachten daher gestrichene Koordinaten z"(p) und die Griflen
¢’'(p), welche durch (3.27), aber im gestrichenen System, bestimmt werden.
Weiters gelte:

§"(p) = Oma"¢"(p) = 0, fiir p=0,
da £™(0) per definitionem ein Vektor sein mufl. Wir berechnen nun fiir alle
p:
d 1% 1 ¢em _
3 [€10) = onren(v)] =
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d¢"(p) d

= = 3 )]

= ) — S (00 €°0) — O )
= ) 00000 ) + T e
_ _rglddi;wp) - (004"~ 0,017) L€ )

I, =(3.31) = 0,2"0,x"0jz°T™ — 0,0,x"0,x"0)x*
= (0p2"T™ — 0,.0,2"") O)x" 0} x*

= T d(f];k &'+ (6m:c'i1“7§ - Gsﬁr:c'i) " ddx: £ (p)
= T}, 05"
= e o e
- _rglddi; (&" - a.a"¢?).
Es gilt also:
d dz'*

[€7(p) = Oma’'e™ (p)] = T}

i dp (fll B 8341:”&3) _

dp
Die Giiltigkeit des Vektortransformationsgesetzes fiir die £'(p) entlang der
gesamten Kurve folgt aus dem Eindeutigkeitstheorem fiir dieses lineare ho-
mogene Differentialsystem, welches die Losung

¢"(p) — Opa€™(p) =0

als Anfangswert fiir p = 0 zulafit.
Das Transformationsgesetz (3.31) hat einige interessante Konsequenzen:

e Beschrinken wir uns auf lineare Transformationen, so verschwindet
der Term 9,052 und die anj transformieren wie Tensoren. Hat nun
ein transformiertes Vektorfeld ¢* konstante Komponenten in einem be-
stimmten Koordinatensystem, so wird in diesem System anjfj Null
sein (wegen (3.29)). Da aber I" wie ein Tensor transformiert, und £° ein
Vektor ist, werden diese Terme in allen Koordinatensystemen, die vom
Ursprungssystem ausgehend iiber lineare Transformationen gefunden
werden, auch Null sein. Somit hat dann £ konstante Komponenten in
allen solchen Systemen.
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e Wenn wir zwei Felder von Vernetzungen, etwa I'i, und T, gegeben ha-
ben, so ist ihre Differenz ein Tensor. Aus dem Transformationsgesetz
(3.31) ersieht man, dafl der inhomogene Term von den speziellen Ver-
netzungen unabhéngig ist und daher bei der Differenzbildung gekiirzt
wird: .

Ty =Ty =T
mit dem Tensor T},.

e Sind die I'}, einer speziellen Vernetzung in den unteren Indizes unsym-
metrisch, also I'}; # I'j;, so nennt man den Tensor

Tkl_ kKl — “lk

den Torsionstensor. Verschwindet dieser, so ist die Vernetzung symme-
trisch.

Die klassische Form der allgemeinen Relativitdtstheorie hat nur sym-
metrische Vernetzungen benutzt. (Die Einstein—Cartanschen Erweiterungen
beniitzen dann unsymmetrische Formen.) In diesem Fall kann man dann das
Transformationsgesetz (3.29) mit der intuitiven Vorstellung der Verschiebung
im euklidischen Raum verkniipfen. In einem solchen Raum (Riemann-Raum)
wird es dann moglich sein, diese Verschiebungen zumindest lokal (in der Um-
gebung des Punktes) ausfithren zu kénnen.

Theorem 3.7 (Weyl, 1950) Die notwendige und ausreichende Bedingung
fiir die Fxistenz eines speziellen lokalen Koordinatensystemes, in welchem die
Komponenten eines Vektors durch eine infinitesimale Verschiebung aufgrund
von (3.29) nicht verdndert werden, besteht darin, daf die Koeffizienten der
affinen Vernetzungen in ihren unteren Indizes symmetrisch sind.

Beweis der Notwendigkeit:

Wir nehmen nun an, daf in einem spezifischen Koordinatensystem z”!
die Komponenten eines beliebigen Vektors £* unter infinitesimalen Verschie-
bungen aus einem gegebenen Punkt unverdndert bleiben. Dies bedeutet, daf3
d¢* = 0 in diesem Koordinatensystem gelten muf}. Damit gilt aber auch

Tl da™€" = 0.

Das Produkt dz™¢’® ist beliebig, damit mufl T'7 . = 0 erfiillt sein. Wir ver-
wenden nun (3.31):

0 = 0270302’ Thy — 0,055 0, a0, 2"
= (0"l — 0a0p2" ) 0),2°0,a"
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oder
82‘33‘/]11;8 = 8a8ﬁx'J .

Da ‘ ‘
aaagl‘,j = 8580@’]

gilt, folgt sofort, daf8 I, ; = I}, sein muf.
Beweis der ausreichenden Bedingung:
Wir verwenden den Punkt P als den Ursprung des Koordinatensystems

mit 2° = 0 und suchen ein spezielles Koordinatensystem z"¢ unter Verwen-
dung der Transformation:

2=+ éAé»k:c]:ck (3.33)

mit
17
8]‘ xr

- (;Z]

z=0

Die Koeffizienten Aék miissen noch definiert werden. Aus (3.31) folgt:

Iy, = 0,279,202l 5 — 0,052 0,z O
o 1
= D00~ 0.0 (asﬂ 4 QAglxkxl) 5% 6%,
=0a 8ng+%A§;l@5kal+%/x{;lmk85xl
—— —— ——
815 sk g
o 1, A
_ i a 5B a f
= Tietidn’s — 5 (425 + AL,) 6%,,0°,
— J J J
- 1—‘ms 2 (Asm + Ams) .

Nun ist (A7 , + AJ ) symmetrisch in s und m. Mit der Hypothese, dafl auch
7 . symmetrisch ist, konnen wir

> (A +41,) =T,

wihlen, und erhalten T, = 0 und damit d¢” = 0. Somit bestimmen die
Koeffizienten AJ . ein Koordinatensystem, in welchem der intuitive Begriff

der Verschiebung bei Konstanz der Komponenten lokal anwendbar ist.
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3.7.3 Das geoditische Koordinatensystem

Das Koordinatensystem (3.33) wird ein geoddtisches Koordinatensystem in
Bezug auf die Vernetzung I' genannt; es ist ganz offensichtlich nur lokal defi-
niert. Es ist zudem nur bis auf eine lineare Transformation eindeutig definiert.
Aus (3.31) folgt, daB zwei Koordinatensysteme z* und ", fiir welche I';, 5 und
I'}5 Null sind, iiber

0u 052" 0l 102" = 0

zueinander in Beziehung zu setzen sind. Wir kénnen diese Gleichung, etwa in
unserer Raumzeit, als ein System von vier homogenen Gleichungen ansehen,
welche mit s indiziert sind:

(8a8ﬁx’j8£nxa) o’ =0, s=0,...,3.

Hierbei sind die (9,052, 2*) die Unbekannten; ihre Determinante ist die
Jakobische der Koordinatentransformation, welche ja stets von Null verschie-
den sein soll. Somit gibt es nur eine Losung des Systems:

(0a0p2"70,2%) = 0,
und mit dem bereits beniitzten Argument folgt:
8aagl‘/j = 0.

Dies zeigt, dafl ¢ und 2’ tatséichlich lokal iiber eine lineare Transformation
in Beziehung stehen. Eine lineare Eins—zu—FEins—Transformation nennt man
eine affine Transformation und die foﬁ sind die affinen Vernetzungen.

3.7.4 Parallelverschiebung von Vektoren

Wir haben in den bisherigen Untersuchungen keinerlei metrische Eigenschaf-
ten verwendet. Nunmehr wollen wir uns auf Riemannsche Rdume konzen-
trieren und das Verschiebungsgesetz der metrischen Bedingung unterwerfen,
daf} das Skalarprodukt zweier Vektoren unter einer Verschiebung unveréndert
bleiben soll. Im speziellen wird die Lange des Vektors unverédndert bleiben,
so wie im euklidischen Raum.

Wir betrachten die infinitesimale Verschiebung entlang einer Kurve und
driicken die Tatsache aus, dafi das Skalarprodukt zweier Vektoren & und n*
konstant, bleibt, wenn sie entlang der Kurve verschoben werden:

< (gugin) 0,
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wobei ds das Bogenelement entlang der Verschiebungskurve ist. Es folgt:

dax! d
0 = azgm—f Ui +gzkd—§77 +gzk52 dn”
dgt o da™ .
S
ds ™ ds §
da! dx™ e dx™
= 5zgm—§ n* — glkrml 571 — gl Th —— P :
dx l dzt
= algm—g 77 — gril)—— ds — 9§’ Flk ds g
= (09t — 9l'y; — 9 I'}) gfink
oder
Ogit — 9l — 9, = 0 (3.34)
und weiters durch zyklische Vertauschung:
Oigki — gl — g1y = 0 (3.35)
g — grille — gLy = 0 (3.36)

Wir fassen diese drei Ergebnisse geeignet zusammen:
Ohgi + Oigrt — O1gik — 9rilly — gr L'y — Grili—
Ok gii + Oigrt — Orgik — 2g1°1'y; =

Multiplikation mit ¢'" fiihrt dann schlieBlich zu

1
59” (Okgii + Oigri — Oigir.) - (3.37)

Wir fithren das Christoffelsche Symbol erster Art ein:

ro_
Fki_

K 1
[ Zl ] =3 (Okgi + O0igri — O19i) (3.38)

und das Christoffelsche Symbol zweiter Art:

{ Z?é } = ¢! l Zl’“ ] : (3.39)

Somit folgt fiir die Vernetzung;:

I :{ ]; } (3.40)
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Nachdem wir nun die Vernetzungskoeffizienten in eindeutiger Weise iiber das
Skalarprodukt zweier Vektoren bestimmt haben, finden wir das Gesetz fiir
die Parallelverschiebung im metrischen Raum:

¢’ = — { ojﬁ }dxagﬁ (3.41)

a a
g +dg

“paralleler” Vektor /

P Q

Abbildung 3.5: Zur ‘Parallelverschiebung’ von Vektoren.

3.7.5 Die geoditische Linie.

Wir haben uns bereits in Abschnitt 2.2 mit dieser Problematik beschiéftigt,
und dort die geodétische Linie als extremale Verbindung zwischen zwei Punk-
ten definiert. Wir wollen aber zunéchst einen anderen Weg verfolgen: wir
suchen nach einer Definition der Geraden im affinen Raum. Im euklidischen
Raum charakterisiert man eine Gerade mit der Eigenschaft, dal ein belie-
biger Tangentenvektor an die Gerade zu sich selbst parallel bleibt, wenn er
entlang der Geraden verschoben wird.

Wir kénnen nun das zuvor bewiesene Gesetz der Vektorverschiebung und
diese charakteristische Eigenschaft dazu beniitzen, eine verallgemeinerte ge-
rade Linie im affinen Raum zu definieren; eine solche Linie ist dann eine
geodiitische Linie. Wir betrachten dazu die Kurve z°(q), welche durch ¢ pa-
rametrisiert wird. £%(q) sei ein beliebiger Tangentenvektor an die Kurve, und

die Beziehung

dgt o da®

— 4T, —¢7 =0
driickt aus, daf er unveréindert entlang der Kurve verschoben wird. Ein spezi-
eller Tangentenvektor ist dz’/dg; ein etwas allgemeinerer Vektor hat die Form

Aq)(dz'/dq), wobei \(q) eine beliebige Funktion von ¢ ist. Damit folgt:
d dx’ - da® dz”
— A = I A
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dg dg dg dg
Mit
dp = qu
Ag)
folgt schliefllich unmittelbar:
d2z’ - da® da”

r,——=0. 3.42
dp2 + af dp dp ( )
Diese Gleichung ist offensichtlich die Definitionsgleichung einer geodétischen
Linie im affinen Raum.

Man muf} unbedingt darauf hinweisen, daf} (3.42) nicht unabhéngig vom

Parameter p ist. Um dies zu zeigen, wechseln wir von p auf m(p) tiber, und
erhalten aus (3.42):

det  da'dm
dp ~ drdp
d da? _d dz' dr
dpdp %(dwd?a)
_d dz*\ dnr  dat d?xm
- d_p<d7r>d_p+d7rd—p2
& (dr)® | datdn
~ dn? (d_p> d7rd—p2

also

da’ d*m n d2a! LT dz® dz?] (dr)’ _0
dr dp?  |dx2 " %Fdr dn | \dp)
Dies entspricht (3.42) nur wenn
' i _
dr dp?

erfiillt ist. Da % stets ungleich Null gewé#hlt werden kann, muf3 32?7; =0
gelten; die Parameter p und 7 miissen zueinander proportional sein. Somit
ist der Parameter p, welcher die geodétische Linie nach (3.42) parametrisiert,
nur bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmbar.

Die Gleichungen (3.42) sind ein System gewohnlicher Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung. Die Losung des Anfangswertproblemes [z%(0) und

%h}:o sind gegeben] ist somit eindeutig. Dies bedeutet, dafl durch einen
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geodatischer Kreis

geodatische Linie

Abbildung 3.6: Das Gaufische Koordinatensystem.

Punkt mit gegebener Tangente in diesem Punkt, eine und nur eine geodéti-
sche Linie gezogen werden kann. Der gesamte Raum kann mit geodétischen
Linien erfiillt werden. Diese schneiden sich nicht!

Im Riemannschen Raum verwenden wir das Gesetz der Parallelverschie-
bung; der Tangentenvektor mufl in diesem Fall von konstanter Lénge sein
und der einzige solche Vektor ist %, wobei s die Bogenldnge ist. Es gilt fiir

diesen Tangentenvektor:
dz? da® B <d5>2 _1

I35 ds  \ds
und wir erhalten:

42t : dz® d?
- { ! } ") (3.43)

ds? af [ ds ds
Geodéitische Linie und geodétischer Kreis bilden ein besonders einfaches
Koordinatensystem, das Gaufische Koordinatensystem (Abb. 3.6).

3.8 Tensoranalysis

3.8.1 Kovariante Differentiation

Die Festlegung einer Vernetzung entspricht einer Vereinbarung fiir das Dif-
ferenzieren von Tensorfeldern. Um dies zeigen zu koénnen, zeigt man zuerst,
daB fiir ein kontravariantes Vektorfeld £* der elementare Ausdruck 9;&' in
Uberlappungsbereichen nicht wie ein Tensor transformiert:

fla — 8b.T/a§b
8ééla — 8é (abxlagb)
= 0,20y (02"
= 9 20y2" 046" + 0y042" 0 2P
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g (W+dx) A

()

‘paralleler” Vektor &i(xj N dxj)

’
i
’
i
/
/

[

/
i
/
i

X X +dy

Abbildung 3.7: Zur kovarianten Differentiation von Tensoren.

Wiére nur der Term gegeben, so hédtten wir das iibliche Transformati-
onsgesetz fiir einen Tensor vorliegen. Der fundamentale Grund dafiir, daf§
0;€" im Uberlappungsbereich nicht wie ein Tensor transformiert, liegt in der
Definition der Differentiation, welche den Vergleich einer Grofle an zwei be-
nachbarten Punkten enthélt, wobei durch einen Parameter dividiert wird,
welcher den Abstand dieser beiden Punkte charakterisiert:

i E1(P) —€'(Q)

on—0 577,

Aus den Transformationsgesetzen folgt aber, daf§ die Transformationsmatri-
zen an verschiedenen Punkten berechnet werden, womit £%(P) — £%(Q) kein
Tensor sein kann. Wir bezeichnen daher 9;¢" = Si‘ ; als die normale Ableitung
einer Tensorkomponente:

oTg
0.Tg, =15, =2 (3.44)

:3"/\11 o ore ’
Wir wollen aber eine tensorielle Ableitung einfiihren, also eine Operati-
on, welche als Ergebnis wiederum einen Tensor hat. Dies wird vom Prinzip
der Kovarianz physikalischer Gleichungen gefordert, welche ja in tensorieller
Form formuliert werden sollen. Wir gehen also wieder auf an Ausgangspunkt
zuriick.
Wir vergleichen also (Abb. 3.7) im Punkte 27 + dz’/ den Wert &' (27 +
da’) des Vektorfeldes mit dem Wert £*(z7 + dx?), welchen wir nach dem
Verschiebungsgesetz erhalten wiirden, und berechnen die Differenz:

(2 4 da?) — % (a7 + da?).

Nun gilt
(27 + da?) = €(27) 4 0p&'dak + O[(da*)?
und
E* (2! + da?) = ¢ (2) — I, €l da”.
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Damit erhalten wir:
g2’ +da’) — §%(a7 + da’) = [0’ + Ty'| da® + O[(dz*)?.  (3.45)

Dieser Ausdruck hat die Form einer Reihe und man kann daraus [8,@ T L l}
als eine Art ‘erste Ableitung’ des Feldes interpretieren. Dies ist insbesonders
deshalb méoglich, weil diese Grofe nicht von der Verschiebung dz* abhingig
ist. Wir definieren somit die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes iiber:

Vi€’ = & = €+ Tiyé! (3.46)
und beweisen, dafl dies wiederum ein Tensor ist, indem wir in ein transfor-
miertes System {ibergehen und die Transformationseigenschaften von

Vig" = dhe + T
untersuchen. Fir die einzelnen Elemente erhalten wir:
gla — abl_/agb
rye Opr OO T — 0,.210,2" 0,0,2™
e ﬁgﬁpx/afp
81,9 (apx/a) &P+ apxla I/)é—p
= G{,xqﬁq@px'“g” + ap:c’aagxqaqu

Damit ergibt sich:
Vi = a0t (9,87) + (0420, 0px’) € + (D" 04O T —
Oy x10Lx" 0,0,a") 0s2'°€*

= 0px"0ya? (0,87) + Oy’ Oy | D" Osa™ T £° | +
5

(O x10,0,2") P — (0)210,0,2") | DLa"Dsa'® &°
—_———

O s
= Opr 04 (048") + O O TYE° + (Opa?0,0p™) &7 —
(040,02 &
= 0" 0ja" 0,€" + Th.&°]
= 0" 0" (V") (3.47)

und wir sehen, dafl \7,£* wie ein Tensor zweiter Stufe transformiert (einfach
ko—, einfach kontravariant). Ganz analog kann man zeigen, daf fiir kovariante
Felder die Beziehung

Voo = ap = Obla — ke (3.48)
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aufgefunden wird. Man kann auch wieder auf analogem Wege verifizieren, dafl
(3.48) ein Tensor zweiter Stufe ist, welcher zweifach kovariant ist. (3.48) ist
auch dadurch motiviert, dal die Kettenregel bei der Wirkung auf Produkte
von ko— und kontravarianten Tensoren gelten soll. Wir untersuchen daher

¢ = &y
Vab = Va ()
= (Vaf)nb+§b (Vam)  (Kettenregel)
(0u® + 15,6 1y + € (Dumy — Te)
= (08" m+€"( mHM Lo ne
(

:Fabg Tle

aafb) 1 + € (D)
= 0O (fbﬁb)
= 0,¢. (3.49)
Aus diesem Schema folgt dann allgemeiner:
VT = T3, = 0aT3" + T, Th + 15,147 — T4, T2 (3.50)

In Riemann—-R&umen koénnen wir die Beziehung (3.40) dazu beniitzen, um
die Vernetzung durch die Christoffel-Symbole zu ersetzen. Damit ergibt sich
aus (3.46):

e = O’ + { . }gl (3.51)
und aus (3.48):

Eip = Ok — { . }gl. (3.52)
SchlieBlich ergibt (3.50):

a b $
T =0T + { sl }T;b ! { sl }Tgs - { cl }T:b. 55

Wir wenden nun die Regeln der kovarianten Differentiation auf den me-
trischen Tensor g;, an, und formulieren das Ricci—Theorem:

Theorem 3.8 Die kovariante Ableitung des metrischen Tensors eines Rie-
mann—Raumes st Null. Somit ist der metrische Tensor des Riemann—Raumes
im absoluten Sinn konstant. Daraus folgt weiters, dafS die Operationen des
Herauf— und Herunterziehens von Indizes mit der kovarianten Differentiati-
on vertauschen, wenn der metrische Tensor als Fundamentaltensor verwendet
wird.

60



Beweis:

Vigik = 09k —

T . T '
il (9% 7Y g (9

r s | 2
D= [{a)-r]t]
1l

S

=~

= algz'k - gmgrk
53

il
B = Ogir — [ L 1

= 019k — 5 (O19ir + 0:9k1 — Okgar)
= %azgik + %akgil - %aigkl

R
L B Z .
R el
- _i_ kl gzr

_kl_

B e [ K
I A AL
B

TR R
N i

=0 w.z.b.w. (3.54)

3.8.2 Die Divergenz eines Tensors

Es wurde bereits bewiesen, daf} f'i” ; ein Tensor zweiter Stufe ist; dann ist £ i”i
notwendiger Weise ein Skalar, da es offensichtlich die Verjiingung eines Ten-
sors zweiter Stufe bezeichnet. Wir nennen dies die Divergenz eines Tensors:

¢ = dive = 08" + { ,ZS }58. (3.55)

Wir verwenden nun zur weiteren Umformung das Ricci-Theorem 3.8:

k k
ahgij_{ hi }gkj_{ hj }gik =0

gjahgij_{ bi }gjgkj_{ hj } 97g, = 0

gik:(jik gjk:(sjk
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i i |
gjahgzj—{hi}—{}fj} =0

i 1,
{ ih } = égjahgij' (3.56)

Nun sind die ¢* die Elemente der inversen Matrix von g;;, und deshalb ist
g* = A /g mit g = det g;. Man kann aber die Determinante entlang einer
ihrer Zeilen expandieren. Fiir die dritte Reihe erhilt man etwa g = g3, A%,
Man kann dann weiter dg/dgs, = A®* schreiben, da A% eine Unterdetermi-
nante von ¢ ist, die g;; selbst nicht enthélt. Somit folgt:

gik _ A% _ l Jg
g 9 0gi
1 11 9g 9
ih = 558 " hGik
1
= —0
2 hg
1
= —Oyloglyg]

= V=g (3.57)

Somit folgt dann fiir (3.55):

€ = —= [0+ €0/

N
L, (¢v9). (3.58)

—0
V=
oder fiir einen zweistufigen Tensor:

1
e

. o k o
(leT)i =1 e =

@@Cﬁﬂ—{;}ﬁ
Uusw.

3.8.3 Alternative Ableitung der geodéitischen Linie

Wir wollen nun die geodétische Linie aus der Forderung ableiten, daf sie
eine extremale Verbindung zwischen zwei Punkten P, und P; sein soll. Die
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Bogenlénge wollen wir mit ¢ parametrisieren. Es gilt:
de? = gikdxidxk

t1
S(z'(t)) = /\/gikdxidxk
to
t1
_ /dt\/gikj:i:tk
——

to w

t1
_ / AW L Extr.

to

W ist dabei eine rein geometrische Grofle. Wir beschreiben nun mogliche
Nachbarkurven durch

" =1 +ed”; " = 1" + et

und die Extremale soll fiir ¢ = 0 gefunden werden. Es gilt dann:

S (t) + edi(t)) = /dtW’; W' = W'(a", i)

Die Extremalforderung lautet somit

B

!
- = =0
Oe

e=0

05

und wir erhalten:

8_5
Oe

/ &t [OW Oz’ N oW 03"

o oz’ Oe oz’ Oe 0
E= tO L £
= /dt (W i W,

n | Oxt oz!

= (partielle Integration des zweiten Termes)

t1
to

d Al OF
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Also folgt:

ow dow
- = 3.5
oxrt dt 901° (3.59)
Fiir die einzelnen Terme erhalten wir nun:
ow -
P O\ gid'
1
= —Wal (gzk$ $k)
ow 1 Tk
o~ i
d oW d &
dt oit —  dt (9u")
und somit folgt aus (3.59):
1
5:1: ik, ga — 215 0 g — gued® = 0. (3.60)

Aus ik = 0 und gy, = 0 folgt:

Bgi = 3 o (Gk+ Y L G

19ik  — ’ll gsk ]{Zl Jis
S S

Oigie = { i }gsk+{ ik }gls

und wir erhalten fiir (3.60):

1
'k <§algik — 5i91k> =

k(L] os + 1 ] s s

= T 92 il sk ]{Zl Gis il sk ik Jis
ik _1 s + 1 . — s

= Tz 92 il sk kl Gis ik Jis

= 0; i,k sind Summationsindizes, g;, ist symmetrisch

ik S
{3

Es folgt damit weiter

. . S
xkglk—irxx {zk:}gls =0
S

z° +:cx{ k} =0 (3.61)

was der Gleichung (3.43) entspricht.

~.
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3.8.4 Der Torsionstensor

Es sei ¢ ein glattes Skalarfeld. Es gilt dann in jedem Kartenbereich 9,0,¢ =
0y0,¢. Im Gegensatz dazu mufl aber v/, v/, ¢ nicht notwendigerweise gleich
Vb Va @ sein. Man kann zeigen, dafl stets ein Tensor 77, der Torsionstensor,
existiert, welcher wie folgt gegeben ist:

(Va Vb — Vb Va) @ =Ty Ve 0. (3.62)

Ist % = 0, so ist die Vernetzung torsionsfrei. In Einstein’s Theorie der
Gravitation ist es eine Annahme, dafl der Torsionstensor verschwindet. In
allgemeineren Theorien — etwa der Einstein—Cartan Theorie — mufl 77 nicht
verschwinden und erhélt dadurch eine physikalische Bedeutung.

Wir wollen nun 77, durch die Vernetzung I';, ausdriicken. Es gilt:

Vagb = 8(1&7 - Pgago

Setzen wir nun &, = /¢ = Oy¢, so erhalten wir:

Va Vb Qb = 8a8b¢ - Fga66¢
Vb Va @ 0p0,¢ — T, 0.0

(Va Vb — Vb Va) ¢ = (Flc)a - 1—‘Zb) 66¢

= Ty Ved
Ty, =I5 + Ty = =2, (3.63)
mit 1
[cab} =35 (sz - Fga) . (3-64>

2
Somit wird offensichtlich ',y ein Tensor. Die Bedingung der Torsionsfreiheit
zeigt sich wiederum in einer symmetrischen Vernetzung. (Siehe auch Seite
51, wo der Torsionstensor ahnlich eingefiithrt wurde.)

3.9 Der Riemannsche Tensor

3.9.1 Definition

Wir kénnen nun den fundamentalen Tensor vierter Stufe (einfach kontra—
und dreifach kovariant) einfiihren, welcher fiir jede Mannigfaltigkeit mit Ver-
netzung existiert. Wir vereinbaren dabei nur, daf§ die Vernetzung zumindest
einfach differenzierbar ist, daf also 9,I'%;, in jedem Kartengebiet existiert.
Wir werden dann spéter sehen, dafl dieser Tensor in der allgemeinen Relati-
vitétstheorie das Gravitationsfeld bestimmen wird.
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Dieser Tensor entsteht als Maf fiir die Nichtvertauschbarkeit der zweiten
kovarianten Ableitung eines Vektorfeldes.

Theorem 3.9 Es sei M eine Mannigfaltigkeit mit der Vernetzung I'S,, wel-
che zumindest einmal in jedem Kartengebiet differenzierbar ist. Es existiert
dann stets ein eindeutiges Tensorfeld Rgp.? mit der Eigenschaft

(Va Vs = Vb Va ) & — Tapeja = —Raveéa (3.65)
fiir jedes glatte Vektorfeld &.. T ist dabei der Torsionstensor nach (3.62).
ab

Beweis: Wir beniitzen (3.48) und (3.50):

Va Vb gc = aa (vb&) - ng \p gc - Fgc Vb gp
Vb Va gc = O (Va&) - Fga Vo gc - Fgc Va fp-

Wir subtrahieren diese beiden Gleichungen voneinander, und finden:

(Va Vo — Vb Va )&+ (Lo Vp e — Ty Vp &) =
= aa (bet:) - ab (Vaft:) - FZC Vb gp =+ Fi)c Va fp

Wir schreiben weiter:

00 Vo e = On (Ohb — Thta)
= OuDhée — (015 &
ab Va gc = abaatfc - (&)Fgc) gd

(ng - Fga) \p fc = (3-63) = _thb Vp &e

- Fgcaagd
- Fgcabgd

% Vo &y = Tho (06— Thta)
= Fgcabgp - Fgcrgpgd

Fgc Va fp = Fgc (aafp o Fprd)
= Fi)caaép — T, Fd fd

bc™ ap

und fassen zusammen:

(Va Vo — Vb Va )& — Ty Vale =
= DuOhée — (0uT%.) &a = Taba — 0Due + (ATL) &a + Th00Ea —
Fgcabgp + Fgcrlajlpgd + Fzgcaagp ~ T Fd gd

be™ ap

= (=0uI'f +OTe, — T3, + TAIE) a.

be™ ap
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Wir definieren nun

Rabcd = 8aFlcylc - ab]:\gc + Iy, Fd - Fgcrlcylp (366>

bc™ ap
und haben damit (3.65) bewiesen. Die zusétzliche Verwendung von

1

5 (Aabcd - Acbad) = A[a\b\c]d

erlaubt dann fiir (3.66) die Kurzform:

1
§Rabcd = 8[aFZl]c -7 F?,l]p (367)

[ale
Mit Rup? wurde der Riemann—Christoffelsche Tensor in seiner dreifach
ko— und einfach kontravarianten Form eingefiihrt.
In volliger Analogie finden wir fiir kontravariante Vektoren:

1 1
Via Vi) £ = B Vo §Rabdc€d- (3.68)
Aus der Definition (3.65) wird die Symmetrie
Rabcd = _Rbacd (369)

offensichtlich. Eine weitere wichtige Symmetrie ergibt sich, wenn die kova-
riante Ableitung torsionsfrei ist, wenn also 7 = 0 ist. Es folgt dann aus
(3.65):
Vo Vb€ = Vb Va e = —Rane "6
fiir jedes &.. Wir untersuchen nun die Summe
(Rabcd + Rea” + Rbcad) §a =
= VaVb&e = Vb Vabe+VeVals = Va Vet + Vb Ve a = Ve Vb a-
Wir setzen nun &. = v/.¢ und erhalten weiter:
(Rabcd + Reap” + Rbcad) Va¥ =
= VaVb Ve =V Va Ve +VeVa VoY = Va Ve Vo +
Vb Ve Va¥) = VeVo Va
= (VaVb = V6 Va) Ve + (Ve Va = Va Ve ) Vet +

(Vb Ve — VeV ) Va ¥
- 0

was aus der Torsionsfreiheit von v/, folgt. Somit wird
(Rabcd + Rea” + Rbcad) Vi =0
fiir jede beliebige Wahl von ; somit mufl
Rase” + Reap? + Ryca” = 0 (3.70)
gelten.
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3.9.2 Die Identitidt von Bianchi

Theorem 3.10 Fiir torsionsfreie kovariante Ableitungen <7, gilt
{VaRbced}[abc} = VieRsge” = 0. (3.71)
labc] deutet dabei die zyklische Vertauschung der Indizes a, b und ¢ an.
Zum Beweis von (3.71) benotigen wir zunéchst den Satz:

2 V[a Vb}chd = _Rabcp VP gd + Raqu Ve gq’ (372)

welcher nun bewiesen werden soll. Dazu berechnen wir die linke Seite dieses
Ausdruckes und setzen zunéchst

vcgd — Tcd
und bestimmen dann (V, Vs — Vs Va ) To%:

T = 0T +TyT.r —ThT," = Xu*
T = 0T +TLTP —TE T, = X.*

Xoja = 0uXop" + T Xa" — T2, X0 — Th X"
Xy = 0Xeo” + T8 X" — T0 X0 — T8, X,

chd”a - Xcad”b = 8achd - 8chad + PgaXc P— Pngcap
_F{:}aprd + FIc)b)(patd - Fi)aXcz’d + FZchpd

=0, da 1?7 =r?, wegen Torsionsfreiheit

0uXa = 0o (BT + Y TS — 0T,
d d d
= [0, (T, 1.7) = (0.T4,) T + T4,0.T.7 |
= 0.0, 1.0 + 0,8 TP + T 0,1 — 0,15, T, —
I%,0,T,°
WX = 0T+ IL TP + T 0T.7 — OT%,T," —
I 0,1,

8at)(cbd - ab)(cad = (8arglp - 8brzp) Tr — (aarlc)b - 8bFIc)a) Tpd +
Iy 0,10 — T8 0, T.F — T%,0,T," + T%,0,T,"
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d
I Xa? =

d
X" =
P d
Fca‘vap

D d
X" =

FgaTcpr

[pa (TP + TT° = T3 T.7)

re 0T, + eI T — T8 IS Tp
I40,T.) + Tt T — T4 TS TP
2,01, + I8, I3, T,° — TP, Ly T

I%,0.T," + ThIe.T,° — cm)brf;aTSd

d d
Xeb o — Xea'p =

(0T, — BT) TP — (.17, — L7, T, +
Iy 0,17 —Te.0,T.7 — 15,0, T,% + T%,0,T," +
reo,T.7 + T8 T — T T8 TP —

rgbaaTcp — rgbrgsTcs + F;bef,aTsp -

Fzgaaprd - FzgargsTps + I‘I;aI‘;)std +
20,1, + T4 T, — T ;aTsd
[Th 0. T,* =504 TP = T5,T8 07|
[ngriaTsp = ngrlgans = ngrgans}
(ngm - Fgs|b - Fgargs - ngrgs) Tcs -

s s s s d
(Fcb|a - Fca|b - FIc)praL - cm)anq) T
Rabschs - RabcsTsd
—Raps® Vs €4 Rape® 7 €° w.z.b.w.

Wir wenden nun den zyklischen Operator

{' : '}[cba]

auf (3.72) an und erhalten:

{ R0 = Rane"€%)}

& etblla = Efelale )

[cba] -

[cba]

d d d d d d
& eta = E1etats + E wlalie = Evlete + Ealiels = E ol

d d
E elivfla — & Ilbllclla}[cbal

(%o —

{10 = € pelle T Eiotate = Eatplie + E oty — Efelale )

d
£ i) ”a}[cba]
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— (3.68) = {(Rbcsdfs)“a}

= {Rbcsd”afs - Rbcsdfslla}

[cba]
[cba] ©

Daraus folgt die Beziehung;:

{ Boes"ja8" {Babs "€ = Ranc*€"), = Roes "€}

= {Bon’€ + Rouc’ €y = B8y}
= R’y + Roac’€js — Ruas"€’)c
Raes"€" )y + Reba* %) — Rens"€%),
Riqs €% e + Rar* €| — Raes €
= (Ruac® + Reva” + Raa®) £
= (—Rae’ — Roea® — Reay®) €% = (3.70) = 0.

[cba]

Somit folgt
d s __
{Rbcs Ha}[cba] f - 07

und da £° ein beliebiger Vektor ist, mufl

{Biesja) 1y =0

gelten, womit die Bianchi-Identitdt bewiesen ist.

3.10 Der affin ebene Raum

3.10.1 Lemmas

Wir haben bereits die Tatsache diskutiert, dafl in der allgemeinen affinen
Mannigfaltigkeit das Konzept der Parallelitdt zusammenbricht, da wir beim
Paralleltransport (Abb. 3.8) eines Vektors von einem Punkt zu irgendeinem
anderen entlang unterschiedlicher Wege unterschiedliche Vektoren erhalten
werden. Konnen wir aber einen Vektor von einem Punkt zu einem beliebigen
anderen mit vom Transportweg unabhéngigem Ergebnis bewegen, so bezeich-
nen wir die Verkniipfung als integrabel. Wir untersuchen nun zwei Lemmas,
welche das Konzept des affin flachen Raumes, die Integrabilitéit und das Ver-
schwinden des Riemannschen Tensors miteinander verkniipfen.

Lemma 3.1 FEs ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine
integrable Verkniipfung, daf$ der Riemannsche Tensor verschwindet.
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Abbildung 3.8: Die ‘Parallelverschiebung’ eines Vektors.

Beweis der Notwendigkeit:

I'?. ist integrabel und wir kénnen mit einem Vektor £* in einem beliebigen
Punkt beginnen und ein eindeutiges Vektorfeld £%(n) iiber der Mannigfaltig-
keit konstruieren, indem wir den Vektor parallel verschieben. Fiir die Paral-
lelverschiebung gilt dann (siehe Abschnitt 3.7.2ff):

Ve = 9.0+ T = 0. (3.73)
Dies ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welche auch Losun-

gen haben mufi. Wir haben nun in Gleichung (3.68) die Beziehung

1 1 .
Vie Vy & = §Tdab Vaé+ §Rabd ¢
kennen gelernt. Unsere Forderung (3.73) bedingt somit notwendig:
Rapa 6" =0,

und da &7 im gesamten Raum beliebig ist, folgt als notwendige Bedingung
fiir den affin flachen Raum

Rapd® = 0. (3.74)

Beweis der hinreichenden Bedingung:

Wir untersuchen dazu den Unterschied in der Parallelverschiebung des Vektors
€% um eine infinitesimale Schleife (Abb. 3.9), welche 2% mit z* + §z® + dz®
verbindet. Zuerst iiber z® + dx® und dann iiber ¢ 4+ dz®. Wir transportieren
zunachst €% von x® nach x® + dz® und erhalten, wie schon gezeigt wurde:

'z + dx) = £ (2) + 6¢" ()

mit

0€"(z) = —T} (2)€" (w)0a".
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x+8x"

X HOx +dx”

a

x+dx”

Abbildung 3.9: Die unterschiedliche Moglichkeiten der ‘Parallelverschiebung’
eines Vektors.

(Siehe auch Abb. 3.5.) Wenn wir dann £ nach 2% 4 0x® + dx® transportieren
erhalten wir

£z + dx + dx) = £%(x + 0z) + 0&*(z + o)
mit
66z + 0x) = —TL (2 + 62)&%(x + x)da’.

Wir entwickeln nach Taylor und verwenden die obigen Ergebnisse, wobei wir
annehmen, dafl alles im Punkte x® berechnet wird, und unter Verwendung
von (3.45) folgt:

6%z +61) = — (F‘gc + Gdl"gcéxd) (5" - szfeéxf) dz*
= —I'¢&hda’ — 0T 00x dat +
Lo I0 0007 dat + 0,0 L ;£ 0x 0x! da’

<

und

(x4 6 +da) = &* —TLebsa — IEeida” —
Oal'3. 02 da’ + Ty, I 627 da’.
Um das dquivalente Ergebnis fiir den Pfad zu erhalten, welcher x® mit

%+ dx® + dz* iber dz® verbindet, braucht man in obiger Gleichung nur dz®
und dz® austauschen:

(x4 de +02) = &0 —TLeda® — T§.L06x° —
Oal'5.0da"62¢ + Ty, I p&odal ba.
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Wir bestimmen die Differenz:

A" = Mo+ dx+dr) — " (x +da + 0x)
= —T}.£%00° — T5.€°da® + T5.€0da’ +
I 052 — 0,18 0 0x % da” + 0,T%. £ da 6 +
Iy Tl &0a! da — Ty I p&odal 6a°
= =04l b6x%dat 4 0,1, dacox? +
Tp Tt 0! da® — Ty TL &odacsa!
= (0I5, — 0uTy, + T2.T5; — T2 T5,) €bdacon!
= (0T — 0aTh, + Telhg — Teglh,) €°da 62"
=" Rupq€bdacsa?
= —Rye®€bdaoz?.

Aus diesem Ergebnis ist zu ersehen, dafi A¢® dann und nur dann Null ist,
wenn der Riemannsche Tensor identisch verschwindet.

Es gilt somit: der Vektor £* wird dann und nur dann derselbe im Punkt
x® 4+ 0x® + dz® sein, unabhéingig vom Pfad, welcher zur Erreichung dieses
Punktes eingeschlagen wird, wenn Ry.q* = 0 ist. Es folgt also, daf}, bei Ver-
schwinden des Riemannschen Tensors, £ sich nicht verdndert, wenn er ent-
lang einer beliebigen infinitesimalen Schleife parallel verschoben wird. Mit
diesem Ergebnis und unter der Annahme, dafl die Mannigfaltigkeit einfach
zusammenhédngend ist, kann man eine Kurve kontinuierlich in eine andere
verformen, wobei die Verformung in jedem Schritt infinitesimal erfolgt.

Lemma 3.2 Fine notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine affin fla-
che Mannigfaltigkeit besteht darin, daf$ die Vernetzung symmetrisch und in-
tegrabel ist.

Dieses Lemma wurde bereits als Weylsches Theorem (Theorem 3.7) be-
wiesen.

3.10.2 Symmetrien im Riemannschen Raum

Wir haben bereits im Abschnitt 3.7.2 einen torsionsfreien geodétischen Raum
eingefiithrt und fiir diesen folgte dann die weitere Eigenschaft

VeGab = 07 (375)

wodurch der metrische Tensor als global konstant identifiziert wurde. Damit
ist g, eine symmetrische Matrix und es existiert dann immer eine Transfor-
mation, welche diese Matrix auf Diagonalform bringt, wobei jeder Diagonal-
term entweder gleich +1 oder gleich -1 sein wird. Der Uberschu8 an Plus-
zeichen wird dann die Signatur der Metrik genannt; ist die Signatur gleich
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Null, so spricht man von einer singuldren Metrik. Ist der metrische Tensor
iiber die Mannigfaltigkeit kontinuierlich und nicht singulédr, dann folgt wei-
ter, dafl die Signatur eine Invariante ist. Im allgemeinen wird es jedoch nicht
moglich sein, Koordinatensysteme aufzufinden, in welchen sich der metrische
Tensor iiberall auf Diagonalform reduzieren 148t. Besteht allerdings ein sol-
ches Koordinatensystem, in welchem sich der metrische Tensor iiberall auf
Diagonalform bringen 148t, mit £1 als Diagonalelementen, so ist die Metrik
eben.

In welcher Beziehung steht nun eine ebene Metrik mit dem affin ebenen
Raum, wenn die Vernetzung die metrische Vernetzung ist” Die Antwort gibt:

Lemma 3.3 Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine ebene Me-
trik besteht im Verschwinden des Riemannschen Tensors.

Die Notwendigkeit folgt aus der Tatsache, dafi ein Koordinatensystem be-
stehen muf, in welchem der metrische Tensor diagonal ist, mit Elementen +1
in der Diagonale. Der metrische Tensor ist {iberall konstant und damit sind
seine partiellen Ableitungen gleich Null; damit verschwinden die metrischen
Vernetzungen I'f. aufgrund von (3.37) und damit auch ihre Ableitungen. Also
verschwindet auch der Riemannsche Tensor aufgrund von (3.66).

Umgekehrt aber, wenn der Riemannsche Tensor verschwindet, so mufl
nach den im vorhergehenden Abschnitt abgeleiteten Lemmas ein speziel-
les Koordinatensystem bestehen, in welchem die Vernetzungen {iiberall ver-
schwinden. Es folgt dann wegen (3.75):

VeGab = acgab - Fgcgdb - Flcylcgad =0

oder
acgab = Fgcgdb _'_ Fgcgad = 07 (376)

und damit ist der metrische Tensor iiberall konstant und kann somit auf
Diagonalform transformiert werden. Somit folgt, daBl bei Verwendung der
metrischen Vernetzung der metrisch ebene Raum dem affin ebenen Raum
entspricht.

3.10.3 Symmetrien des Riemann Tensors im metrischen
Raum

Wir beniitzen nun die Bianchi-Identitdt, um einige Symmetrieeigenschaften

des Riemannschen Tensors im metrischen Raum ableiten zu kénnen. Sie lau-

tet:
RcbsdHa + Racsde + RbasdHc = 0.
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Wir definieren nun den vierfach kovarianten Riemanntensor durch Herunter-
ziehen des kovarianten Index:

Rabcd = Rabcs 9ds
= _Rbacs 9ds = _Rbacd~ (377)

Aus (3.70) folgt weiter:

Rabcd + Rbcad + Rcabd = 0 | X Gsd
Rabcs + Rbcas + Rcabs = R[abc]s = 0. (378>

Wir verwenden nun (3.75) und schliefien daraus:

2 V[a Vb]gcd = 0= (372)
= _Rabcsgsd - Rabdsgsc
- - (Rabcd + Rabdc) =0

Rabcd = _Rabdc- (379)

Der vierfach kovariante Riemannsche Tensor ist somit antisymmetrisch un-
ter Vertauschung der vorderen oder der hinteren zwei Indizes. Eine weitere
wichtige Symmetrie folgt aus (3.78):

Rabcd + Rbcad + Rcabd = 0
Rabdc + Rbdac + Rdabc == O

Rabcd + Rbcad + Rcabd - Rabdc _Rbdac - Rdabc =0
:7Rabcd
2Rabcd + Rbcad + Rcabd - Rbdac - Rdabc =0
2}%abcd - Rcadb - Radcb - Rbcda - Rdbca =0
2}%abcd - (Rcadb + Radcb) - (Rbcda + Rdbca) = 0
Rcadb + Radcb + Rdcab =0
Rbcda + Rcdba + Rdbca =0
2}%abcd + Rdcab + Rcdba =0
—— ——
:7Rcdab :7Rcdab
Rabcd = Rcdab (380>

Alle diese Symmetrieeigenschaften sind wesentlich, da sie die Zahl der zu
bestimmenden unabhéngigen Tensorkomponenten stark reduzieren.
Wir fithren nun den verjiingten Riemann—Tensor, den Ricci—Tensor ein:

Rab = Ratcbc = Racbd QCd (381)
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und im weiteren den Ricci—Skalar:
R=R% = R ¢ = Ruwva ¢ ¢ (3.82)
Aufgrund von (3.80) gilt ganz offensichtlich:
Rap = Ry (3.83)

Wir bilden aus diesen Tensoren den FEinstein—Tensor:

1
Gap = Rap — §gabR- (3-84>

Aus der Bianchi-Identitét (3.71) folgt weiter:

g {Rbcsdna}[cba] - { (g StR”“d) ||a}[cba]
= {Bolaf

= R0 + Ry + Ry = 0.

Wir verjiingen nun ¢ mit a und d mit b, beachten die Symmetrieeigenschaften

(3.77,3.78,3.79, und 3.80), und erhalten:

Rap™ e + Rea™ o + Roc™|a
Rje — Rae™ 5 + Rev™)
Rje = Ry + Re'jo =
Ry = 2Rl = 0
und

1
5 Ble = Ry (3.85)

Wegen der Eigenschaften des Fundamentaltensors gilt weiter:

1 S 1 S S
39 s = 5(9 R — B = 0
1
(Rcs - §gScR) =0 | X Gbs
lls

1
<gbsRcs - agbsgScR) ! =0

1
(Rcb—ﬁgbcR) )
[|b

oder mit (3.84):
Gab”b = diVGab =0. (386)
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Wir sehen also, daf3 der Einstein—Tensor divergenzfreiist. Dieses Ergebnis ist
von fundamentaler Bedeutung fiir unsere weiteren Uberlegungen.

Abschlielend wollen wir noch zusammenfassend feststellen, daf3 fiir einen
ebenen metrischen Raum der Riemann—Tensor gleich Null ist; damit ist auch
der Ricci-Tensor und der Ricci-Skalar gleich Null, was schliellich noch dazu
fithrt, daf§ auch der Einstein—Tensor gleich Null ist.
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