Kapitel 4

Die Einsteinschen
Feldgleichungen

4.1 Einfiihrende Bemerkungen

Die Uberlegungen im ersten und zweiten Kapitel haben dazu gefiihrt, daff im
lokalen Bereich die Variationen im Gravitationsfeld vernachléssigt werden
konnen — die spezielle Relativitétstheorie ist ausreichend. In Situationen, wo
diese Vernachléssigung nicht zuléssig ist, benttigen wir aber eine nicht flache
Metrik, welche man sich als das Potential des Gravitationsfeldes vorstellen
kann. Die Korrespondenz mit der Newtonschen Theorie 148t vermuten, dafl
wir Feldgleichungen zweiter Ordnung in diesen Potentialen auffinden wer-
den, und dafl diese Tensorgleichungen sein werden, wie es vom Prinzip der
Kovarianz gefordert wird.

Wir untersuchen nun folgende, nicht lokale Experimente, wobei angenom-
men wird, dafl die Instrumente des Beobachters empfindlich genug sind, um
Variationen im Gravitationsfeld zu entdecken; in allen Féllen setzt der Be-
obachter zwei Korper frei, deren gegenseitige Wechselwirkung ignoriert wird.

Das Labor befindet sich in einer beschleu-
nigten Rakete. Die beiden Korper fallen
auf parallelen Bahnen auf den Laborbo-
den
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Das Labor befindet sich in einer nicht be-
schleunigten Rakete. Die Koérper bleiben
relativ zum Beobachter in Ruhe.

Das Labor steht auf der Erdoberflache.
Die Korper fallen auf konvergierenden
Bahnen zur Erde.

iz

Das Labor fillt im freien Fall Rich-
tung Erdmittelpunkt. Die beiden Korper
nihern sich, ohne daf3 sich ihr Abstand

vom Laborboden verandert.

Aus diesen Fillen ist zu ersehen, dafy der Beobachter zwischen dem gleich-
formigen Tragheitsfeld von Fall (i) und dem ungleichférmigen Gravitations-
feld von Fall (iii) unterscheiden kann. Das Wesentliche an diesen Experimen-
ten besteht darin, dafl die Gegenwart eines ‘echten’ Gravitationsfeldes durch
die Beobachtung der Verdnderung verifiziert wird. Diese Veranderung (oder
Abweichung) werden wir beschreiben miissen.

4.2 Die Abweichung in Newtons Theorie

Wir miissen also das Verhalten der benachbarten Teilchen untersuchen. Wir
verwenden dazu kartesische Koordinaten %, a = 1, 2,3 und verwenden den
euklidischen Raum mit seinem Wegelement:

ds®* => (dz®)?

«
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Abbildung 4.1: Bestimmung der Abweichung in der Newtonschen Theorie.

und dem metrischen Tensor

9op = Oap-
Wir betrachten nun die Pfade von zwei benachbarten Gravitationstestparti-
keln (Abb. 4.1), welche die Einheitsmasse haben und sich in einem Gravita-
tionsfeld bewegen, dessen Potential ¢ sei. Die Teilchen bewegen sich entlang
der Pfade C7 und (5, und zur Zeit t haben sie die Punkte P und @) erreicht.
Wir verwenden die Zeit ¢t als Parameter und damit sind die beiden Bahnen

durch

CQZ

gegeben, wobei n®(t) ein kleiner konvergenter Vektor ist, welcher die beiden
Bahnen zu gleichen Zeiten t verbindet. Die Bewegungsgleichung hat dann
folgende Tensorform:

i = - (aa¢)P
mit
0. = g*P0y. = §°P0,. = grad.|p .
Fiir das zweite Teilchen gilt analog:
it = —(0%)
—(070)p — (1°050°0) , + -

Q

Somit ergibt sich

i = 0’050
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mit dem Tensor zweiter Stufe:
K% = Kg® = 0%030¢. (4.1)
Fiir die Abweichung in Newtons Theorie erhalten wir dann:
i*+ K%n’ = 0. (4.2)

Der gravitationsfreie Raum wird durch ein Potential ¢ beschrieben, welches
durch die Laplace Gleichung

V20 = 040,0 = 0
beschrieben ist. Damit folgt aus (4.1):
Kag = 8a85¢ = go‘“’&yﬁﬁ(b = &ﬁg(b

K% = 0006 = 0. (4.3)

Im leeren Raum hat also der Tensor K3 die Spur 0.

4.3 Die geoditische Abweichung

4.3.1 Die Lie—Ableitung

Die Lie-Ableitung ist eine spezielle Form der Ableitung, welche den Vorteil
hat, von der Verkniipfung unabhéngig zu sein. Sie ermoglicht es auch oft
komplizierte Tensorausdriicke in einfachere umzuwandeln, wodurch diese oft
geometrisch leichter interpretierbar werden.

Wir gehen von einer Kurvenschar aus, welche so definiert ist, dafl nur eine

3

Abbildung 4.2: Konstruktion eines Vektorfeldes aus einer Kurvenschar.

Kurve durch jeden Punkt der Mannigfaltigkeit geht. Wir konnen dann jede
beliebige Kurve x* = x%(u) dazu beniitzen den Tangentenvektor (sieche Abb.
4.2) ddi: entlang der Kurve zu definieren. Macht man dies fiir jede Kurve
der Schar, so erhalten wir dann ein Vektorfeld £* auf der Mannigfaltigkeit,

welches durch die % in jedem Punkt gegeben ist.
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Abbildung 4.3: Konstruktion einer Kurvenschar aus einem nicht verschwin-
denden Vektorfeld.

A
\ |

. £'(Q)
E'(P)

Abbildung 4.4: Verschieben eines Tensors 7 entlang einer Kurvenschar.

Umgekehrt, wenn wir ein nicht verschwindendes Vektorfeld £%(x) auf der
Mannigfaltigkeit definiert haben, so kann dieses dazu beniitzt werden, eine
Kurvenschar in der Mannigfaltigkeit zu definieren (Abb. 4.3), welche Tra-
jektorien oder Bahnen von £*(x) genannt werden. Diese Kurven findet man
durch Losung der Differentialgleichungen

dx®

T = &aw).
Das Existenz— und Eindeutigkeitstheorem einfacher Differentialgleichungen
stellt eine Losung sicher, zumindest in Bereichen der Gesamtmenge. (Wir
sind ohnedies nur an lokalen Bereichen interessiert.)

Wir nehmen nun &% als gegeben an und die lokale Kurvenschar wurde
konstruiert. Weiters existiere irgendein Tensorfeld 7% (x), welches unter
Verwendung von £* differenziert werden soll. Die Idee besteht dann — wie
schon frither — darin, diese Kurven der Schar dazu zu beniitzen, den Tensor
von einem Punkt P (7%, (P), Abb. 4.4) entlang einer Kurve, welche durch
P geht, zu irgendeinem Nachbarpunkt () zu ziehen und diesen so erhaltenen
Tensor T, 2(Q) mit dem sich urspriinglich im Punkt @ befindlichen Tensor
T%,. (Q) zu vergleichen. Wir kénnen also die beiden Tensoren voneinander
abziehen, und so die Ableitung durch einen Grenziibergang beschreiben. Das
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Abbildung 4.5: Punkttransformation P — Q.

‘Ziehen’ des Tensors von P nach () geschieht dabei durch eine Koordinaten-
transformation. Wir betrachten also die aktive Transformation

' = 2% + du&(x) (4.4)

mit sehr kleinem du. (4.4) ist eine Punkttransformation, wobei das Koordi-
natensystem nicht verlassen wird. Es gilt also (Abb. 4.5)

P — Q
¢ — 2%+ oul’(x).
Somit liegt @ offensichtlich auf der Trajektorie, welche durch P geht. Wir

differenzieren (4.4):

Opx'® = 6 4 JudpE”. (4.5)

Nun behandeln wir das Tensorfeld; seine Komponenten im Punkte P sind
T (z), und unter der Punkttransformation (4.4) erhalten wir:

Tab(l‘) _ T/ab(:L‘l)
Tlab<l’l) — 8cx’“8da:’bTCd(:c)
= (00 + 0ude”) (0 + 6udus”) T*(x)
= T°(x) + (08704 + 0208") SuT ™ (z) + - - -
= Tx) + (08T () + 048" T (x)) bu + - -
Andererseits erhalten wir fiir den von P nach () verschobenen Tensor:
Ty = T (2°+ dut(x))
= [Taylor Entwicklung]
= Tz) + 6uto.T™(x) + - - -
Wir definieren nun die Lie—Ableitung:

. Tab ; . Tab<.]]/) o T/ab<.§l,’/)
£ du—0 5’11,

(4.6)
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und erhalten

1
LT = 5 (T () + ug0,T" (z)
T(x) — Sud LT (z) — (5u8d§dT“d}
= £9,T% — T%0,£ — T, (4.7)

Man kann unschwer zeigen, dafl L¢ linear ist,
Le (An® 4 p€?) = ALgn® + ple £°,
und der Kettenregel folgt
Le (" Zbe) = 1" (L Zoe) + (Le ) Zbe-

Die Lie-Ableitung ist weiters stufenerhaltend; also ist die Lie-Ableitung ei-
nes Tensors der Stufe (p,q) wiederum ein Tensor der Stufe (p,q). Weiters
kommutiert sie mit der Verjiingungsoperation:

gabLg Tab = Lg Taa.

Die Lie-Ableitung fiir ein Skalarfeld folgt unmittelbar aus (4.7):

L§ (b = fa a(b (48)
und fiir ein kontravariantes Vektorfeld mit:
Len® = 0" — n° 0y = [€,m]", (4.9)

USW.

Aus (4.9) 148t sich unmittelbar zeigen, da die Lie-Ableitung vernet-
zungsfrei ist. Wir beniitzen dazu die Definition der kovarianten Ableitung
nach (3.51):

Len® = 0" — 0 0ye”
Vst = 8b§a+{ Zl }fl
vent = 3b?7a+{ gé }771
Len = £bvbn“—?7bvb§“—{ y }ébn“r{ y }?7”5’

= &y —n’pé° (4.10)
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Wir fithren noch die verjingte kovariante Ableitung mit

Ve =&
ein und finden fiir (4.10):

Len® = ven® — 78" (4.11)

Diese Beziehung kann schliellich dazu beniitzt werden, eine interessante Be-
ziehung mit dem Riemann Tensor herzuleiten. Den Ausgangspunkt dazu bil-
det die Gleichung (3.65):
Ve Va (= VaVe ("= R%aC" + (Fey — T) e (°
mit
R%ca = 9" Rspea-

Wir gehen auf die verjiingte kovariante Ableitung iiber und schreiben zu-
néchst:

§cﬁd Ve VdCa - fcﬁd Vd cha = Rabchbﬁcﬁb - fcﬁd (Fid - F2c> Ve Ca-
Nun gilt:

&€V (" val") = VeV, ("

= & (Ven”) (VaC®) + €0 Ve VaC"
N Va (Ve () = vy vel”

= 7" (Va€) (V) + €07 Va Ve

und es folgt

Ve Vn ¢ = & (Ven®) (VaC®) = Vg Ve ¢+ 1 (V4€%) (VeC") =
= Rabcdcbgcnd - gcnd (Pid - F?lc) Ve ga.

Wir formen um:

vt = o+ Ty
Even’ = €0+ T
& (ven®) (vac®) = € (") (VaC") + £, 74 ¢
Va€© = 0a€"+ T8¢
Nt 7a& = nt0.° + 'L
1 (Va€) (V) = 0" (94€°) (V) + En'TE, Ve ¢
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Abbildung 4.6: Zur Berechnung der geodétischen Abweichung.

Zusammengefafit ergibt dies:

R%eq €™ — € (0 —T5.) Ve C* = Ve Vn (" — Uy Ve (" —
§40m° e ¢* — ENTG, e ¢+
N%04E° 7 C* + €T, Ve ¢

oder

R%q becnd = VeVnp ¢“— Vo Ve ¢ =
(&0 — 1"08°) e ¢
Wir fithren nun die Abkiirzungen

[€,n]° = €40um° — n0uc”
RYRvAS Vign S

ein, und erhalten

Ve Vi ¢ — Vi Ve " — VignC* = R%ea CPEN. (4.12)

4.3.2 Die geodéitische Abweichung

Nach unseren bisher entwickelten Vorstellungen sollten sich im Bild der allge-
meinen Relativitéitstheorie die Testkorper auf zeitartigen geodétischen Linien
bewegen. Wir betrachten daher eine zweidimensionale Fliache S (Abb. 4.6),
welche durch eine Schar von zeitartigen geodétischen Linien gegeben ist. Die
parametrische Gleichung dieser Fléche ist durch

¢ =x%(1,v)
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gegeben, mit 7 der Eigenzeit entlang der geodétischen Linie und v einem
Index, welcher die einzelnen geoditischen Linien kennzeichnet. Wir kénnen
nun auf dieser Flidche zwei Vektorfelder definieren:

_dx“ _dx“
- dr’ dy’

va

é‘d

wobei v* der Tangentenvektor an die zeitartige geodétische Linie ist, und
& ist ein Verbindungsvektor, welcher zwei benachbarte Kurven in der Schar
verbindet.

Theorem 4.1 Das Verschwinden der Lie-Ableitung L, §* zweier Vektorfel-
der £&* und n® ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafs
diese Vektorfelder oberflichenbildend sind.

Die Giiltigkeit dieses Theorems kann fiir die beiden speziellen Vektorfelder
v® und £* unmittelbar bewiesen werden:

L,&* = [Uaf]a
— ,Ubabga_é;babva

w0 () a0 (dr
Cdr ot \ dv dv 0z \ dr
A A

drdv  drdv

Wir verwenden nun (4.11) und finden aus (4.13):

(4.13)

0 = nga
= V&' — Ve

oder

V&' = ver®
Vo Ve’ = Vo Ve

Wir verwenden nun weiter (4.12) und setzen £* = (* = v* und n®* = £%; wir
erhalten dann:

Vo Ve Ve — Ve Vo V% — V[v,ﬁ]va — Radevbvcéd.

Nun ist aber
Ub Vb vt = 07
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da v® ein Tangentenvektor zu einer affin parametrisierten geodétischen Linie
ist. (Siehe auch Abschnitt 3.8.3.) Somit verschwindet der zweite Term und
auch der dritte wegen (4.13). Es bleibt somit nur:

Vo Ve 0" = R%eqv*v°€? = 0 (4.14)

oder
Vv Vv ga - Rabcdvbvcgd = 0.
Mit der Definition der absoluten Ableitung

D2§a "
D2 = Vo Vo §
wird D2ga
DfQ = Rpeav"v°¢" = 0. (4.15)

die gesuchte Gleichung fiir die geodétische Abweichung.

Die absolute Ableitung D/D7 entlang der Kurve ist das tensorielle Ana-
logon zur Zeitableitung entlang der Kurve in (4.2). Wir kénnen aber (4.15)
noch nicht mit (4.2) vergleichen, da hier noch der Vierervektor £ auftritt.
Wir sind aber, um iiberhaupt Vergleiche anstellen zu konnen, nur an den
rdumlichen Informationen interessiert, welche in (4.15) enthalten sind. Wir
miissen daher noch weitere Umformungen ausfithren. Wir fithren dazu einen
Projektionstensor

hy =& — vy
ein, welcher Tensoren in jenen R? projeziert, welcher in jedem Punkt P un-
serer Fliache senkrecht zu v® ist. Dieser Tensor hat folgende Eigenschaften:

hfvt = v’ — vt = vt — v =0
a1b a
hb hc - hc
hy = 3
hay = hpa.

Wir definieren nun den orthogonalen Verbindungsvektor n* durch
0" =g

Da, wie bereits beniitzt, v%v, = 1 ist, also v* ein Einheitstangentenvektor ist,
folgt die Eigenschaft

Ve (V') = 0" Ve Vg + 4 Ve v
= 9"V Ve Va + Va Ve V"
= 9"V Ve Jact® + va Ve 0
= 9acty Ve V¢ + Vg Ve U
= 20, Vev" =0,
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da die kovariante Ableitung von 1 gleich Null ist. Es gilt dann weiter:

D&
Dr

= vaa

= |n" =5 — v

= VU (na+vavb£b)

= V" + (Vo) v + v (Vo) € +0"vp 7 €

Vov®=0
= Vo + 0, Vo’
——
zvgvb
=0
= ana
_ b
- Dr

Weiters gilt:
Rabcd ,Ubvcgd — Rabcd Ub’UC (nd + ,Udvcge)
— Rabcd Ub’UC?]d + Rabcd Ub’UCUd’Ucfe.
Nun ist aber v®v? symmetrisch und R%.q in cd antisymmetrisch, und damit
ist das Produkt dieser beiden Tensoren wegen

ab ba
r =—-T, Yab = Yba

xabyab — _l,bayba — _l,abyab =0
gleich Null. Fiir die geodéatische Abweichung ergibt sich dann:
D2?7a
D72

— R%eqv"vn? = 0. (4.16)

Damit konnte die geodétische Abweichung durch den orthogonalen Verbin-
dungsvektor beschrieben werden. Da wir aber immer noch in vierdimensiona-
ler Schreibweise operieren, miissen wir aus (4.16) noch die dreidimensionale
Information extrahieren.

4.4 Gegeniiberstellung der Ergebnisse

Wir fiithren nun in jedem Punkt P der Kurve C; (Abb. 4.6) ein System von
drei rauméhnlichen orthogonalen Einheitsvektoren

ey = (el ey €ly))
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Abbildung 4.7: Zur Extraktion der rdumlichen Information der geodétischen
Abweichung.

ein, welche auf v® orthonormal stehen. (o = 1,2,3.) Wir definieren weiter

und dann folgen die Orthonormalitétsrelationen:

€0ea = —€hema = —€€@a = —€(3€Ea = 1
€newa = €)@ = €0)f@a = €1)e@a

= €a1)€(3)a = 6?2)6(3)a = O

Somit spannen diese Vektoren ein Vierbein auf und wir fassen zusammen:

e‘(li)e(j)a = gij (4.17)
mit
gi = diag (1, —1,—1, —1) (4.18)

der tiblichen Metrik des Minkovski-Raumes. Die zu (4.17) duale Basis findet
man iiber
e?i)egj) = 0.
Wir konnen diesem Vierbein leicht eine physikalische Interpretation geben:
nachdem ef), = v* ist, so ist dies die Vierergeschwindigkeit eines Beobachters,
fiir welchen C] die Weltlinie ist. Die anderen drei raumé&hnlichen Vektoren
e(, sind dann die rechtwinkligen Koordinaten im Punkte P (Abb. 4.7). Wir
verschieben nun dieses Vektorsystem entlang C'; durch Parallelverschiebung;
wir fordern also
% L0
Dt

Wir definieren nun die Raumkomponenten des orthogonalen Verbindungs-

vektors n® iiber

(4.19)

7@ = el@ye, (4.20)

90



Dies ist nun das prézise Analogon zum n® Vektor aus Abschnitt 4.2, da

n® = eOpt = Opaet — 4, nee =0

a

ist. Wir verjiingen nun (4.16) mit e{®) und erhalten dann unter Verwendung
von (4.19):

D];Z(Qa) — Reqel 00" = 0
und formen noch um
nt = 6t = efyeln°
= 6‘(10)69)776 + 6‘(15 ePye
— 6?5)77(@-
Wir finden: D2 (@)
DZQ K@ =0 (4.21)
mit
K% = —R“bcdega)vbvceflﬁ). (4.22)

Damit haben wir die zu (4.2) analoge Gleichung aufgefunden.

4.5 Die Vakuum—Feldgleichungen

Im Fall der Newtonschen Mechanik haben wir die Vakuumfeldgleichungen
durch das Verschwinden der Spur von K“gs ausgedriickt. Wir untersuchen
daher in Analogie das Verschwinden der Spur von (4.22):

a

K% = —R%q e(o‘)vbvcefa) 0. (4.23)

Wir fiithren nun in P (Abb. 4.7) folgendes spezielle Koordinatensystem ein:

efo) = (1,0,0,0) ey = (0,1,0,0)
el = (0,0,1,0) ety = (0,0,0,1)

oder ef;) = 9.
Daraus folgt fur (4.23):
R%00 =0 — —R%0 =0.
Es folgt dann weiter fiir jedes Koordinatensystem
R%g0 =0
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und dies ergibt in Kombination mit dem vorhergehenden Ergebnis:
R0 = 0
= Rabca5858 = Rabcavbvc
— R’ = — Ry, 0%0°.

Nun ist aber Rp.v’v¢ ein Skalar, und wenn dieser in einem Koordinatensy-
stem verschwindet, dann verschwindet er in allen. Da dieser Term somit fiir
alle Beobachter verschwindet, also fiir alle zeitartigen Vektoren v* im Punkte
P, so folgt, dafl [Ryp]» = 0 sein mufl. Da aber P beliebig ist, folgt weiter, daf
die Vakuum-Feldgleichung der allgemeinen Relativitatstheorie durch

Repy = Gap =0 (4.24)

gegeben sein muf.
Wir wollen jetzt das bisher Geschehene zusammenfassen: um zu den Glei-
chungen (4.24) zu gelangen, wurden folgende Schritte gesetzt:

(i) Das Aquivalenzprinzip hat zuniichst gefordert, daf beim freien Fall im
Gravitationsfeld, die Gravitation lokal eliminiert werden kann, und dafl
die spezielle Relativitéatstheorie lokal giiltig ist.

(ii) Es folgt aus (i), dafl wir lokal das Gravitationsfeld nicht von einem gleich-
méfig beschleunigenden Triagheitsfeld unterscheiden koénnen, und dafl
wir daher die Gravitation als Trégheitskraft zu betrachten haben.

(iii) Aus der Annahme der Giiltigkeit der speziellen Relativitdtstheorie folgt
weiters, daf} sich freie Testteilchen auf zeitartigen geodétischen Linien
bewegen. Die Tragheitskréfte treten in den geodétischen Gleichungen
in Termen auf, welche die metrische Verkniipfung einer flachen Me-
trik enthalten. Um den Zusatzeffekt der Gravitation beriicksichtigen
zu konnen, sehen wir den Raum als gekriimmt an.

(iv) Die Metrik tibernimmt dann die Rolle der Potentiale der Theorie und
es wird, analog zur Newtonschen Theorie, ein Satz von partiellen Dif-
ferentialgleichungen fiir die Potentiale als Feldgleichungen der Theorie
aufgesucht. Aufgrund des Prinzips der Kovarianz muf} diese Gleichung
tensoriellen Charakter haben.

(v) Berticksichtigen wir nun nicht lokale Effekte, dann kann ein echtes Gravi-
tationsfeld durch die Verdnderungen im Feld beobachtet werden. (Nicht
durch Beobachtung des Feldes selbst.) Diese Veranderungen fithren da-
zu, daf3 sich Testteilchen auf zeitartigen geodétischen Linien bewegen,
welche kon— oder divergieren. Die Konvergenz wird durch den Rie-
mannschen Tensor in der Gleichung fiir die geodétische Abweichung
beschrieben.
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(vi) Der Riemannsche Tensor ist ein Tensor, welcher die zweiten partiellen
Ableitungen des metrischen Tensors enthélt; so kann man erwarten, daf3
die Feldgleichungen den Riemannschen Tensor enthalten. Die Tatsache,
dafl das Newtonsche Vakuumfeld durch das Verschwinden des verjiing-
ten Riemannschen Tensor beschrieben wird, 143t weiters vermuten, dafl
man eine Verjiingung des Riemannschen Tensors zu untersuchen hat.
Es bietet sich hier sinnvoll der Ricci—Tensor an, und sein Verschwinden
ist dem Verschwinden des Einstein—Tensors dquivalent.

4.6 Die vollstiandigen Feldgleichungen

Die Aquivalenz von Masse und Energie wie sie aus der speziellen Relativi-
tatstheorie folgt, 148t vermuten, dafl alle Formen von Energie als Quellen fiir
das Gravitationsfeld dienen. Dies ist die “schwache” Form des Aquivalenz-
prinzips:

Die Gravitation ist an alles gekoppelt. ‘

Wir nehmen daher den Energie-Impulstensor T als Quellterm fiir die
Feldgleichungen. Dieser gehorcht in der speziellen Relativitétstheorie dem
Erhaltungssatz:

oT™ = 0. (4.25)

Die Verallgemeinerung
VT = divI® =0 (4.26)

fiir die allgemeine Relativitéatstheorie ist naheliegend, da im ebenen System
(4.26) zu (4.25) degeneriert und daher im lokal ebenen System der allgemei-
nen Relativitdatstheorie, wie gefordert, die spezielle Relativitétstheorie giiltig
ist. Nun gilt aber auch fiir den Einsteintensor (3.86):

divG,, = divG® = 0.

Diese beiden Gleichungen lassen vermuten, dafl diese beiden Tensoren
einander proportional sind, und wir schreiben konsistent:

G = Kk T®. (4.27)

Diese Gleichung stimmt mit Machs Prinzip

‘Die Materieverteilung bestimmt die Geometrie‘

iiberein. (4.27) ist dann die Feldgleichung der allgemeinen Relativititstheo-
rie.
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4.6.1 Der Energie-Impulstensor

Dieser Tensor soll fiir die Beschreibung der Masseverteilung zusténdig sein.
Im Ruhesystem gilt daher, entsprechend der speziellen Relativitétstheorie:

T = py ¢ (4.28)

mit py als Dichte der Masseverteilung: alle anderen Komponenten sind im
ebenen System gleich Null. Ist nun ein Geschwindigkeitsfeld vorhanden, so
gilt weiter:

Kl _ _drmdxr o
T Py dr dr (1 g )p
_ e
ar dr

da im lokal ebenen System wiederum dr/dt = /1 — 32 gilt. Somit gilt im
speziellen:

dz® ¢
dr VI_?

C2

TOO = pc2 = 1 _/62p0-

™ = pFe= (1 — ﬁz) p

In diesen Ausdriicken wurde nur ein kinetischer Anteil beriicksichtigt;
schliefft man nun noch die potentielle Energie ein, so erhélt man vollstandig:

kl
T = (W7 +@ 7)" = O 4 k. (4.29)

Dabei ist (WT* der bereits oben eingefithrte Tensor und p* ist ein Span-
nungstensor mit p® = p" = 0. Es ist nun zu zeigen, daf fiir diesen Tensor
tatsichlich (4.25) gilt.

Der Beweis hiefiir erfolgt giinstigerweise im nicht relativistischen Grenz-
fall v/c < 1. Fiir a = 1 folgt aus (4.25):

HRTY = 9T™+0,T, v=1,23
8VT1V — 9, (pvlv”) +8Vp11/
= 00, (") + pv” o, + 9,p"
v'0, (pv”) + pv”o,vt + divip

9 vl 0
also P ol
0T = v'div (pv) + vla—f +p lﬁ—vt + (vVvl)] +divip
:dsvl

dt
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und

dgvY
dt

QT = v” [div (pv) + @] +

d*,o+ dsv”
a P

= v + div,p.

Fiir die nullte Komponente folgt noch:

AT = 8,T% + 0,7
0,T" = 0, (pcv”)
— <0, ()
= cdiv(pv)

dp

WT® = 9, (ch) = CE

und damit auch:

dp
ot

+ div (pv)] = cd P

0T =
’ C[ dt

Soll nun (4.25) gelten, so folgen die zwei Gleichungen

div,p = —pdjﬁy — d;tp (4.30)
a*
¢ tp = 0. (4.31)
Aus (4.31) folgt unmittelbar mit
p = —div (pv) (4.32)
die Kontinuitétsgleichung der Gasdynamik, und mit
divp = —pd(;:
= —p (86_: + vVv) (4.33)

die Navier—Stokes Gleichung, die Hauptgleichung der Gasdynamik.

Die Erfiillung der Feldgleichung im lokal ebenen System fiihrt somit auf
die bekannten Hauptgleichungen der Gasdynamik und wir haben fiir den Ten-
sor T" tatsdchlich einen physikalisch sinnvollen Tensor gefunden. Wir setzen
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somit im allgemein relativistischen Fall:

dx? dav
THY v
Po dr dr
da” c
v0
™= mnga—r (4.34)
2
700 _ o _
Pol — B

7 ist dabei eine Invariante in Bezug auf das lokal ebene System. Beim Uber-
gang zu anderen Systemen ist aber die Bogenlédnge ds die Invariante, und wir

haben

d
ds = cdr — dT:?S

B dr B ds
A= FE -

zu setzen, und daraus folgt weiter

dz® = edt

da? dz¥
T — (252
©Po ds ds

da” 1
TVO — 2 i
CP s T2
Po ds ds

CQ

Po 1_3 7
dz®\? 9
= — | .
Po < 1s )
Betrachten wir nun ein nicht zusammenhéngendes elastomechanisches Sy-

stem, so existieren in diesem auch keine Spannungen (p*” = 0) und (4.35) ist
dann tatséchlich die gesuchte rechte Seite von (4.27). Wir setzen:

N

(4.35)

Gab — HTab
= [ r=ck0 =0T/ }
= KOTI7 (4.36)
mit )
dz® dx
e = —-. 4.37
Po ds ds ( )
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4.6.2 Bestimmung der Konstanten x

Will man die Konstante x° bestimmen, so muf3 das System integriert werden.
Dazu nehmen wir an, daf§ die Abweichungen von der euklidischen Geometrie
klein sein sollen, dafl weiterhin v/¢ < 1 sein soll, und dafl das Gravitationsfeld
statisch sei. (Die Massenverteilung macht also nur geringfiigige Bewegungen,
oder ist iiberhaupt im Zustand der Ruhe.) Wir befinden uns also im Grenzfall
zur Newtonschen Mechanik.

(a) Kleine Abweichungen von der euklidischen Geometrie:

= (xo,:pl,xZ,x?’) = (:Eo,l‘a)
= (ct,z,y,2)
Gob = Ty +hap + O (%) (4.38)

mit 7,, dem metrischen Tensor der Minkovski-Metrik und € einem klei-
nen dimensionslosen Parameter.

(b) v/e < 1:
Im Intervall 6t bewegt sich der Korper iiber einen Abstand dx® mit der
Geschwindigkeit v, also gilt:

v
0x® ~ Geschw. x Zeit ~ vdt ~ —cot

c
~ g0z’
€ 1
— _— ~ —.
ox® 0x0
Somit gilt die Ndherung:
€0nf ~Ovf. (4.39)

Wir untersuchen nun die Bewegung eines freien Testteilchens, welches
sich mit der Geschwindigkeit v entlang der Weltlinie 2% = 2%(7) bewegt. Es
bewegt sich nach Voraussetzung entlang einer zeitartigen geodétischen Linie

(3.43):

d?z® a | dabdzc

—_— —— =0. 4.40

dT2+{bC}deT (4.40)
Nun gilt:

Adr? = ds?
= Adt* — da® — dy? — d2?
de? (02 — UZ)

= dt’? (1 — 112/62)
= Adt? (1 — 82)
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oder
dt B 1

dr — Vi—¢&
Wir kénnen somit in niedrigster Ordnung von ¢, 7 durch ¢ in (4.40) ersetzen.
Nun gilt aber wegen (4.39):

=1+ 0(e?). (4.41)

dz® ~ ecdt
und damit wird 1 de
T

Weiters gilt (3.37)
a 1 ad
e [ = 29 (Ocgba + OvGed — Oagne) = (4.38)

1
= éﬁabg (Ochpa + Opheq — Oahye) + O (52)
= Ofe).

Wir konzentrieren uns nun auf den raumlichen Teil von (4.40); wir setzen
also @ = o und erhalten:

d2ze a ) dzbdze
N -
a2 +{ bc} a a1 HOE)
_ldw 1 faddd 1fa )dfde
oo de2 200 de At 2| BO [ dt dt

1 [ a )dede? 1 o ) de?da”
—{ 03 }Eﬁ*é{ By }EE

a0
c2 dt? 00 06 | ¢ dt

~0(e2)

a | 1dz? 1da” 9
{ B }EHZE*O ()

~0O(e3)

= 0.

Wir finden weiter:

1
{ ° } = e (Ovhos + Oohau — Duhoo)
= [ = =—5 |
1
= —58 (280h0a - aozh'OO)

1
= §€8ah00 +0 (82) wegen (4.39)!
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Wir erhalten also fiir den raumlichen Teil der geodétischen Linie:

A%z
dt?

1
= =5 0agu [1+ O()], (4.42)
wobei wir wieder (4.38) verwendet haben; es gilt noch weiter:

Goo — 1 +5h00 + @ (82) .
Es verbleibt somit noch die Gréfle ggg zu bestimmen. Die Feldgleichung lau-
tet:

1
Gab - Rab - §gabR - KJOHab

Rw = (3.81) = Ruu® = (3.66)
0.1 — 0Lg, — T, + 51,

~0(e2)

Fiir a = 0 folgt dann weiter:

ROb = a0]‘_\[670 _aCFSb
——

=0(g?)

und fir b = 0:

1
[ = 59“1 (Gogoa + Gogoa — Oagoo)

1

- __ cda
29 d900

1

- 9
5 dJoo

1
Ry = —5CP80 = 56686900

82900 82900 82goo 32900

1
= = + + +
2| (920 (0x1)*  (92%)°  (0a%)”
——
=0(g?)
Lo
Roo = §V 9oo- (4.43)
Somit gilt:
1
Roo—aR = FJOHOOZHOP
1o 1 _ 0
QVQOO_QR = K p.



Wir erhalten aus (4.36):

1
gabRab = gabgab R — HO gabHab
—— —— ——

2
R 504=4 i
R = —k"Tl = —x%. (4.44)

Damit ergibt sich schliefSlich

1, 1,

- S 4.4

QV Joo 2/‘6 P (4.45)
mit der Losung

40

90021——/d3x£:1+§.
dm r
Voo
Wenn wir im Unendlichen euklidisches Verhalten fordern, folgt:
lim doo = 1.

Somit ist die geodatische Linie durch

d2z~ c? c kY p
= =S Ougo0 = S0, [l
dt? g Cad0 = 9 un T
Voo
gegeben. Wir setzen nun c¢*x"/87 = kg und erhalten fiir diskret verteilte
Massen: N
d2z m;
= 804 — 5
i = o)
oder mit der Masse mg des Teilchens im Aufpunkt:
d2z N m,
=0, — 4.46
Mo d¢2 (’%0 ; T ) Mo ( )
oder v
dv mom; T;
— == —— 4.47
mo dt Ko ; TiQ T ( )

und damit entspricht dieses Ergebnis dem bekannten Gravitationsgesetz der
Newtonschen Mechanik, daher ist

2,0

C°K 8rG

ko = — = G, KO =

8T
zu setzen, wobei G die bekannte Gravitationskonstante ist. Somit erfiillt die
Einsteinsche Feldgleichung im nicht relativistischen Grenzfall die Forderung,
daf} die Newtonsche Mechanik reproduziert wird. Gleichzeitig wurde der ein-
zige freie Parameter der Theorie bestimmt.

(4.48)

c2
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4.7 Formulierung eines Variationsprinzips zu
den Feldgleichungen

4.7.1 Einleitung

In der allgemeinen Relativitdtstheorie besteht die grundsétzliche Aufgabe
darin, die Feldgleichung
G = 8mroT™ (4.49)

bei vorgegebener Massenverteilung aufzulosen, um die Geometrie bestim-
men zu konnen. Es sind also die Felder, welche die Massenenergie generieren
und ihre zeitliche Anderung, ebenso wie die dreidimensionale Geometrie des
Raumes und ihre zeitliche Anderung anzugeben. Man berechnet daraus die
vierdimensionale Geometrie von Raum und Zeit. So fithren die Gleichungen
fiir die Geometrodynamik und die Felddynamik zu einer Vorhersage fiir alle
Zeiten; weitere Vorhersagen von auflen werden nicht benotigt.

Auf der rechten Seite von (4.49) stehen stets die Ursachen fiir die Kriim-
mung, auf der linken Seite stehen die Beschreibenden der Kriimmung, die me-
trischen Koeffizienten zweifach differenziert. Analysiert man die Gleichungen
genauer, so stellt man fest, dal man die Aufspaltung zwischen den Quellen
und den Beschreibenden der Kriimmung nur dann richtig durchfithren wird,
wenn man nicht zunéchst die noch wesentlichere Aufspaltung zwischen An-
fangswerten und der Zukunft durchgefiihrt hat. Man erkennt, daf§ vier der
zehn Komponenten der Feldgleichung die Kriimmung des Raumes hier und
jetzt mit der Massenenergie hier und jetzt verkniipft; die anderen sechs Glei-
chungen beschreiben, wie sich die so bestimmte Geometrie weiterentwickelt.

Das Variationsprinzip geht nun von der Angabe einer Lagrangedichte £
aus, welche ein Funktional der Metrik g,, und ihrer ersten, moglicherweise
auch hoheren, Ableitungen ist:

L=CL (gabu acgaba 8cadgatba .. ) . (450)

L ist dabei eine Skalardichte vom Gewicht +1, und man kann somit das
Wirkungsintegral

I= /dQE (4.51)

iiber einen Bereich € der Mannigfaltigkeit bilden. Wenn wir nun beliebige
Anderungen von g, durchfithren, welche an der Grenze 052 von €2 verschwin-
den, dann muf} / konstant bleiben. Somit gilt:

Jab = Gab + 0gab — I —T+6 mit 6I=0, (4.52)

also

oI = / dQLY 5gy = 0, (4.53)
Q
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und der Euler-Lagrange Ableitung

oL
L= _—. 4.54
5gab ( )
Somit folgen die Feldgleichungen als
L% =0. (4.55)

4.7.2 Eigenschaften der metrischen Determinante
Einfithrung von Tensordichten

Eine Tensordichte 7, vom Gewicht W transformiert wie ein gewohnlicher
Tensor, auler dafl zusétzlich die W—te Potenz der Jacobi-Determinante

ozt Ohxt .- Ot
J = |0pz"| = det : : :
oz Oha™ ..o OLa"

als Faktor auftritt. Das Transformationsgesetz lautet dann:
T/ = JVoa - Oyt TS

Aufgrund dieser Definition kann man Tensordichten wie Tensoren kombinier-
en. Das Produkt zweier Tensordichten vom Gewicht Wy und W5 ist dann eine
Tensordichte vom Gewicht W, + W,.
Ist nun 7," eine Tensordichte vom Gewicht W, so gilt fiir die kovariante
Ableitung
VTt = {iibliche Terme als ob 7, ein
normaler Tensor wire} — W% 7,%. (4.56)

Also gilt fiir die kovariante Ableitung einer Tensordichte vom Gewicht W:
VT =0T +TeT —Wrb.1°.
Es sei nun W =1 und ¢ = a, so folgt:

VT = 0, T+ 18T —T% T°
= 0,7 +T0 7T -1 T°
= 0,T° (4.57)

und wir finden, dafl die kovariante Divergenz einer Vektordichte vom Gewicht
1 ident der gewohnlichen Divergenz ist.
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Die metrische Determinante

Wir haben eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit dem metrischen Tensor
gap und dieser transformiert entsprechend (3.11)

a(7") = 0,2° 02" gea(x)
und wenn wir die Determinante bilden, folgt
g = J%g.

Somit ist die metrische Determinante eine skalare Dichte vom Gewicht zweli.
Da wir hédufig mit Metriken von negativer Signatur arbeiten, schreiben wir

(=9') = J*(—9)

V=9 =JV-g.
Also ist /—g eine skalare Dichte vom Gewicht +1. Diese Grofe ist von be-
sonderer Bedeutung bei der Integration. Wir kénnen zum Beispiel aus jedem
Tensor T durch Multiplikation mit \/—g eine Tensordichte /—g¢T;" vom
Gewicht 41 bilden. Es folgt dann unmittelbar

Va |V=96°] = 0a |V=3£"] . (4.58)

Es gilt nun fiir jeden Punkt, daf§ die ko— und kontravarianten metrischen
Tensoren symmetrische Matrizen sind, die zueinander invers sind, also

und ziehen die Wurzel:

C

gabgbc = 5(1 .

Aus obiger Beziehung ist zu ersehen, dafl wir die Ableitung der Determinante
einer Matrix zu bilden haben, deren Elemente selbst Funktionen der Koordi-
naten sind. Um dies bestimmen zu konnen, untersuchen wir den allgemeinen
Fall einer quadratischen Matrix A = (a;;). Ihre Inverse (b”) ist dann durch

()= (47 = ()

gegeben, mit a = det(A). AY ist dann der Kofaktor von a;;, und 7' deutet
die Operation der Transposition an. Wir halten nun ¢ fest und erweitern die
Determinante a in der i—ten Zeile; dann gilt

n
B
a=73 ajAY,
=1
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da i ja fest ist. Wir differenzieren beide Seiten nach a;;:

oa _ 4
8&2‘]' ’

da a;; im Kofaktor nicht auftritt. Wir konnen dies fiir jedes ¢ wiederholen,
und sehen, dafl diese Beziehung allgemein giiltig ist. Wir nehmen jetzt weiter
an, daf die a;; Funktionen der Koordinaten z* sind. Die Determinante ist
dann ein Funktional der a;;, welche ihrerseits wiederum Funktionen von P

sind; also
a=a (aij(:pk)) :
Dies wird nun partiell nach z* differenziert:

da
3;41 = %&Calj

= Aijﬁkaij = abjiﬁkaij.
Wir wenden dies auf die (symmetrische) geometrische Determinante an:

0eg = 99"*0cgab = 99" OcGav- (4.59)

Aufgrund des Verschwindens der kovarianten Ableitung der g, (siehe GL.
(3.54)) folgt:

Vedar = Ocfab — DaeGab — iefaa = 0
— OcGab T¢ ga + LGad
99 = 99" (Toega + Tiegaa)
= g6%4la, + g0l
— 24T (4.60)

Nun ist aber g eine Skalardichte vom Gewicht +2 und es gilt daher wegen
(4.56):

Veg = 09— Qgrgc
= 290 —2gI'%, = 0. (4.61)

Weiters gilt:
ac VY=V _grgc

und damit folgt wieder wegen (4.56)

VeV =g =0. (4.62)
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Daraus ergibt sich fiir jeden beliebigen Tensor
Ve |[V=aTi ] = V=g v T

Man kann somit die Faktoren g und \/—g beim kovarianten Differenzieren
genauso behandeln wie die g,p.
Wir finden ganz besonders: fiir das Raumelement

dQ = dz%dzt - - - d2”
folgt wegen
da’® = 9pa’*da®

die Beziehung
dQY = J1dQ.

Damit ist d€? eine skalare Dichte vom Gewicht -1, und es folgt weiter:

V=g dQY = J I/ —gdQ = /—gdQ.

Wir haben also das wichtige Ergebnis erhalten, dafi /—g¢d(2 ein Skalar ist.

Dieses Ergebnis ist von besonderer Konsequenz: man kann ein skalares
Feld ¢, welches an zwei unterschiedlichen Punkten z; und x5 bestimmt wurde,
addieren, und das Ergebnis ist wieder ein Skalar:

¢'()) + ¢'(w3) = d(21) + ¢(2).

Wir konnen uns also vorstellen, ein skalares Feld ¢ iiber irgendeinen n—
dimensionalen Bereich 2 einer Mannigfaltigkeit M zu integrieren. Nun ist
aber das Volumselement d{2 kein Skalar, sondern eine skalare Dichte vom
Gewicht -1. Ist nun ¢ eine skalare Dichte vom Gewicht +1, so kann man
tatséchlich [ dQ2 ¢ bestimmen. Analoges kann man zur Integration iiber Kur-
ven, Oberflachen und Hyperflichen ableiten.

4.7.3 Das Variationsprinzip fiir den leeren gekriimmten
Raum

Es ist somit das Variationsprinzip

I= /d4x£ = / d*z v/—gL = Extr. (4.63)

zu behandeln, wobei L die (skalare) Lagrangefunktion ist, welche allein aus
der Geometrie gebildet wird. Im vollstéindigen Fall treten aber noch zusétz-
liche Felder auf, und wir haben

L = £geom + ‘CFeld =V _gL
L = Lgeom + LFeld-
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Wir definieren nun die Einsteinsche Lagrangedichte

Lo =+/—gR (4.64)

und es ist dann das Variationsprinzip

oI = 5/d4a; V—gR=0 (4.65)

auszufithren. Es ist dann nur noch zu zeigen, dafl (4.65) tatséchlich zu den
Feldgleichungen des leeren Raumes fiihrt.

Dazu benétigen wir den Hilfssatz von Platini, welcher es erlaubt, die Va-
riation der R, durch die Variation der g,, auszudriicken. Aus der Definition
(3.65) folgt fiir torsionsfreie Vernetzungen:

Eclla — Ecllatp = — Rabe"€d
¢ = g"¢; &= 6" = d"gu&

Rabcdgd = Rabcdgkjgjdﬁk
= gdeabcdgkjgk
- Rabcjfj = chabfj = —chabfj.
Somit folgt: |
Eciplla — Eellallp = Rjcarl”.

Wir ziehen den Index ¢ hoch:
E e — EJalp = B €’
und verjiingen ¢ = a:
e = E%alp = Ri“y = =Ry
= —Rpf = —Ry&.
Nun gilt fiir das variierte Vektorfeld:

08" aflp = O€" e = Ok + Rie OE°.

=0

Fiir beliebige Tensoren A™ und B]" gilt weiter:

SA™); = 6A™); + THA + TS A

= (0A™; +TysA") + ATy
= (0A™); + Alory;
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und analog

m _ m ! m m !

In unserem Fall gilt A™ = ™, das variierte Vektorfeld, und damit folgt:
m m ¢l
08™; = oL

und somit hat oI} Tensoreigenschaften. Wir setzen noch Bf" = ™. und
erhalten

0" e = (97, €O — €70
(T5E") o+ €™1s0T R = €™ 0T e
= (ory) o & €T + €7 0T — €7 0T
Wir finden also:
O™ e = (0T 7)€ + € 0T, + €07 — €70,
=06 = — (OT[) & = €4 0T 0 — €00 + €701,

5Rlcl§l - (5F%)||k€l—(5fﬁ)||m§l
0Rw = (617,) ), — (017%)

[[m

oder, als Satz von Platini:

5B = (6T — (0T = R (4.66)

[[m

Nunmehr kann das Variationsprinzip (4.65) behandelt werden:

5/d4x\/—gR — 0
R = gklel
SR = Rudg"™ + g"0Ry.

Nun gilt aber:

gy = &
5 (d¥g1) = 969" + gMogu =0 |-g"
= 99" 69" + ¢"¢"6g; = 0
~——

8;°
0 = 5gkj5js+glsgkj5gjz
0 = 0"+ g"g"5g;. (4.67)
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Somit folgt weiter:
69" Ry = —g" g™ Rys 09,0 = —R7 55

und damit
SR = —6guR" + g"'6Ry,.

Es gilt aber:

5/d4;p\/—_gR:/d4:p\/—_g§R+/d4xR5\/—_,

/d4x V—glR = -— /d4x V=90 R +
/d4$v —99"6 Ry

:fd4m\/jggkl{(5rm )||l (5Fm)llm}

Es ist aber d*z,/—g das Volumselement des nicht euklidischen Raumes, und
oTi, wurde bereits als Tensor identifiziert. Es gilt dann (wegen /—ga®, =

(V=gd"),):

/ dV x Tensordivergenz — 7( as ...
Weiters gilt:
(5ka)||z = allll
(5F1k) O™ m

[[m

und daraus folgt
5 / d'e /—gR = / d'z R6\/—g — / diz 59 R /=7,

da die Variation am Rand des Volumens verschwinden soll.
Wir folgen nun der Beziehung(4.59) und schreiben

69 =99"6gu

und finden dann
/d4:p5\/—_gR = /d4xR [2 \/_gg 59@]
TR
o [ateRy=g = % [ate By=g 459 -
/ d'z R* 5gab\/—_9
- / 4% /=G5 u [%Rg“b _ R“b} —0
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oder .
R = 2g" R =0.

Damit konnte die Vakuumfeldgleichung (4.24) wiederum erhalten werden.
Man erkennt daraus, dafl das so eingefiihrte Variationsprinzip den Feldglei-
chungen &quivalent ist.

Die vollstéandigen Feldgleichungen findet man {iber die Lagrangedichte

L =L+ kLo, (4.68)

wobei mit £;; die Materie-Lagrangedichte eingefiihrt wurde.

4.8 Einfiihrung des elektromagnetischen Fel-
des

Die Maxwellschen Gleichungen kénnen auch in tensorieller Form angeschrie-
ben werden und fiithren so wieder zu einer Formulierung unter Verwendung
eines Energie-Impulstensors. Ein solcher ist dann wieder ein natiirlicher Kan-
didat fiir die rechte Seite der Feldgleichungen vom Typ (4.27).

Die Maxwellgleichungen lauten nun (mit ¢ = 1), in den Quellgleichungen:

divE = p
OE
rotB — 5 J,
in den internen Gleichungen:
digg = 0
rotE + T 0.

Ferner gilt die Kontinuitatsgleichung

dp
ot
Der Strom j wird als Konvektionsstrom j = pv interpretiert, wobei v das

Geschwindigkeitsfeld des Materials der Ladungsdichte p ist.
Man fiithrt nun den Tensor des elektromagnetischen Feldes ein:

+ divj = 0.

0 E, Ey, Ej
—E1 0 Bg —BQ
_E2 —Bg 0 Bl
~Es B, —-B, 0

Fob = (4.69)
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und den Viererstrom

7 = (pJ) (4.70)
ein, und findet die Quellgleichung:
O F ™ = j°, (4.71)
die interne Gleichung:
OaLpe + OcFop + OpFoq = O Fyg = 0, (4.72)

und schlieflich die Kontinuitétsgleichung
0,7 = 0. (4.73)

Um die Verbindung zu den Feldgleichungen herstellen zu konnen, ist es
von Vorteil, zu einer Potentialschreibweise der Maxwellgleichungen iiberzu-
gehen. Wir fithren dazu das Potential ¢ und das Vektorpotential A ein, und
schreiben:

0A
E = —gradg — —
B = rotA

und definieren das Viererpotential

9" = (¢,A).
Damit findet man fiir die obigen Gleichungen:
Fpp = 8bgba - 8agbb = 8[bgba]- (474)

Gleichung (4.74) definiert das Viererpotential nicht eindeutig, da man jeder-
zeit die Eichtransformation

Ga = Pa = Pa + Ot (4.75)

ausfithren kann, ohne das Ergebnis (4.74) zu veréndern. v ist dabei ein be-
liebiges Skalarfeld. Man fiihrt oft eine Beschréankung fiir ¢, ein, eine Eichbe-
dingung, und in unserem Fall ist die Lorentz—Eichung

1"y = 0 (4.76)

wesentlich, wobei 7% wieder der metrische Tensor des Minkovski-Raumes
ist. Wenn wir diese Eichung auf (4.75) anwenden, dann ist das skalare Feld
1 nicht mehr beliebig; es mufl vielmehr Losung der Wellengleichung

1”00yt = b = 0 (4.77)
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sein. Die Gleichungen (4.74) fithren dann dazu, daf die inneren Gleichungen
automatisch erfiillt sind, und wir erhalten fiir die Quellgleichungen

Oy [0 (Dabe — Do) = 5, (4.78)
was sich auf
—o" = (4.79)
reduziert; in quellfreien Zonen gilt schliellich
—p" = 0.

All diese Ergebnisse sind aus der speziellen Relativitétstheorie wohlbe-
kannt. Um eine kovariante Formulierung dieser Theorie zu erhalten, ersetzt
man die gewohnlichen Ableitungen durch kovariante. Dies ist aber in (4.72)
und (4.74) nicht notwendig, da

V[anc} = 8[anc}
ViPa) = Opda)

ist. Somit lautet die kovariante Formulierung der Maxwellschen Gleichungen
im Vakuum

vaab = ja;‘ a[aF’bc} =0 (480)
Vo) = 0.
und durch das Viererpotential ausgedriickt gilt immer noch
Fop = Opdhq). (4.81)

Wir erweitern nun die Feldgleichungen (4.27) fiir die Anwesenheit des elek-
tromagnetischen Feldes auf

1 K
ab __ pab ab o ab ab
G =R Sg" R= = (T + B*), (4.82)

wobei £ der Energie-Impulstensor des elektromagnetischen Feldes sein soll.
Fiir diesen gilt:

1
Eab = _Fachc + ZgachdFCd
1
= _QCdFachd + ZgachdFCd- (483)

Wir untersuchen (4.83) im Minkovski-Raum und finden etwa fiir a = b =

0

1
Epw = —g“Fo.Foa+ ZgoochFCd
— El2 —|—B2,
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den {iblichen Ausdruck fiir die Energiedichte in der Elektrodynamik. Fiir die
Impulsdichte gilt dann noch

(E017E02, Eos) = —-E x B,

was dem Pointingschen Vektor der Elektrodynamik entspricht.
Es folgt somit fiir (4.82)

1 1
Rab o 5gab R = C_’K; <_Fachc + ZgachdFCd> (484)

im materiefreien Raum, welcher von elektromagnetischer Strahlung erfiillt
ist. Wegen des Fehlens von Materie gilt dann noch weiters

VbFab =0.

Es verschwindet also die Divergenz des Feldstarketensors.
Wir bestimmen nun die daraus resultierende Raumkriimmung. Dazu bil-
den wir die Verjiingung

1 K 1 g
gmkRkl - égmkgkl R = g [_gmkajF}j + ngkgklﬂjF”
und finden fiir m =1
gmkRkl‘m:l = gwR" =RF, =R
P = gng* = &4
g5 = guF"; = Fy
R— S04 R = 5 |=FyFY 4 8y FyF
—4
R—2R = 0 — R=0.
Somit folgt:
1
R = 5 (P g RaE). (4.85)

Wir sehen, dafl das Vakuumfeld in einen Anteil von ¢? und einen von F%
aufgespalten wird. Damit hat der Kriimmungstensor eine im metrischen Ten-
sor und dem Feldtensor unsymmetrische Form, was eine Neuformulierung der
Theorie erfordert, in welcher die ¢’s und die F’s gleichberechtigt zusammen-
gefalit werden. = Die fiinfdimensionale projektive Relativititstheorie.
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4.9 Schlulbetrachtung

4.9.1 Die Feldgleichungen

Die Feldgleichungen
Gab =8m Tab

(mit der Gravitationskonstanten G = 1, und der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1)
kann man aus drei verschiedenen Blickwinkeln betrachten:

(i) Es sind Differentialgleichungen, welche den metrischen Tensor g, fiir
einen gegebenen Energie-Impulstensor bestimmen. Der bei weitem wich-
tigste Fall besteht hier in der Losung der Vakkum—Feldgleichungen mit
T, = 0. Diese Betrachtungsweise entspricht auch dem Prinzip von
Mach, dafl die Massenverteilung die Geometrie bestimmt.

(ii) Die Feldgleichungen erlauben aber auch, bei gegebenem metrischen Ten-
SOT gap, den Energie-Impulstensor zu bestimmen. Dies ist kein sehr gu-
ter Weg, da zumeist die gefundenen Tensoren unphysikalisch sind. (Die
Energie wird sehr hiufig in bestimmten Bereichen negativ.)

(iii) Die Feldgleichungen sind zehn Gleichungen, welche zwanzig Grofien
miteinander verkniipfen. (Die urspriinglich sechzehn Unbekannten des
Ricci-Tensors haben sich aufgrund der inneren Symmetrien auf zehn
Unbekannte reduziert.) Aus diesem Gesichtspunkt stellen die Feldglei-
chungen Einschrankungen fiir die gleichzeitige Wahl von g,, und Ty,
dar. Dies ist dann hilfreich, wenn man die Geometrie und den Energie-
Impulstensor teilweise aus physikalischen Uberlegungen bestimmen kann.
Die Feldgleichungen kénnen dann zur vollstdndigen Bestimmung her-
angezogen werden.

Betrachten wir nun den einfachsten Fall: die Losung von
Gap = 0.

Somit haben wir zehn Gleichungen fiir die zehn unbekannten g,,. Aufgrund
der Bianchi-Identitat (3.86)
VbGab =0

sind diese zehn Gleichungen aber nicht unabhéngig. Wir haben vier Differen-
tialeinschrankungen und somit ein — scheinbar? — unterbestimmtes System.
Wir konnen aber eine vollstindige Bestimmbarkeit auch gar nicht verlangen,
da wir stets vier Freiheitsgrade aufgrund der Koordinatentransformation

¢ — 2" = 2'"(x), a=0,1,2,3



haben. Diese Freiheitsgrade konnen dazu beniitzt werden, die g4, vier Bedin-
gungen zu unterwerfen: man fithrt Gaufische— oder Normalkoordinaten iiber

go=1;, Goa=0; a=1,23

ein, und bestimmt die verbleibenden sechs unbekannten g, aus den Feld-
gleichungen.

Die Feldgleichungen selbst sind von unangenehmer Struktur, da sie nicht
linear sind. Es gibt daher kein Uberlagerungsprinzip, welches es erlauben
wiirde aus zwei bekannten Losungen eine dritte zu konstrieren. Man kann also
komplexere physikalische Probleme nicht dadurch vereinfachen, dafl man sie
in Einzelprobleme aufspaltet. Dies fithrt dazu, dal das Gravitationsfeld mit
sich selbst gekoppelt ist. (Dies folgt daraus, dafl das Gravitationsfeld, welches
von einer Quelle generiert wird, Energie enthélt und damit wiederum Masse. )

Einstein selbst war in Bezug auf die allgemeinen Feldgleichungen eher
skeptisch und hat die Vakuum-Feldgleichungen als die fundamentalen Glei-
chungen angesehen. Selbst diese Gleichungen scheinen aber ein Grundprinzip
von Mach

“Ohne Masse keine Metrik”

zu verletzen, da sie den Minkovski-Raum der speziellen Relativitédtstheo-
rie als Losung zulassen. Dies bedeutet, dafl ein Testkorper in einem ansonst
leeren Raum Trigheitseigenschaften hat, obwohl nirgends Materie ist, welche
als Quelle der Trégheit dienen konnte.

Nun hat ein System von partiellen Differentialgleichungen eine grofie Zahl
von Losungen, und man mufl Randbedingungen einfithren, um die physi-
kalisch sinnvollen Losungen zu finden. Eine Moglichkeit besteht darin, dafl
die Raumzeit im rdumlich Unendlichen asymtotisch eben angenommen wird.
(Der Riemanntensor verschwindet also im rdumlich Unendlichen.) Diese Rand-
bedingung erzeugt aber nicht einen ebenen Raum als Losung der Vakuum-
gleichungen!

Einstein hat einen anderen Zugang gesucht: Kosmologie, also das Mo-
dellieren des Universums. Dabei wird oft vorgeschlagen, daf§ das Universum
statisch ist, also keinen Verdnderungen im Groflen unterworfen ist, und daf
es homogen ist, also gleichférmig mit Masse erfiillt ist. Uber die rdumliche
Ausdehnung gibt es auch zwei Vorstellungen: (i) es ist offen (unendlich); es
erstreckt sich in den rdumlichen Ausdehnungen ins Unendliche; (ii) es ist ab-
geschlossen (kompakt, endlich); es ist also in seinen rdumlichen Abmessungen
begrenzt.

Einstein hat versucht ein einfaches Modell des Universums in die Theo-
rie einzubauen, um dieses Modell dazu zu verwenden, Randbedingungen zu
formulieren. Insbesonders hat er abgeschlossene Losungen der Feldgleichun-
gen gesucht, welche einem Universum mit gleichférmiger Materieverteilung
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entspricht. Er sah sich dabei gezwungen, die entsprechenden Feldgleichungen
wie folgt zu modifizieren:

Gab — Agab = 87 Tab-

A ist dabei die kosmologische Konstante. Da </pga, = 0 ist, so ist 7,7% = 0
hierdurch immer noch erfiillt.

Diese Gleichungen entsprechen schon eher Machs Vorstellungen, da sie
nie einen ebenen Raum als Losung zulassen. Es hat sich aber gezeigt, daf3
das Universum nicht statisch ist, sondern Verdnderungen auf grofler Skala
unterworfen ist. Die statische Losung ist somit zu verwerfen! Einstein hat
dann auch spéter den Kosmologie-Term verworfen; er wird aber nach wie
vor in unterschiedlichsten Kosmologie Modellen verwendet. Man setzt aber
A = 0, wenn immer Ph&nomene erdgebundener Art, oder innerhalb des Son-
nensystems zu untersuchen sind.

AbschlieBend soll noch darauf hingewiesen werden, daf in der allgemeinen
Relativitétstheorie die zwei Forderungen

(a) Freie Teilchen bewegen sich auf zeitdhnlichen geodétischen Linien,

(b) Lichtstrahlen bewegen sich entlang einer Nullgeodétischen,

automatisch erfiillt sind. Wir betrachten dazu die Bewegung eines Testteil-
chens, oder eines Photons im Gravitationsfeld; dabei sind diese Teilchen
selbst wiederum Teil des Energie-Impulstensors. Dieser ist der Quellterm
der Feldgleichungen und definiert die Raumzeit und damit auch die geodéati-
schen Linien. Somit mufl die Bewegung des Testteilchens in den Feldgleichun-
gen enthalten sein — und sie sind auch in den Bianchi—Identitéiten enthalten,
welche ja
VT =0,

also die Erhaltungsgleichungen fordern.

Die Untersuchungen hierzu sind sehr komplex und umfangreich und haben
die eingangs gemachten Uberlegungen voll bestitigt. Man kann aber relativ
einfach fiir eine Staubverteilung auf das gesuchte Ergebnis stoflen. Fiir eine

solche schreiben wir:

Tab = po ua Ub

und
VT = s [/30 u’ Ub} =0
oder
uavb(poub)—i—poubvbu“ =0 | X Ugq
U U Jp (Po Ub) + po ugu’ 7y ut = 0

uut = 1; Uy Vpu® = 0
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ergo

Vb (Po Ub) =0.
Somit verbleibt von oben noch
Po ub Vb u = 07
oder, da py # 0 ist:
u’ 7y u® = 0.

Dies ist aber die Bedingung dafiir, dal u® eine Tangente an die geodétische
Linie ist. u® beschreibt somit das Geschwindigkeitsfeld von Massepartikeln,
welche sich auf geodétischen Linien bewegen. Also: die Erhaltungssétze be-
dingen die geodétische Bewegung von Massepartikeln.

4.9.2 Das Cauchysche Anfangswertproblem

Wir untersuchen folgendes Problem: es sei der metrische Tensor g, und seine

gab
acgab S

Abbildung 4.8: Das Cauchysche Anfangswertproblem.

Ableitungen zu einer Zeit 2° gegeben; es ist dann die Metrik zu konstruieren,
welche der Vakuum-Raumzeit in aller Zukunft entspricht. Dieses Problem
entspricht der kausalen Entwicklung des physikalischen Systems aus seinen
Anfangswerten und stellt somit ein fundamentales Problem der Theorie parti-
eller Differentialgleichungen dar. Cauchysches Problem, Anfangswertproblem.

Wir beginnen mit einer dreidimensionalen, rauméahnlichen Hyperfliche
S in der Mannigfaltigkeit, welche — ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
— fiir 2° = 0 gegeben sei (Abb. 4.8). Wir spezifizieren g, und die ersten
Ableitungen 0.gq auf S. Kennen wir aber g, iiberall auf S, dann kennen wir
natiirlich auch die Raumableitungen 0,9, iiberall auf S. Wir miissen daher
als Anfangswerte auf S nur noch die Zeitableitungen 0yg,, angeben.

Die Aufgabe besteht nun darin, die Vakuumfeldgleichungen in der Form
Ry = 0 zu verwenden, um sie fiir die zweiten Ableitungen 0y0yga, zu losen.
Nehmen wir nun weiter an, dafl Gleichungen gefunden wurden, die 9y0ygas
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Abbildung 4.9: Fortsetzung entlang der xzo—Kurve.

bestimmen, dann kann man durch weiteres Differenzieren dieser Gleichungen
nach der Zeit alle hoheren Zeitableitungen von g, finden. Nehmen wir nun an,
daB gu eine analytische Funktion von z° ist, dann kann man nach Potenzen
von z° entwickeln, oder, sind P und @ die Punkte (0, z§) und (z°, 2§), derart,
daB @ auf der xp—Kurve liegt, die durch P geht (Abb. 4.9), so folgt aus dem
Taylor Theorem:

gab(Q) = gab( ) + 809(11) l‘ + Z 6ggab ( 0)” .

Man kann dann die Feldgleichungen, wegen (4.24), wie folgt anschreiben:

1
Ry = —§gaﬁ8080ga5 + My, =0 1 Gleichung
1
Roo = 3 goﬁaoaogaﬁ + My, =0 3 Gleichungen
1
Rus = _égooﬁoaogag + My =0 6 Gleichungen

wobei die in M enthaltenen Terme ausschliellich durch die Anfangswerte in
S bestimmt werden. Dadurch entstehen die folgenden Probleme:

1. Obiges Gleichungssystem enthélt nicht 0y0ygo, und damit ist das Sy-
stem unterbestimmdt.

2. Obiges Gleichungssystem besteht aus 10 Gleichungen fiir sechs Unbe-
kanne 0y0ygaps; damit haben wir eine Uberbestimmung. Es miissen somit
Kompatibilitatsbedingungen fiir die Anfangswerte bestehen.

Wir sind bereits frither Problem 1 begegnet und haben darauf hingewie-
sen, dafl es auf die vier Freiheitsgrade in den Koordinatentransformationen
zuriickzufiihren ist. Diese Freiheitsgrade sollen nun dazu verwendet werden,
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eine Koordinatentransformation auszufiihren, welche g,, und 0yg,, auf S un-
verdndert lassen, welche aber

0goa =0 € S

bedingen.
Die Transformation

2 — 2 =2+ é (:co)3 C(x)

bildet die Hyperfliche 2° = 0 auf 2/° = 0 ab
20 20— 20—
« xja _ a.

Weiters gilt auf S:

1 3
' = 0, {x“ + 5 (;1:0) C“(az)} = 0%
8581)1‘"1 = ac(;ab =0

1 2
o' = Qo+ 3 (%) C*(x)
6080 (&w"’) = Ca(ZL‘)
0080 (Gax’a) = 0.
Es gilt weiters das Transformationsgesetz
Gab = g(/:daax/cabx/d.

Somit gilt auf S:

Gab = gébécaédb = Gup
Ocab = OcYup
000a9ab = 0a0aYup
ddgoo = dggo + 296.C" = oo + 290.C*
dgoa = 090goa + 90aC”" = 9000g0s + JaaC*”
60809046 = 80309;5-

Unsere Forderung dydygo, = 0 erlaubt nun C* zu bestimmen:
d0goo = 2g0aC*
d000goa = GaaC",
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was stets eine Losung erlaubt, da det (gu) # 0 ist. Man kann also diese
Gleichungen als Gleichungen fiir vier Unbekannte ansehen, und das Ergeb-
nis Jy0pgoo = 0 folgt unmittelbar. Man bezeichnet diese Gleichung auch als
Normierungsbedingung und diese behebt das Problem 1.

Zu Problem 2: solange g% # 0 ist, bestimmt

1
Ra,@ = _§g0060809aﬁ + Maﬁ =0
die sechs Unbekannten 0y0yg.3. Wir bezeichnen diese Gleichungen als die

Entwicklungsgleichungen, dynamischen Gleichungen, oder Hauptgleichungen.
Die verbleibenden Gleichungen

Roo = Roa =0
sind dann Einschrankungen fir die Anfangsdaten. Wir untersuchen weiter:
1
g Ry = —égoogaﬁaoaogaﬁ + g% Mgy = 0

o 1 o (07
—g ﬁRaﬁ = 59 ﬁgooaoaogaﬁ ) BMaﬁ =0

QOOROO - gaﬁRaﬁ = gOOMOO - gaﬁMaﬁ =0

und noch
1
9" Roo = —590090660809045 + g% Mo, =0

1
—9%Ros = 590690080509015 — ¢"Mus =0

gOOROa - QOQRaﬁ = gOOMOoz - goﬁMaﬁ =0

Ist nun R, = 0 erfiillt, so sieht man, dafl diese zwei Gleichungen tat-
sichlich nur die Anfangsdaten betreffen. Es ist nun leicht zu zeigen, daf3

Goo = % (QOOMOO - gaﬁMaﬁ) =0
Gao = % (gOOMoa — gOﬁMag) =0

gilt, und wir schreiben die Feldgleichungen in Normalform
Rag = O; Gao =0

Somit ist auch Problem 2 behoben.
Diese Ausfiithrungen resultieren im Theorem:
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Theorem 4.2 Ist die Finschrinkung G,°
Zeiten erfiillt.

= 0 erfillt, dann ist sie fir alle

Der Beweis folgt unmittelbar aus den verjiingten Bianchi Identitdten und
mufl daher nicht gesondert gefiihrt werden.
Wir kénnen nun folgendes Losungsverfahren angeben:

1. Es sind die Anfangswerte g, und 0yg,, auf S gegeben, welche der Ein-
schrankung GGO‘S = 0 unterworfen werden.

2. Wir schreiben dann vier Komponenten gg, in recht beliebiger Wei-
se in Raum und Zeit an, wobei aber die Forderung besteht, daf sie
den Anfangswerten auf S entsprechen, und der Normierungsbedingung
000090a| g = 0 gehorchen.

3. Ist dann ¢ # 0 finden wir, da8 die Entwicklungsgleichungen

2
80809045 = ﬁMaﬁ

die 0y0pgap auf S bestimmen.

4. Wir differenzieren diese Gleichung wiederholt und wir kénnen alle ho-
heren Zeitableitungen von g,g auf S finden; damit kénnen wir g,g in
eine Taylorreihe entwickeln. Dies bestimmt g, iiberall und fiir alle Zei-
ten. Damit wurde zusammen mit den gewéhlten g, die Vakuummetrik
bestimmt.

Dieses Verfahren beruht, um es nochmals zu betonen, auf der Annahme,
daB die Losung der Feldgleichungen in 2 analytisch ist. Einsteins Gleichun-
gen sind aber hyperbolisch und verlangen daher nicht die Analytizitit der
Losungen. Die Fragen der Existenz, der Eindeutigkeit und der Stabilitét,
zusammen mit der Frage, in welchem Ausmaf {iberhaupt Losungen der Ein-
steinschen Gleichungen gefunden werden, sind nach wie vor ein wichtiges
Thema der physikalischen Grundlagenforschung.
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