Kapitel 5

Die Schwartzschild Losung

Wie bereits besprochen, sind die Vakuum-Feldgleichungen nicht linear und
Losungen sind daher schwer aufzufinden. Unterwirft man aber das Linien-
element bestimmten Symmetriebedingungen, welche aus physikalischen Ar-
gumenten hervorgehen, konnen die Feldgleichungen weitgehend vereinfacht
werden. Solche Fille sind das zeitunabhéngige und das sphérisch symme-
trische Linienelement; die zugehorigen Feldgleichungen wurden bereits 1916
von Schwartzschild exakt gelost. Die Losung ist von besonderer Bedeutung,
da sie dem grundsétzlichen Einkorperproblem der klassischen Astronomie
entspricht.

5.1 Berechnung des ds? fiir eine Punktmasse

Wir beschranken uns dabei auf das Problem der schwachen Abweichung von
der euklidischen Metrik. Wir schreiben also fiir den Ricci—Tensor:

Ry = (3.81) = Rua” = (3.66)

aarib - acrgb - Fibrip + ngrgp

klein von zweiter Ordnung

1 1
= 0, 59“1 (Ocgab + ObGac — adgcb)] — 0, {?J“l (Oagdb + Ovgda — OaYan)

1 1
= 8{15 (8dgcb + abgcc - acgdb) - 805 (aagcb + 8bgca - 8Cgab) .
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Wir setzen nun nach passender Wahl des Koordinatensystems alle gg|, =
0, was ja stets moglich ist. Es folgt somit fiir a # b:

1 1
Rab = _aaabgcc - _ac aagcb + ab.gca - ac.gab
2 2 S~~~
=0;a#b!

1 1 1
- §aaabgcc - §abaagbb - §aaabgaa~
Somit folgt fiir das Vakuumfeld wegen R, = 0:

0a0b (goo + 911 + g22 + 933) — 0u0bGbb — 0uObGaa = 0

oder
0a0b (goo + 911 + G22 + 933 — Gaa — o) = 0.

Fiir a,b =1, 2, 3 finden wir daraus:

a=1 b=2 0102 (goo + g33) =0
= 1, b=3 8183 (go() + 922) =0 (51)
a = 2, b=3 8283 (go() + gn) =0

Wir machen nun den Ansatz
g1 = g2 = 933 =1 — €00, goo = 1+ €oo,
was offensichtlich (5.1) befriedigt. Aus (4.43) und (4.45) wissen wir, dafl
1 1
Roo = =V?go0 = =&
00 5 goo 2f<0 P
gilt. Weiters folgt

0 OM
goo = 1—i/d3x3:1—i—

4 r 4 r
Voo
250 M
= 1—@—:1#—500
C T

Dabei ist M die konzentrierte Punktmasse und x die Gravitationskonstante.
Wir fithren das Potential der Gravitationskraft

¢ _ _HoM
r
ein, und finden damit
2
€00 = gﬁb, (5.2)
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womit die Metrik vollstéandig bestimmt ist. Es folgt dann fiir das Wegelement
ds®> = g da'ds’

3
= (1 + 500) CL'L'02 + (1 — 500) Z dl’i2 (53)
i=1
was eindeutig keine euklidische Metrik mehr ist. Man hat also einem New-
tonschen Gravitationsfeld, welches durch ein klassisches Gradientenpotential
beschrieben wird, ein Einsteinsches metrisches Feld zugeordnet, welches die
Gravitation enthélt, da oy vom Gravitationspotential bestimmt ist.

5.2 Elementare Ableitung der Schwartzschild-
16sung

Das Schwartzschild—Problem untersucht die Bewegung eines Testpartikels
der Masse m,, welches sich im Gravitationsfeld der zentralen Punktmasse M

Ruhesystem von m,,

<———— Beobachtungssystem

Abbildung 5.1: Geometrie des Schwartzschild-Problemes.

bewegt (Abb. 5.1). Zur elementaren Ableitung benotigt man den Energiesatz
und die Transformationsgesetze der speziellen Relativitéatstheorie.

Der Energiesatz fiir die Bewegung eines Massepunktes m im Gravitati-
onsfeld einer Punktmasse M lautet:

mg ist dabei die Masse des Probekdrpers, und méo) seine Ruhemasse. Die
Masse m, wird von M angezogen und somit besteht m,c? aus der Ruheenergie
plus der kinetischen Energie, also:

0), 2
©) 2, MgV /{OmgM 0.2
mg”c + 5 — . =mg’c
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oder

m® <U>2 =m0g% = 260mg M
5 .

c g c2r
Ist nun o
_ My . (0) 1 2
mg_il_—ﬁQng (1_'_25)7
so folgt
250M 1
(0) g2 __ 2107 (0) — 32
my’ 3" = 2, M 1—1—25
<~
~0
und damit
62 . 2KOM . 2m
ey

Es werden dann an einem aus dem Unendlichen einfallenden Massepunkt
im Beobachtungssystem folgende Effekte zu beobachten sein:

(i) Eine Langskontraktion:
dTBeobaChter

N

(i) Eine Zeitdilatation:
\/iﬁgdtBCObaChmr — dt.

Im frei fallenden System besteht eine euklidische Metrik, also gilt fiir das
Wegelement:

d82 = C2dt — d$12 — d$22 — dLU32

= dt* —dr® — r* (d¥* + sin® ¥dyp?) .

Damit folgt im Beobachtungssystem:

dSQBCObaChtcr _ d$2
o 2(1 _ A2\ 32 dr? 2 (3092 L ain2 2
= ¢ (1 16} )dt T r (d19 + sin 19dg0)
D) 2
ds? = <1 - Tm> dt* — 1 (irz_m +r? (d192 + sin? 19dg02) . (5.4)

T

Dies ist die Schwartzschildlosung in ihrer ersten Form.
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5.3 Killing Vektorfelder

In der allgemeinen Relativitatstheorie versucht man, sich von zufélligen Eigen-
schaften der Koordinatensysteme zu befreien, und studiert daher in natiir-
licher Weise Tensoren. Viele Probleme haben aber eine innere Symmetrie,
welche man in beliebigen Koordinatensystemen nur sehr schwer erkennen
kann. So besitzt das Gravitationsfeld eines stationédren sphérischen Korpers
eine intrinsische Symmetrie; dies ist in sphérischen Koordinaten unmittelbar
einsichtig, aber in einem anderen Koordinatensystem wahrscheinlich nicht
transparent.

Wir betrachten nun den metrischen Tensor gq,(2¢), welcher eine einpara-
metrige Gruppe von kontinuierlichen Transformationen

T =" (% A)

zuldBt, wobei \ der Parameter der Gruppe ist. Unter all diesen Verdnderun-
gen soll die Metrik erhalten bleiben. Die Metrik hat dann eine verborgene
Symmetrie. Die Transformation kann etwa durch die Drehgruppe représen-
tiert werden — mit einer festen Achse erhalten wir eine einparametrige Grup-
pe. Die ¢ werden in der Literatur auch oft als Marker bezeichnet. Fiir jede
Anderung der Marker folgt dann

G (T9) 0™ OpT" = Gap(x°)

fiir den metrischen Tensor. Wir fordern aber, dafl die Metrik unveridndert
bleiben soll:

gmn(jk) = gmn(xc)~
Die funktionale Abhéingigkeit des Tensors g,,, von den Markern mufl daher
vor und nach der Transformation gleich sein. Damit gilt:

Imn ((pk(zgv )\)) aa‘Pmab@n = gab(zg)-

Wir differenzieren nach A, was natiirlich erfordert, dafl unsere kontinuierli-
che Gruppe von Transformationen differenzierbar ist, was wir aber annehmen
wollen. Wir schreiben verkiirzt

dp
a7
und definieren das Vektorfeld
P () = " (2% 0).

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl dies tatsdchlich ein Vek-
torfeld ist, da es die infinitesimale Verschiebung des Punktes x¢ unter einer
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infinitesimalen Erhohung des Parameters A beschreibt, und somit von intrin-
sisch geometrischer Bedeutung ist. Somit erhalten wir fiir die Differentiation
nach A und A = 0:

Ot Grn (") a0 O p" 4 G (#7) D" 00" + Gunn (") Dag™ D)™ = 0.
A sei so gewihlt, dass A = 0 der Identitatsoperation
a™ = " (2% 0)
entspricht. Durch Differenzieren finden wir fiir A =0
0" = O™ (2% 0)
und damit folgt fiir oben:

akgabwk + gmbaa¢m + ganabwn = 0. (55)

Eine vorhandene verborgene Symmetrie des metrischen Tensors fiithrt also
dazu, dafl wir ein Vektorfeld )™ einfithren konnen, welches das Differenti-
algleichungssystem (5.5) befriedigt. Die Integrabilitidtsbedingung fiir dieses
System ist eine Differentialbeziehung fiir den metrischen Tensor, welche ei-
ne kovariante Formulierung der Symmetrie darstellt. Tatséchlich folgt aus
der Theorie der kontinuierlichen Gruppen, dafl ein Feld von infinitesimalen
Generatoren ¢™ die Existenz einer geschlossenen Gruppe ¢™(x9;\) - wie
gewiinscht - garantiert.

Wir fithren nun das kovariante Vektorfeld

,lvbs = gsm,lvbm
ein und berechnen die kovariante Ableitung;:

VT¢8 = arws_rglwm

1
= 8T¢s — 5 (awgsm + asgrm - 8mgsr) ¢m

1

= 5 (argsm - amgsr + asgmr) ¢m + gsmarwm

und dies fihrt zu

ers + VS¢T = (amgsr)'@bm + gsmarwm + grmas'lvbma

und dieses Ergebnis resultiert [wegen (5.5)] in der Differentialgleichung:

VT,QbS + V8¢T = 0. (56)
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Ein Vektorfeld, welches diese Gleichung befriedigt, wird Killing Vektorfeld
(Killing Vektor) genannt. Es ist somit eine notwendige Bedingung dafiir, dafl
unsere Metrik g,,, eine verborgene Symmetrie hat, die Existenz eines Killing
Vektorfeldes 1(x¢), welches Losung von (5.6) ist.

Die hier durchgefiihrte Untersuchung kann auf n—parametrige Transfor-
mationsgruppen erweitert werden.

Die wichtigste intrinsische physikalische Symmetrie ist die Zeitunabhdn-
gigkeit. Aus der hier durchgefithrten Analyse ist zu ersehen, dafl eine inva-
riante Charakterisierung dieser Eigenschaft in der Existenz eines zeitartigen
Killing Vektorfeldes besteht.

5.4 Strenge Losung des Schwartzschild Pro-
blems

Wir suchen zeitunabhéngige Losungen der Vakuumfeldgleichungen. Es sind
daher zunéchst einige grundsétzliche Uberlegungen anzustellen, um auf die
zu fordernde Form des Linienelementes zu kommen.

5.4.1 Stationire Losungen

Es ist zunéchst notwendig, zwischen statischer und stationdrer Losung zu
unterscheiden: eine Losung ist stationdr, wenn sie zeitunabhéngig ist, wenn
also die Zeit nicht explizit auftritt. Hingegen verlangt die Forderung nach
einer statischen Losung, daf} sie nicht evolutionér ist, dal die Losung also in
der Zeit symmetrisch ist in Bezug auf einen beliebigen Zeitursprung.

Eine Metrik wird nur dann stationér sein, wenn es ein spezielles Koor-
dinatensystem gibt, in welchem der metrische Tensor offensichtlich zeitun-
abhéngig ist:

8ogab =0. (57)

In einem beliebigen Koordinatensystem wird der metrische Tensor wahr-
scheinlich von allen Koordinaten explizit abhéngen. Wir miissen also (5.7)
koordinatenunabhéngig machen. Wir definieren in unserem speziellen Koor-
dinatensystem das Vektorfeld

£ = 0%, (5.8)
folgt fiir die Lie-Ableitung (4.6)

L§ Gab = gcacgab + gadﬁbgd + gbdﬁagd
= 5008cgab = aOgab = 0. (59)
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Nun ist aber Lg¢ gqp ein Tensor, und wenn ein solcher in einem Koordina-
tensystem verschwindet, so verschwindet er in allen. Wir kénnen somit £ als
zeitahnliches Killing Vektorfeld bezeichnen.

Umgekehrt: ist ein zeitdhnliches Killing Vektorfeld gegeben, so gibt es
immer ein Koordinatensystem, in welchem dieses die Form (5.8) hat, und
dann folgt stets (5.9) und die Metrik ist stationdr. Also gilt:

Theorem 5.1 Die Raumzeit ist dann und nur dann stationdr, wenn sie ein
zeitdhnliches Killing Vektorfeld zuldft.

5.4.2 Auf Hyperflichen orthogonale Vektorfelder
n=H;

U=,

H=H,

Abbildung 5.2: Eine Familie von Hyperflichen, welche mit p indiziert sind.

Wir gehen von einer Familie von Hyperflachen (Abb. 5.2)

f@®) = p (5.10)

aus, wobei die verschiedenen Mitglieder der Familie zu verschiedenen Werten
von g gehoren. Wir betrachten nun zwei benachbarte Punkte P und ) mit
den Koordinaten 2% und z*+dz“, welche auf einer solchen Hyperflache liegen.
(Siehe Abb. 5.3.) Da beide Punkte in dieser liegen, gilt

f(z*) = p Punkt P
pw o= flz*+dz?) Punkt @
= f(a%) + Ouf|pdz®lp — 0Oufdz®=0 (5.11)

im Punkt P. Wir definieren nun ein kovariantes Vektorfeld n, durch
Ng = Ouf (5.12)
und es folgt fiir (5.11):

nedz® = gupndx® =0
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fx') =n

Abbildung 5.3: Das Normalen—Vektorfeld n* im Punkte P.

im Punkte P. Dies zeigt, dafl n® orthogonal auf das infinitesimale Vektorfeld
dx® steht. Da dz® nach Konstruktion in der Hyperfliche liegt, muf3 somit n®
ein Normalenvektorfeld der Hyperflache bilden. Es ist dann &% ein Vektorfeld
normal zu Hyperflachen, wenn

£ = Mz)n® = Mx)0*f (5.13)

gilt. Wegen (5.13) und (5.12) koénnen wir als Bedingung fiir ein Vektorfeld
orthogonal zu Hyperflachen auch schreiben:

€0 = \0uf (5.14)
und somit folgt:

£aOle = AO0.fOy (NO.f)
— A FONIS + NDu fAOO. ] (5.15)

Wir sehen, dafl der erste Term in a und ¢ symmetrisch ist, wiahrend der zweite
in b und ¢ symmetrisch ist. Wenn wir nun fiir

1
6 (Xabc - Xacb + Xcab - cha + Xbca - Xbac) - X[abc}

setzen, so sehen wir, dafl sich fiir §,0,¢ abwechselnd die Terme aufheben;
es gilt also

a0 = 0, (5.16)
und allgemeiner:

la Vb &g = 0. (5.17)
Nun folgt aber aus (5.9) und aus V.gs = 0, und aus der Tatsache, dafl

man in der Lie-Ableitung die normale Ableitung stets durch die kovariante
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ersetzen kann:

Lega = €0cGab + GaaObl® + gpa0al®

= E°VeGab +9aaOEt + gpa0at”
-0

= nga + Vagb =0.
Damit folgt, dafl 75, = — Va & ist, und damit reduziert sich (5.16) auf

gangc_"chagb‘l'gchga =0 | X &£°
§al" Vb &+ &€ Valo + &€ Vel = 0
ney
(cha = —Va 50)
gagc Vb 60 + 62 Va gb - gbgc Va gc =0

(Vertauschen der oberen und unteren Indizes c)

Eale Vo — E Up&a — &l Va &S = 0

ga (56 Vb gc + gc Vb gc) + 52 (Vagb - nga) -
&b (56 Vaée+ & Va 50) =
ga Vb 52 _gb Va 52“‘52 (Vagb_nga) = 0.

Nun ist aber &? ein Skalarfeld, also $7,£? = 9,¢* und = péa, also folgt

weiter:

gaabgz - gbaa€2 + 52 (aagb - 81)5,1) =0
EalbE? — §0u87 = 20l — E20uC

X_

3

o(8)-a ()

da nach Voraussetzung £* kein Nullvektor ist und damit auch &2 # 0 ist.
(5.18) fordert nun, dafl der Term in den Klammern der Gradient eines belie-
bigen Skalarfeldes, etwa f, sein mufl:

§a
? = aaf7
und wir finden schlielich die Bedingung fiir ein Vektorfeld, welches auf Hy-
perflichen orthonormal steht:

1
4

ga = €2aa.f' (519)

Dies entspricht der Hyperflichen-Orthonormalititsbedingung fiir A = £2.
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5.4.3 Statische Losungen

Ist nun eine Losung zeitunabhéngig, so wird in unserem bestimmten Koor-
dinatensystem die Metrik wohl zeitunabhéngig sein, das Linienelement wird
aber noch Terme proportional dz°dz® enthalten. Ist hingegen die Metrik sta-
tisch, so wiirde man erwarten, daf solche Terme nicht auftreten werden. Dies
ergibt sich aus folgender Uberlegung: wir betrachten das Intervall zwischen
zwei Ereignissen (20, z', 22 23) und (2° + da®, 2! + da', 22, 23) in unserem
speziellen Koordinatensystem. Es ist dann:

d82 = Joo (dx0)2 + 2901d$0d§(31 + 911 (dx1)2 ,

wobei wegen (5.7) die g4 nur von z* abhéngen. Unter einer Zeitumkehrung

20 — 2 = —2°

bleiben somit die g, unverdndert und
ds® = goo (dx0)2 — 2go1da’dzt + g3 (dx1)2.

Die Annahme einer statischen Losung bedeutet aber, da8 ds? bei Zeitumkehr
invariant bleibt und wir finden, daf hierfiir go; verschwinden muf. (Ebenso
goz und go3!) Es treten somit keine Mischterme dz’dz® im Linienelement des
speziellen Koordinatensystems auf.

Wir wollen nun (5.19) in einer solchen statischen Raumzeit untersuchen
und verwenden ein Koordinatensystem, welches zu einem zeitdhnlichen Kil-
ling—Vektorfeld £* = §§ gehort. Es ist dann:

& = g€’ = gabdy = Goa
52 = gaga = gOa(S(C]L = Joo-

Damit folgt fiir (5.19):
9oa = 9000a f (5.20)

fiir ein beliebiges Skalarfeld. Fiir a = 0 folgt:
goo = gootof — Oof =1
f=2a"+h(z®), (5.21)

wobei h(z®) eine beliebige Funktion der Raumkoordinaten ist. Wir betrach-
ten nun die Koordinatentransformation:

¥ — 20 = 2" + h(z®); x* — ' = %
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Abbildung 5.4: Standard sphérische Koordinaten.

Es folgt dann in diesen neuen Koordinaten:

& = &
80924; =0
960 = goo
Joo = 0

und wiederum gibt es keine Mischterme der Form dz®dz®, und die Losung
ist somit statisch.

Theorem 5.2 Die Raumzeit ist dann und nur dann statisch, wenn die auf
Hyperflichen orthonormalen Vektorfelder zeitihnliche Killing—Vektorfelder
sind.

Weiters haben wir bereits folgende Eigenschaft zeigen konnen:

Theorem 5.3 In der statischen Raumzeit existiert stets ein Koordinatensy-
stem, welches zum zeitihnlichen Killing—Vektorfeld gehért, in welchem die
Metrik von der Zeit unabhdngig ist, und wo alle goo = 0 sind.

5.4.4 Losungen sphirischer Symmetrie

Wir kénnen nun auf der Basis der vorangegangenen Argumentation das Li-
nienelement fiir die von uns gesuchten Losungen aufsuchen, indem die der
sphérischen Geometrie zugeordneten Killing—Vektorfelder aufgesucht werden.
In unserem Fall ist aber ein intuitiver Zugang einfacher und schneller reali-
sierbar.
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Alle Punkte auf der zweidimensionalen Kugelfliche vom Radius a (Abb. 5.4)
sind durch den Koordinatenbereich 0 < 6 < 7, —7 < ¢ < 7 gegeben und
man findet fiir das Linienelement auf dieser Flache:

ds®* =a? (dﬁ2 + sin® dgoz) .

Fiir vier Dimensionen kénnen wir eine Koordinate ¢ und eine radiuséhnli-
che Koordinate r einfithren; die Kugelfliche ist dann eine Hyperfliche fiir
t = konst und r = konst. Aufgrund der sphérischen Geometrie dndert sich
ds nicht, wenn sich ¢ und 6 verdndern. Es kann dariiber hinaus auch kein
Mischterm von df und d¢ auftreten, da die Metrik unter den Spiegelungen

0 — 0 =n—-20
o — ¢ =—p

invariant sein muf3.
Wir gehen also vom Koordinatensystem

(z%) = (2%, 2", 2%, 2%) = (t,r, ¢,0)
aus, in welchem das Linienelement die Form
ds* = Adt* — 2Bdrdt — Cdr? — D (d6* + sin® 6de?) (5.22)
hat, mit den Unbekannten
A=A(rt), B=B(rt), C=C(rt), D=D(t).

Wir fithren nun die Koordinatentransformation

r—r' =+/D(rt)
durch, und erhalten:

ds® = A'(t,r')dt*> — 2B'(t,r")dr'dt — C'(t,7')dr" — v (d6? + sin® 6dy?) .
(5.23)
Wir untersuchen nun das Differential

A'(t,r")dt — B'(t,r")dr'.

Nach der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen kann man dies
stets mit einem integrierenden Faktor I = I(¢,r") multiplizieren, welcher es
in ein vollstdndiges Differential umwandelt. Dies beniitzen wir, um die neue
Zeitkoordinate t' iiber die Bedingung

dt' = I(t,7"){A'(t,r")dt — B'(t,r")dr'}
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einzufithren. Wir erhalten das Quadrat

di”? = I? (A%de? — 2A'B'dtdr’ + B?dr"?)
= [PA%A? -2l A'B'dtdr’ + I°B?dr”

I2APA? — 212 A'B'dtdr’ = di’? — I2B?dr"?
A'd? — 2B'dtdr’ = A~'12d¢? — A BRAr.

Wir setzen dies in (5.23) ein und erhalten:
ds? = A7 12dt” — (C'— A7'B”) dr”? — v (d6” + sin® 0dy?) .
Daraus folgt mit

AT = e, v =uv(rt)
C'—A7B? = ¢, A= A(r,t)

fiir das Wegelement
ds® = evdt? — erdr® — r? (d6* + sin® 6de?) . (5.24)

Die Definition als Exponentialfunktion stellt dabei sicher, dal die Vorfakto-
ren stets positiv sind, wodurch die Signatur der Metrik mit -2 unverédndert
bleibt.

Die Funktionen v(r,t) und A(r,t) sollen dabei aus den Feldgleichungen
(4.36) bestimmt werden, wobei aber bis auf » = 0 die Materiedichte gleich

Null ist. Somit gilt:

1
Rab - §gabR = 0.

Da aber R = 0 ist, so bleibt nur mehr die Feldgleichung
Ry =0

aufzulosen.
Wir folgen nun einem Losungsweg, welcher von P. Jordan vorgeschlagen
wurde. Dazu schreiben wir fiir (5.24):

ds* = e"dt? —eMdr® —r? (d0® +sin® 0dy®) € R”
= B(r)c*dt* + do?
= do® + f*(¢)da] (5.25)

mit
do? = — {*dr? + 7% (df® +sind®)} e R*, (5.26)
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dem Wegelement im (n — 1)—dimensionalen Raum, welcher durch £ = r, 0, ¢
aufgespannt wird. Fiir do? schreiben wir weiter:

do? = hi(r)dr? + hi(r)dé® (5.27)
mit
dé? = d#? + sin® 0d? c R"2 (5.28)

dem Wegelement im (n — 2) —dimensionalen Raum. Wir verwenden nun an-
stelle des Symbols von R, R, und anstelle von R"~2 ]R und bezeichnen
damit analog Vektor— und Tensorkomponenten.

Es ist nun notwendig den Riemannschen Tensor in den jeweiligen Un-
terrdumen anzuschreiben. Wir miissen also die Reduktionsformeln fiir R" —
R™? ableiten.

Fiir den Kriimmungstensor gilt (Seite 121):

Rab = aarib - acr FC pr + Flcjbrgp
Im R haben wir das allgemeine Wegelement
do? = (de®)® + r3(2")ds?,
do? = Ywdatdx”, pv=1,...,n, ne R.

Wir konnen daher die g;;. fiir den Gesamtraum R angeben:

Joo = §° =1
guu = h2%w ~
duo = §°=0, da ‘0’ in R nicht auftritt (5.29)

a)\g;w = h2a)\7/w
0057,“, = th,’)//w, h/:aoh

g = EWW

Nunmehr kénnen auch die Drei-Indizessymbole bestimmt werden:

m 1 ~m ~ ~ ~
I = 59 . (0rgrj + 0jGrr — OkGjr) -

So finden wir etwa:
. 1. ) ) )
Fgo = 59% (QoGno + GoGno — Ongoo) = 0 (5.30)

wegen goo = 1 und g, = 0. Man findet sogar noch allgemeiner, daf alle
Drei—-Indizessymbole mit zwei Nullen verschwinden:

Iy =Th =T% =19, =0. (5.31)
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Es folgt weiters:

. 1. ) . )
Fgu = 590h (aug;w + 8ughz/ - ahg,uu)
g aughu _g a gOM + g 0,,9,“, =0
~—
=0 :0
7" 0uGm = G 0uGov + 3 0uger = 0
7" On G = 500G + 500G = 2hh'7]

== _hh/f}/y'u, (532)
~ 1. B B B
FﬁO = 59)\}1 aoghu +augh0_ahgu0
—— —— N~
_ 1 A\h :60}7/2')%;1, =0 =0
_ 1 hh/ Ah
= @2 Y Vi
%
= FSA“’ (5.33)
und schlieSlich:
~ 1_ B
P;),\LV = 5 Vghu+aughu ahg;w)
{g aughu_g a gOu _l'g augﬁu
~
=0
7 0ugny = 5°0, Jov, +5 0 e
:0
gAhahg;w = gAOaO g/u/ _l'g)\fafg;w
~—
=0
= 190,56 + 0.0 — 0 4
= 59 ( ug£u+ udev — £g;w)- (53 )
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Somit folgt fiir den Kriimmungstensor:

éoo = aOFZO — O fgo +f€0f8p - fip fgo
~~ ~—~

h
h
= 00 (5 h_h

— (-1 (%,)/+(n—1)<h

=0

) ()

= o[+ ()]

~—
0 a(oet)

I, — 0., —I—F’C’OFZP g P

cp— p0

C

!/

h

h/
"h

=0

g

(5.35)

h/
[ 0. <5cuﬁ) =0 da der Ausdruck nicht von zy abhéngig ist

fzofgp - prfZO

W e 3 e
s v
h' -~ B .

ﬁrﬁp a ﬁFCP

0
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R, = 0,7}, — ok, +T5Iv, — T} IV

rv- uk kr+ pv
= [:{HV + angp - 80fgu + f?ufzo + flgufgk - fgrfzu - fgofgu

0T T0 10 0 ¢

Fruruo - FOI/ F;LO + FSVFMO
=0
— —hhwz@%aﬁ“

T U I

F'éufﬂk = Iy, Pgo + FOqug

=0
= L5, (;hh’yu,,)
= (h/) Yo

i - T T -
Fkoruu = FOOF;LV + FfOF,uu

_hgl%vhﬁlégi
L = (h/) (TL - 1)7/w |
= R, + 'V;Wao (hh,) — Tuv (h,)z — Yuv (h/)2 + 'V/W(n —1) (h,)z

= R+ Y [(hh/)’ +(n—3)(0)?]. (5.37)

Hiemit wurde die Reduktion auf den R durchgefiihrt. Wir spezialisieren nun
auf (5.27):

do? = hi(z)da? + hi(x)do?
= [dy = hy(x)dz; y= /dxhl(x) }
—dy? B2 (aly)) 6.

Es folgt dann im neuen Koordinatensystem:

- oxh 0xd -
/ f— —_—— .
Ry = oy* Oy g
- oz 0
foo = Gpaptni v'=v
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Nun ist nur fiir h = j = 0 9oz # 0 und es folgt somit:

nv

Weiters gilt:

/
ROO

EOO

(5.37) = Ry + Y

~

R,uz/ + m

ds?

do?

§

~

ho
n

~
R, =

gikdxidxk ,

Guv = Vv
guo = 0

Joo = fz(g)

dz\? -
(@)

hy (B
— 1= (=0
(n >%(m)

(ot + (n = 3) ()"]

= hphl + hohyl + (n — 3) (h)°

= ho

ho

h1

ho

h1

d2hg

dy?

(
(

ho
h1
hy
h1

(n —

)l—l—(n
)l—l-(n

(5.36) = Ry0.

Wir wenden uns nun der Beziehung (5.25) zu; es gilt:

f2(&)dzg + do?

1,k=0,1,2,...
, wv =172 ...
7xn—l)
g = M
g =0
1
00
9 = .
F2(6)

)
2) (%)

—2) (h%
—9) (Z_?

<)o 3

(5.38)

(5.41)



Nunmehr kénnen die Drei-Indizes Symbole bestimmt werden:

1
F;Au/ = §gAh (aughz/ + a,ughu - ahg,uu>

1
= 59)\6 (augfu + aug&/ - afg/u/)

= 1

pv
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Wegen (5.41). Insbesonders gilt noch:

100

o, = 0 0 -0 =0
00 59 0 9oo  t0ogoo — GoYoo
=00 f?(£)=0
1
F?w = 590h (aughu + aughu - ahg;w)
_ L ) 0 0 L joe ) 0 0,
- 59 v Gou Ou gO(l)/ —O0oGuv | — 5 go ( Vg£u+ ndev — £g/w)
=0 = =0 =

=0
1
Iy, = 59% (Ovgno + Ooghy — Ongow)
= 1 % (D900 + B0 — ogoo) + 6™ [ B0 Gu0 +Bog —00 g
2 v 400 04500 04500 2 v Yulo 0Yuv w Yov
-0 =0 -0 =0
=0
0 L on
P = 59 O09un + Ougno — On Guo
~~
-0

1 1
= 5900 (Qoguo + Ougoo) + 3 g% (GoGue + 0ugeo)
=0
1
= 5900@900
1
- 9 f

20 (©)0.F(€) _ 0.f(©)
2%6) /@)

1
Ity = 59“h (Oogno + Gogno — Ongoo)

= %9“0 (ogoo + Gogoo — Gogoo) + %QW (ao 9o +0 Guo auQOO)
>~

= B

= —"f(€)o.f(§) = —f(§)I"f(E).
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Zusammengefafit erhalten wir also:

Fgo - FOO_FSV_O

o GufE

" (&)

T = —f(9f(©)

m, = I, (5.42)

Wir sind nun wieder in der Lage die Komponenten des Kriimmungstensors
zu bestimmen:

R,
Ro

= 9,04, — oL, + T80 — TG,

rv— pk kr— pv

= 0oLk — OkTGo + oLy — T Tho

Tho = Lo +T5 =0
aI~cFIo€0 = aOF(O]O + 0,J‘go
= Ou(= f(£)8“f(£))

F’:Ong = FQOFSO + FOOFOk + F“ I's s F” F“
= T9oI00 + Mholo + Fgorgo - F“ PO
= 2F00F

I5lh = F&oféo + Tl + Tl Ty

L = F00F00+F F50+FZVF50
Oy (F()D"F(€)) +20% Ty — T9, Ty — T4, Ty
I (f(§)0"f(£)) + Ty F° ToolVo
1
O (F(E*F(&)) — [(&) (0" f(&)) 7 (0uf(E)) + 17, [ (€)D" f(E)

£(©)
0y (F()0"F(£)) — (9" £(€)) (uf(€)) +T%, F(£)D" F(£)
Ouf ()" F(&) + F(£)0,0"F(&) — D" F(£)0uf (&) + %, F(£)0" £(£)
£(6) |00 £(6) + 12,0 (5)]

| 0" F(€) = ,0" () + T,0"1(©) |
GGG

[ VAa =0, (yAa”)  (4.57) ]
19,

Ve (V79" f(£)) - (5.43)
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Weiters gilt:

R,

= 9,5, — OL%, + T8 T — T T,

rv- uk kr+ pv

= 9,10, +0,I%, — L), =010, + T3, + 16, Iy +

Ov— w
=0 =0
9, rﬁo — T§ I — T2 IV, —T§,0%, — T2,
=0 =0 =0
Ry + 0,18, + T9,T0 — Th,T%,

- SN | 0.f(€)0uf(&) o, f(5)
R””( )* GG 7@

f(€) (%f
v (3 ) o (% ) d
é/u/ + VV (aﬂ ) 1( Mf(g)

1

R+ —— f(g) Vo (0uf(8)) — 7 (5) f(§)3uf(§)+f2—®3uf(€)auf(5)
~ 1
R, + m(ﬁﬂf@))llf (5.44)

SchlieBllich berechnen wir noch:

Ry = 8oL, — 0klhg + Tl — Tk Do
= 9o'0, + AL, — oThg — BalG, + Lol
=0 =0 =0 =0 =0
Fg‘OFO + FO Pﬁo + Fﬁorﬁa - Fgorgo - Tiofﬁo
=0 =0 =0 =0 =0
| R W
=0 =0

~ 0. (5.45)

Wir setzen nun unsere Ergebnisse zusammen: es gilt fiir p = 1,2,3 nach
(5.43),(5.44) und (5.45):

e (DO

=
B
I

R
0 (5.46)
R = 120, (70"f(6))
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v = det [y
do* = 7,,dz"dz”
= h3(r)dr? + h3(r)dé?

dé? = Ywdatdz”.

Es gilt dann nach (5.38), (5.39) und (5.40):
~ / ! 3\
Rll = (na — 1) Z—(l) (Z—(l))
Rul = 07 w, v <2 > (547)
= R A | (1) (- 2) ()
b - 8 )]

Der Ausgangspunkt der Untersuchungen war (5.25) in der Form:

ds? = e’dt* — e dr? — 12 (d@2 + sin? 9dg02)
= do® + f2(§)dx;
do? = —erdr? —r? (d92 + sin? Gdapz) .

Zu do? gehort dann entsprechend unserer Ableitung Ruv und wir kénnen

dann, wenn wir R, kennen, aus (5.46) R, bestimmen. R, selbst kann
dann wieder wegen

do?

—eMdr? — 7% (d6* + sin® 0dp?)
= hidr? + hjdo®
und
dé? = db? 4 sin® dp?
aus fZW, welches zu do? gehort, unter Verwendung von (5.47) bestimmt wer-
den. Wir formen weiter um:

d6? = h2da? + h2do?

mit A
dx? = d6?, do = dp?,
h% = sin? 0, hi=1.

Somit kénnen wir wiederum E’W aus RH,, bestimmen, welcher do? zugeordnet
ist. Es gilt also folgendes Schema:

TR S S
1 dim 2 dim 3 dim 4 dim
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Es folgt damit: A A
Rgg = —1; R<P<P = —sin26’

und dann nach Ausfithrung aller weiteren Schritte:

1 1 1 N
Rrr _ _/l__)\// _/2 __0
2 T T T
1 1 1 !
ROO — _eu—)\ {51///_ 1)‘/1/,_‘_1’/2_‘_ ’;} =0
1
Rgg = 6_)\{1—|—§T’[V/—)\l]} — 1 =
Aus (5.49) und (5.50) folgt
_ 1 " 1 17 1 2 V/ )‘/ )‘/ v—A
0 = {QV 4>\V * 4V r r r
/ /
R [i i}
r r
N(r)=—v'(r)
Aus (5.51) folgt dann:
-2 1 /
e [1 + 57“21/] =1
1+7r/ = e
dx
[e"=x; e'dv = dz; dv=—
T
rv’ = e’—1
dv _dr
ev—1  r
dx B dz B dr
z(2—1)  1l-x r
C
In(l—-z)=ln— — z=1-——.
r r
Also: 5
er=1-" (C =2m)

und wir finden die erste Form der Schwartzschildlésung mit

dr?
1= 2m

2
ds® = — — 2 (d6? + sin dp?) + (1 - Tm) A,
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wobei m eine noch zu bestimmende Konstante ist. Wir formen aber (5.53)
noch ein wenig um und beniitzen

dr? =2 (d@2 + sin? 9dg02) + dr?
Es gilt aber:
2 _2m) 2 (A02 & «in? 2
4 — dre + (1 T()r (2(19) + sin” 6dy ) B <1 B 2_m) 22
dr? + (1 — 22) (dr? — dr?) ( 2m)
= r —(1-=) e
(1—=2)
dr? — dr? + 2mdp? < 2m)
T _ 1 _
(1—2%)

1
= dr?+ 2—mdr2 (1 — 2_m) - <1 - 2_m) Adt?.

= dr?+

r r r
Mit
1
dr = T—2(r-dr)
1
dr? = 7’—4(r~dr)2

finden wir die zweite Form der Schwartzschildlgsung

—ds? = dr? + 2m ) (r-dr)® — (1 — 2_m) Ade?. (5.54)

5.4.5 Eigenschaften der Schwartzschildlésung
Aus (5.53) folgt unmittelbar:

2 om\ "
gap = diag [(1 — _m) ,— <1 - _m) ,—r%, —r?sin? 9] , (5.55)
r r

damit gilt
dogar = 0, (5.56)

und damit ist die Losung stationdr. Wir sehen, dafl die Koordinaten dem
Killing Vektorfeld £* = 6%y nach (5.8) zugeordnet sind, da

Ca = 9al’ = 90’0 = Goa = 9000’a
— (1-2 g 0 0),
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was offensichtlich ein zeitéhnliches Killing Feld ist. Damit folgt auch nach
den Uberlegungen von Abschnitt 5.4.2, dal £€* Hyperflichen orthogonal ist
(Gleichung 5.14):

§a = )\&zf — A= goo
f(z%) =t = konst.

Somit ist das Killing Feld £* orthonormal zur Familie der Hyperflichen
f(xz*) =t = konst, und somit ist die Losung statisch und t ist eine Weltzeit.
Es folgt auch aus (5.53), dafl die Losung zeitsymmetrisch ist: sie ist invariant
unter ¢ — ' = —t und zeittranslationsinvariant, da (5.53) invariant unter
Transformationen ¢t — ¢’ = t+konst ist. Daraus ist nochmals zu ersehen, dafl
die Losung statisch ist. Es folgt das Birkhoffsche Theorem:

Theorem 5.4 Eine sphdrisch symmetrische Vakuumlésung ist notwendig
statisch.

Dieses Ergebnis ist unerwartet, da in der Newtonschen Theorie die sphé-
rische Geometrie wohl kaum etwas mit Zeitabhdngigkeit zu tun hat. Es folgt
aus obigem Theorem weiter, dafl eine sphérisch symmetrische Quelle — etwa
ein Stern — ihre Form verdndern kann, ohne in der Umgebung Stérungen zu
bewirken, sofern die sphérische Symmetrie erhalten bleibt. Somit kann ein
pulsierender sphérisch symmetrischer Stern keine Gravitationswellen aussen-
den.

Lassen wir nun in (5.53) r — oo gehen, so folgt:

ds? = Adt? — dr? — r? (sin2 6de?® + d92)

und damit ist unsere Losung asymtotisch eben. Wir konnen diese Eigenschaft
dazu beniitzen, um die Integrationskonstante m zu bestimmen. Dazu gehen
wir auf entfernte Gravitationswirkung iiber. Wir verwenden dazu die Trans-
formation

m 2

r= (1—|——> s 0=0, und =

2!

oder
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Es folgt dann:

(1+35)°
_ 4 n () -
(1+35)°
m\ 2
_ (1-3)
(1+3)°
_ TN (1 g
dr = <1+27’/) <1 2r’)dr
2 _ ﬁ)2< _ﬁ) P
@t = (1+55) (1-55) ar

r? (d6* +sin0dp?) = dr® —dr?
= (1+ﬁ)4r'2 (62 + sin? fdp?)
B 27’ 7
m\ 4
- (142 @ - a)

und damit folgt:

2
ds? = — —r? (d@2 + sin? 9d<p2) + <1 — —> dt®  (5.57)

m 2
(14 2 (@2 - )+ L8 o
2 (1+32)
1-m)°
ds? = — (1 n ﬁ,>4dr’2 =g )202dt2. (5.58)
2" (1+3%)

Womit die dritte Form der Schwartzschildlosung gefunden wurde.
Dieses Ergebnis (5.57 und 5.58) lafit sich mit dem frither bereits gefunde-
nen Ergebnis (5.3) vergleichen, wenn wir auf den Limes m/r" — 0 (1" — o0)
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iibergehen:

ds? = — (1 - %) dr’? + (1 — %) Adt?

= (1 + 500) C2dt2 + (1 — 600) dI‘2

2

€0 = 2

o 2 HoM

e

Mit dem Ergebnis:
Mlio
m = 2 (5.59)

mit M der konzentrierten Punktmasse und sy der Gravitationskonstanten.
Man bezeichnet m auch als den Gravitationsradius und er ergibt sich fiir die
Einheitsmasse zu

m =7-107" Meter. (5.60)

Somit ergibt sich etwa fiir die Erde ein m = 0.0015 Meter.

Schliellich soll noch angemerkt werden, daf§ die Koordinaten 77/, ', ¢’ fiir
welche die Form (5.58) aufgefunden wurde, in der Literatur haufig als isotrope
Koordinaten bezeichnet werden.

5.5 Die zeitdhnliche geodéitische Linie

Es soll nun das Einteilchenproblem der allgemeinen Relativitétstheorie gelost
werden. Dazu wird angenommen, daf3 der zentrale massive Korper ein kugel-
symmetrisches Gravitationsfeld erzeugt. Damit ist dann die Schwartzschild-
16sung natiirlich die passende Losung. Ein Testteilchen bewegt sich in diesem
Feld auf einer zeitdhnlichen geodétischen Linie und es ist somit zur Losung
des Problems erforderlich die zeitdhnliche geodétische Linie der Schwartz-
schildlosung zu bestimmen. Wir verwenden dazu Variationsmethoden:
t

t
S = /dt Vg diah = /dt W = Min. (5.61)
to to

Wir bilden die Variationsableitung
d ow
dt 9it
Setzen wir nun dt = ds, so ist das Wirkungsintegral gleich dem Weg zwischen
den beiden Punkten, also

53 = —OW =0=s],. (5.62)

t P>
/dtW:/ds:S,
to Py
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wenn s das Intervall zwischen zwei beliebigen Punkten P, und P, ist. Man
arbeitet nun in (5.62) besser mit W? anstelle von W um die Quadratwurzel
zu vermeiden. Man multipliziert daher mit 2L:

2L<daW—8lW>:0

dt 9l
oder d (oW oW oW
_ _ 2 _ o~ .
dt < ! ) W™ =207 o1
und mit d¢ = ds folgt W = 1, womit die rechte Seite dieser Beziehung
verschwindet: Lld ow?
J— [ _— 2 prm—
(8 () el 50
Diese Gleichung gehort aber zum Variationsprinzip
Py Py
5/ds wW? = 5/d3gik$ix'k =0.
Py Py

Im Schwartzschildproblem gilt aber (5.25) fiir das ds?:

ds? = = dp? 4 ¢/ 2de2 — 12 (d6? + sin® 0dy?)

ds\? 9
(&) =1=w
dr) 2 do\? dp\ 2
oA - .2 el <2 -
= e (ds) r [(ds) + sin 0<ds)

e’c? (dt ) 2 (5.64)

+

ds
Wir betrachten nun eine ebene Bewegung (Abb. 5.5):

T do
H = — —_— =
2’ ds

2 2 2
W2=1 = —¢ <%) —r? (i—f) +e’c? <%) : (5.65)

W2 selbst hiingt nicht explizit von ¢ oder ¢ ab, und es folgt:

0; sind =1

8W2_8W2_0
dp Ot
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Abbildung 5.5: Ebene Bewegung in der Schwartzschildlosung.

also mit (5.63):

5], = d <8W2) B oW? _ d <8W2) _0
v ds \ 0¢ dp ds \ 0¢

5], = d <8W2) B oW? _ d <8W2) _0
t ds \ ot ot ds \ ot

mit ¢ = dt/ds und ¢ = dp/ds. Mit (5.65) folgt weiter:

2 2
8W = —2rd—¢; 8W = —202611%.
0P ds ot ds
Wir bezeichnen nun mit
dep dt
20 — oV
D=r 1S K =ce s

und erhalten dann aus (5.65):

2 2 2
(-
ds T ev

(5.66)

(5.67)
(5.68)

(5.69)

(5.70)

Dies ist ein System von Differentialgleichungen fiir die Funktionen ¢ = ¢(s),

t =t(s), und r = r(s). Fiir die Bahnkurve r = r(¢) findet man weiter:

dr_drdp_Ddr
ds depds r2dy

\D? (dr\* (D\® K>
A () + (=) - = =-1.
rt \dy r ev
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Wir gehen nun von r(¢) auf u(p) mit v = 1/r iiber:

du 1 dr

TR
und wir erhalten fiir (5.71):

d 2
e*D? (—“) + D> —K?7"+1 = 0
dy

2 2 -2
K
(§) +=(5) o+ 0 6w

Wir verwenden nun noch das frithere Ergebnis

2m
e r=¢"=1-"2;
’

e—)\—u -1

und es folgt

2 2
(3—;) +u? (1 — 2mu) — (%) —i—%(l—Qmu) =0
oder

LT R L0 omu—K?) =0 5.73
<@> —i—u(—mu)—i-ﬁ(—mu— ) =0. (5.73)
Dies ist die strenge Differentialgleichung erster Ordnung fiir die geodétischen
Linien der ebenen Bewegung der Schwartzschildlosung. Man geht nun giinsti-
ger Weise auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung iiber, indem man

(5.73) differenziert (v’ = du/dy):

1
2u'u” + 2uu’ (1 — 2mu) — 2mauu’ — ﬁQmu’ =0
u” +u (1 - 2mu) — mu® — % =0
oder
" m 2
U tu= 2 + 3mu (5.74)

Hiermit wurde die strenge Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Be-
wegung des Testteilchens aufgefunden.

5.5.1 Das klassische Aquivalent

Das klassische Aquivalent zum vorhergehenden Problem ist das Kepler Pro-
blem, also die Bewegung eines Testkorpers im Gravitationsfeld eines massiven
Korpers. Es gilt das Kraftgesetz:

F:—m—2—
rer



mit der Konstanten u. Das zweite Newtonsche Gesetz lautet nun:

mr = —m——.
rir

Wir fithren nun das Drehmoment ein:

L = rxr
%
dt

= 1 X mr-+r X mr
——

und erkennen, dafl das Drehmoment erhalten wird. Es gilt also:
L =mh

mit h einem konstanten Vektor. Damit ist r stets senkrecht auf h wegen
h = r x mr, und das Teilchen wird sich stets in einer Ebene bewegen. Wir
fithren die Polarkoordinaten (r, @) ein und finden die Bewegungsgleichung:

Man bildet das Skalarprodukt mit ¢ und integriert:
r?¢ = h,

was wieder dem Erhaltungssatz fiir das Drehmoment entspricht. h ist dabei
das Drehmoment pro Einheitsmasse. Bildet man nun das Skalarprodukt mit
1, so erhélt man:

2 M
Forgt= -0
Man fiithrt nun wieder u = 1/r ein und findet:
LA _d (1) | 1dudg
At dt \w u? dep dt
1 du
= ——hu?>—
wr dy
.
dep
und analog
d?u
322
)



Anfangsbedingung
m
\ M\/

Abbildung 5.6: Die Anfangsbedingung fiir die Planetenbewegung.

was zu Binets Gleichung

d?u U
fiihrt. Identifiziert man nun m/D? aus (5.74) mit u/h* aus (5.75), so sieht
man, dafi (5.74) die relativistische Version von Binets Gleichung ist.

5.5.2 Berechnung der geodétischen Linie

Fiir planetarische Bahnen ist der zweite Term auf der rechten Seite von (5.74)
klein, und man untersucht daher zuniichst den Fall 3mu? < m/D?*:

. m
u+u = D3
. m
uy = Clcos<p+C'gsm<p+ﬁ.

Die Anfangsbedingung (Abb. 5.6) ¢ = 0, du/de = 0 fithrt zu Cy = 0 und
man erhélt:

up = Cicosp+ %
m
= 73 (14 ecosyp) (5.76)
mit der numerischen Exzentrizitdt
D*C

g=—"1 (5.77)

m

und D
r= (5.78)

~ m(l+ecosyp)

Dies ist — wenig iiberraschend — die Gleichung einer Ellipse, mit der Exzen-
trizitdt ¢ und dem Koordinatenursprung als Attraktionszentrum. Fiir ¢ = 0
folgt die Kreisbahn als Losung nullter Ordnung: ro = D?/m.
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Zur Ableitung einer Niherung zweiter Ordnung fithren wir

w:u—%; w=u; w'=u"
ein und erhalten aus (5.74):
6 2 2
w” + w <1 . %) = 3m (% + w2) . (5.79)

Wir nahern nun:

m 2 1 9
(ﬁ) :7‘_2<<1 — w<<w,

und setzen die rechte Seite von (5.79) ~ 0. Wir haben dann

6 2
w//—i_w(l_%):

und 2
u:%—l—Ccos(l—%)go.

Setzt man nun C' = me/D? (in Ubereinstimmung mit der Ellipsenniherung),
so findet man die Bahngleichung

3 2
u= % [1 + € cos (1 — %) <p] : (5.80)

Nach einem Umlauf von 27 besitzt nun der cos—Term nicht mehr den glei-
chen Wert, und wir haben keine geschlossene Planetenbahn mehr. Wir finden
eine zusétzliche Periheldrehung. Diese Drehung wird durch den Winkel Ay
charakterisiert. Man kann diesen Winkel wie folgt bestimmen: es sei ¢, der
Winkel, welcher zur neuen Lage der grofien Achse nach einem vollstéindigen
Umlauf gehort, so gilt:

wp = 2T+ Ay
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Abbildung 5.7: Die Periheldrehung der Planetenbewegung.

oder

D2
2
(2m + Ap) (1 - ?)Dﬂz) = 27
3m? 3m?
9 3m?
Ap= D7 (5.81)
- D2

Nun gibt aber Newtons Theorie auch eine Perihelbewegung an, da die
Planetenbewegung kein reines Zweikérperproblem ist, und die anderen Pla-
neten (besonders Jupiter) auch einen Einflufl auf die Bahn eines speziellen
Planeten haben.

Die Bahn von Merkur ist besonders exzentrisch und man hat schon sehr
bald eine Bewegung des Perihels von 43 Sekunden in 100 Jahren beobach-
tet. Dies konnte klassisch — auch mit komplizierten Berechnungen — nicht
erhalten werden. Die Abweichung lag aber auch um einen Faktor 100 iiber
dem experimentellen Fehler, sodafl der Effekt als ‘echt’ einzustufen ist. (Man
hat dann zum Beispiel einen Planeten innerhalb der Merkurbahn vermutet
und ihn ‘Vulkan’ getauft.) Die folgende Tabelle soll nun die experimentellen
Werte fiir verschiedenen Planeten den Ergebnissen der allgemeinen Relativi-
tatstheorie gegeniiberstellen:
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| Planet | Theorie (AR) | Beobachtung |

Merkur 43.0 43.14+0.5
Venus 8.6 8.4+4.8
Erde 3.8 50+£1.2
Ikarus 10.3 9.84+0.8

5.5.3 Das zeitliche Verhalten der Radialbewegung

Die Testmasse mg ‘fallt” in das Attraktionszentrum M hinein. Es gelten dann
(5.69):

und (5.65):

sowie 9
B B g

,
Bei rein radialer Bahn ist ¢ = ¢g = konst und es folgt somit:

dr\? cdt 2
Al 2D SN Bt 1 =
e ( ds) e ( ds) + 0

dt
— — KeV
Cds e
dr dr cdt dr
= T L eVK
ds  cdt ds N
also
dr\ cdt\?
Al 2 LV e 1 =
[e (cdt) e] (ds) *
4\ 2
[e)‘ (?&Z) —e”] K22 +1 = 0
oder

1, [dr\> e
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Damit konnte die Differentialgleichung der Radialbewegung aufgefunden wer-
den. Es folgt weiter:

1dr e”
cdt

oder

(o
R e

e
= P(Vr)—4m logﬁ (5.83)
Wobei P (1/r) eine stetige Funktion von /7 ist.
Wir untersuchen nun den Grenzwert r — 2m:
Vi—Vam 0
r=2m T+ N2m 2v2m
Somit gilt
ct|, ., = —4m*log0 —  oo. (5.84)
Zusétzlich sehen wir, dafl
CC% = Ke™ : _K2_m — 00. (5.85)

r lr—2m
Es gilt aber:

ds = /1= (v/c)?cdt = cdr

dt dt 1 1

ds 1= (v)oedt  ¢\/1—(v)o)

Wenn also r — 2m strebt, geht d¢/ds wegen (5.85) gegen Unendlich, was
aber nur moglich ist, wenn die Geschwindigkeit des Probekorpers gegen die
Lichtgeschwindigkeit strebt, was aber wieder aufgrund der spezielle Relati-
vitétstheorie dazu fiihrt, dafy die Masse des Probekorpers fiir 1 — 2m gegen
Unendlich geht. Somit finden wir, daf§ fiir Gravitationsradien m, die grofier
der Halfte des Radius der als Attraktionszentrum dienenden Masse sind, der
Probekorper das Attraktionszentrum nie erreichen kann. Umgekehrt kann in
diesem Fall auch kein Korper das Attraktionszentrum verlassen. Der Gra-
vitationsradius trennt also das Raumgebiet um das Attraktionszentrum in
zwei Bereiche: das Innengebiet und das Auflengebiet, welche nicht miteinan-
der kommunizieren koénnen.

oder
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5.6 Die Beugung von Licht

Wir untersuchen nun die Lichtbahn im sphérisch symmetrischen Gravitati-
onsfeld. Die Rechnung ist nicht wesentlich verschieden von den bisher aus-
gefithrten, mit dem signifikanten Unterschied, daf sich das Licht entlang einer

(0] X

Abbildung 5.8: Geometrie der Lichtbahn.

Nullgeodétischen ausbreitet. Es gilt wieder:

d?p d?t
2 _n. y T
Pt D e =K

nur dal D = K — oo, wegen ds = 0. Fiir die geodatische Linie gilt (5.74),
nunmehr aber wegen D — oo in der Form

u” +u = 3mu’. (5.86)

In nullter Niherung (mu? < 1) wird

u +u=0, U = Uy COS P
1 1
u = — —_— r =
r Ug COS (P
1
rcosp = —=2R (5.87)
Uo

(5.87) ist die Gleichung einer Geraden (Abb. 5.8), wobei R der kiirzeste
Abstand vom Koordinatenursprung O ist. Wir haben somit das Ergebnis der
speziellen Relativitéitstheorie gefunden.

Den Einfluf§ des Attraktionszentrums findet man nun durch Iteration

u” + u = 3mug cos® (5.88)

mit der Losung:

1
— = u = ugcos p + mug (cos” p 4 2sin’ @) .
r
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Zum Beweis der Richtigkeit der Losung setzen wir

w o = mug (0052 ¢ + 2sin? <p)

w = muj (—2cosgsin g + 4sin p cos )

_ 2 ;
= 2mugcos psin

"o 2 2 i 2
w' = 2muy (cos p — sin gp)

und setzen dies in (5.88) ein:
2

—Ug COS p + 2mu§ (COS2 @ — sin? gp) -+ g cos @ + muy (COS2 © + 2sin? <p)

= 3mu? cos® o = u” + u. w.z.b.w.

Somit erhalten wir mit
R=rcosy + % (r cos® ¢ + 2rsin® p) (5.89)

die Gleichung der isotropen Geraden. Zur Veranschaulichung gehen wir auf
kartesische Koordinaten iiber:

ZEZTCOSSO}R:x—i-m(:L’z—i-ng) !

Yy =rsing R W
oder ]
m
r=R—-— (2" +2°) ——. 5.90
Asymptoten findet man fiir |y/x| > 1 oder |y| > |z|. Dann ist
m
=RF =2
x + R Y,
da
2 1 [z 2
2y <1+§(§) ) :2—y2
Va4 y? +y
Damit findet man den Ablenkungswinkel
dm
0= — 5.91
- (591

Fiir den Sonnenradius von 695300 km wird § = 1.75".

Es wurden Versuche unternommen, diese Ablenkung zu Zeiten totaler
Sonnenfinsternis zu messen. Es kann dann die augenscheinliche Position von
Sternen aufgezeichnet werden. Man vergleicht dann die Photographien von
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scheinbare Position
@ des Sternes

Asymptoten

Lichtstrahl » o
\ N 4 scheinbare Richtung
e / des Lichtstrahls

Sonne

Abbildung 5.9: Ablenkung des Sternenlichtes durch die Sonne.

Sonne
vom
Mond
verdeckt

@ | ® W

Abbildung 5.10: Verzerrung von Sternenpositionen (a) wihrend einer Son-
nenfinsternis (b).

Sternenfeldern in der Sonnenumgebung zum Zeitpunkt einer volligen Son-
nenfinsternis mit solchen des selben Himmelsbereiches, wenn die Sonne nicht
in diesem Bereich steht. Solche Aufnahmen zeigen, dafi die Sterne scheinbar
nach auflen wandern.

1919 wurde unter der Leitung von Sir Arthur Eddington ein solches Ex-
periment durchgefiihrt, welches Einsteins Vorstellungen bestétigte. Aus heu-
tiger Sicht ist diese Bestétigung aber nicht mehr so offensichtlich gegeben, da
Probleme, welche in der Sonnenkorona ihren Ursprung haben, nicht bertick-
sichtigt wurden. In der Zwischenzeit wurden weitere, dhnliche, Experimente
durchgefiithrt und sie liegen zwischen 0.55 bis 1.55 mal dem Einsteinschen
Ergebnis.

Mit den neuen Radioteleskopen und der Entdeckung von Quasaren (qua-
sistellare, punktdhnliche Objekte, welche eine intensive elektromagnetische
Strahlung aussenden) kann man interferrometrische Techniken anwenden,
wenn solche Objekte nahe an der Sonne verbeiwandern. Erste Ergebnisse
sprechen von eine Abweichung von 1.57 bis 1.824+0.2 Bogensekunden; die
Ubereinstimmung mit der theoretischen Vorhersage ist also sehr gut.
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Sonne Q %’%

Abbildung 5.11: Die Sonne als Gravitationslinse.

'echter' Quasar

PR

Scheinbarer Quasar

Abbildung 5.12: Scheinbare Quasar-Zwillinge.

Untersucht man nun viele Lichtbahnen, welche von einer weit entfernten
Quelle parallel einfallen, so verursacht die Anwesenheit eines massiven Ob-
jektes eine Konvergenz der Lichtstrahlen und es wird eine Brennlinie erzeugt.
Das sphérisch symmetrische Objekt wirkt somit als Gravitationslinse. Damit
kénnen entfernte, punktartige Quellen Doppelbilder produzieren. Bekannt ist
der Fall zweier Quasare, welche etwa 6 Bogenminuten voneinander entfernt
sind. Sie wurden als Abbilder ein und desselben Quasars identifiziert. Wie in
Abb. 5.12 skizziert, liegt in etwa 1/4 des Abstandes des Quasars von der Er-
de eine Galaxie, welche die wesentliche Komponente einer Gravitationslinse
darstellt.

5.7 Die Gravitations—Rotverschiebung des
Lichtes

Dies ist ein klassischer Test, aber leider kein direkter Beweis fiir die Giiltigkeit
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Dipol

Ruhsystem

Beobachter

Abbildung 5.13: Zur Gravitations—Rotverschiebung des Lichtes.

der allgemeinen Relativitétstheorie, da jede relativistische Theorie, welche
das Aquivalenzprinzip befolgt, eine solche Rotverschiebung vorhersagen wird.

Zur Losung beniitzen wir die Schwartzschildlésung in ihrer zweiten Form
(5.54):

2m 2m
ds® =dr® + 2 (r —2m) (rdr) (1 . ) dt=c”.

Zwei am gleichen Ort (dr = 0) stattfindende Ereignisse, welche eine Zeitdiffe-
renz d7 aufweisen, haben dann am Beobachtungsort die Zeitdifferenz dt¢. Das
Verbindungsglied zwischen diesen beiden Zeitdifferenzen bildet die Invarianz
von ds?:

2
(1 — _m) Adt? = ds? = A2dr?

r

—dt = ———=dr. (5.92)

Ist nun AZ die Anzahl der Schwingungen, so gilt im Ruhsystem:

Ry
AT

)

Fiir den Beobachter gilt aber:

8z _ Az [T [om

V_At AT T — r
LA . (5.93)
%0} r

Diese Gleichung beschreibt eine Rotverschiebung des Lichts. Insbesonders
wird v = 0 fiir r = rp = 2m und man findet die totale Rotverschiebung. Am
Gravitationsradius (Schwartzschildradius) ry kann daher die emittierte Welle
nicht beobachtet werden. Es kann somit auch kein Licht das Attraktionszen-
trum verlassen — Schwarzes Loch!
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Astronomische Messungen zur Uberpriifung von (5.93) stoflen auf erheb-
liche Schwierigkeiten. Eine experimentelle Uberpriifung auf der Erde ist somit
von besonderer Bedeutung. Die Entdeckung des Mossbauer Effektes erlaub-
te die Erzeugung von Gammastrahlen, welche mit einer Genauigkeit von
10~*2 monochromatisch sind. 1960 wurde dann von Pound und Rebka ein
solcher Test durchgefiihrt. Gammastrahlen, welche vom Boden ausgesandt
werden, erleiden eine Rotverschiebung, wenn sie gegen das Gravitationsfeld
der Erde zu der Spitze eines Turmes aufsteigen, wo sich ein Absorber be-
findet. Durch die Rotverschiebung werden sie weniger effektiv absorbiert.
Bewegt man den Emitter mit einer kleinen — gemessenen — Geschwindigkeit
aufwérts, erzeugt man eine kompensierende Dopplerverschiebung, welche es
dann wieder erlaubt, die Strahlung resonant zu absorbieren. Das Ergebnis er-
gab 0.99740,009 mal der vorhergesagten Verschiebung von 4.92x1071?, was
einer Ubereinstimmung von besser als 1% entspricht. Ein anderes Beispiel
fiir Untersuchungen dieser Art war die Rotverschiebung, welche Radiosignale
zeigten, als Voyager I am Saturn vorbeiflog. Eine Erhohung der Mefligenau-
gigkeit um zwei Groflenordnungen wurde 1976 mit einer Wasserstoff-Maser
Uhr in einer Scout Rakete erreicht.

5.8 Die Zeitdilatation von Licht

Dieses Experiment wurde 1964 von Shapiro vorgeschlagen. Die Idee besteht
darin, Radar—-Methoden zur Bestimmung der ‘Reisezeit’ eines Lichtsignales
im Schwerefeld zu verwenden. Da die Raumzeit gekriimmt ist, ist bei Gegen-
wart eines Schwerefeldes die Reisezeit langer als im Fall des flachen Raumes.
Wir verwenden das Linienelement in der Form (5.57):

2 dr?
ds? = (1 - Tm) cHdt = 1 _T2_m — 1 (d9” + sin® ¥dyp?)

in einer dquatoralen Ebene (¥ = 7/2) fiir das Licht (ds = 0):

2 dr?
(1 . —m) df? - - L r24p? =0, (5.94)

r _ 2m
r

Um nun die Reisezeit eines Lichtstrahls berechnen zu kénnen, mufl ¢ durch r
eliminiert werden, damit eine Differentialgleichung fiir d¢/dr erhalten werden
kann. Wir beschrinken uns nun auf Terme erster Ordnung in m/r und wir
verwenden die Losung einer geraden Linie:

rcosyp = R.
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Lichtstrahl

Planetenbahn

Erde

Erdbahn

Abbildung 5.14: Geometrie zum Radarexperiment zur Messung der Zeitdila-
tation von Licht.

Differentiation fithrt zu:

—rsinpdp +drcosp = 0

rdy = —drc,osgp = —drctany
sin @
2
r?dy? = ctan’odr® = _SO5 P g2
1 —cos?p
R 2
= idﬂ
1= (R/r)?
= 52 7 dr=.

Damit finden wir fiir (5.94):
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v = 3|
~ 0_12 [1+4Tm+ <1+27m) 7“2?2}32} dr?
- o
Ll

1 r Am  2mR21Y?
dt = t———— |1+ —— dr
cr2 — R2 r r3
1 2 2
~ oL { m _mk } dr. (5.96)
cr2 — R2 r r3

Wir interessieren uns nun fiir die Reisezeit eines Signals zwischen einem
Planeten und der Erde an der Sonne vorbei. Obige Gleichung ergibt dann
(Abb. 5.14):

T - {\/D%—D“r\/D?E—D?}
+2mn { [\/ﬂ + Dp} [\/ﬂ 4 DE} /D2}
_m Wﬂ/&ﬁ D%—DQ/DE]

mit ¢ = 1, D dem néchsten Abstand zur Sonne, Dp dem Abstand des Pla-
neten von der Sonne und Dz dem Abstand der Erde von der Sonne.

Im Experiment wird ein gepulstes Radarsignal zur Venus oder zum Mer-
kur gesandt und es wird das Eintreffen des Echos als Funktion der Positi-
on von Erde und Planet relativ zur Sonne gemessen. Fiir die Venus ist die
Verzogerung etwa 200us, was mit der Theorie besser als 5% iibereinstimmt.

5.9 Mit Uhren rund um die Welt

Wir betrachten zwei genau gleiche Uhren A und B, die zunéchst synchroni-
siert sind, gleich schnell gehen, und auf der Erde ruhen. A bleibt in Ruhe,
wahrend B in einer Hohe A in einem Flugzeug, dessen Geschwindigkeit in
Bezug auf die Erde v ist, um die Erde herumfliegt. Nach der Umkreisung
wird A mit B, also die verstrichene Eigenzeit 74 mit der fiir B verstriche-
nen Eigenzeit 75 verglichen. Es ist nicht zu erwarten, daf§ 74 und 75 gleich
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Abbildung 5.15: Das Uhren-Experiment.

sind, weil A und B zwischen dem ersten Ereignis (Synchronisation) und dem
letzten (Vergleich) auf verschiedenen Bahnen gelaufen sind.
Wir verwenden:

2 Ar?
A2 = (1 _ _m) At? — - 7“2m + r2AY? 4 r?sin? 9 AP,
, _2m

Fiir die Uhr A gilt dann:
Ar=0, AYv=0, 9=—=, r=Rg,

TA = /ATA = / \/<1 - QKJ%TE) At2 — R2Ap2.

Die Geschwindigkeit von A relativ zum lokalen Inertialsystem ist durch

also

gegeben; dies fithrt zu

E




wenn ¢ die Koordinatenzeit zwischen zwei Ereignissen ist.

Fiir B gilt, dal es wohl zunéchst auf h gebracht werden muf3, und spéter
wiederum auf die Erdoberfliche. Wurden aber viele Umkreisungen durchge-
fiithrt, so ist dies vernachléssigbar. Es gilt dann:

2koMp 2 Ap?
NN - .
™ / t\/( RE+h) (e 0] R

Die Koordinatengeschwindigkeit ergibt sich zu

A
(Rg + h) (A—‘f) ~ (Rp + h) Qp + v,

was nur niherungsweise gilt, da die relativistische Korrektur der Geschwin-
digkeitsformel fehlt. (Positives v gilt fiir die Bewegung mit der Erde, also
ostwérts.) Damit folgt:

5 = t\/ (1= F28) ~ e+ w2+ o,

Re+h

und der Zeitunterschied wird als
TB —TA

5=
TA

definiert, was es erlaubt die Koordinatenzeit zu eliminieren. Es gilt nun:

'Zg]gj<<1, RiE<<1, 2—22<<1, MZE<<1,
und dies ermoglicht eine Vereinfachung der Quadratwurzel. Wir erhalten
5:%_2REQE—|—'H :KoME
2 2¢2 R%Z

Mit = 10*m und v = 300ms~! folgt:
Spen = 2.1 x 10712, Sps0 = —1.0 x 10712,

Césiumuhren, wie sie heute Verwendung finden, haben eine Genauigkeit
von 10713, Es wurde daher 1971 ein entsprechendes Experiment durchgefiihrt
(allerdings nicht iiber dem Aquator, soda8 noch Korrekturen an den angege-
benen Formeln anzubringen waren.) Die Ergebnisse sind aus der angeschlos-
senen Tabelle zu ersehen.

Umlaufrichtung | 74 — 75 (Nanosekunden)
Experiment  Theorie

westlich 273 7275 21
ostlich -59 10 | -40 23
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