Kapitel 3

Die Elektrostatik

3.1 Die Grundgleichungen der Elektrostatik

Wir beschrinken uns jetzt auf solche Fille, in denen das B- und das D-Feld
zeitunabhingig sind: B D
TR T 0. (3.1)
Dann zerfallen die MAXWELLschen Gleichungen (2.23-2.26) in zwei Zweier-
gruppen, niamlich
divD = p, rotE =0 (3.2)

und
divB = 0, rotH = j. (3.3)

Die Gleichungen (3.2) sind die Grundgleichungen der Elektrostatik, wihrend
(3.3) die Basis der Magnetostatik sind.

Es ist aber zunichst die Frage zu stellen, ob die Annahmen (3.1) iiber-
haupt widerspruchsfrei moglich sind. Wegen (2.23) mufl auch dp/dt = 0
gelten, wenn das D-Feld zeitlich konstant sein soll. Damit muf aber wegen
der Kontinuitétsgleichung auch divj = 0 gelten, was bedeutet, dal es im
Endlichen keine Stromquellen geben darf.

Die Forderung der Zeitunabhéngigkeit des B-Feldes fiihrt {iber die Vaku-
umgleichungen zur Forderung der Zeitunabhéngigkeit des H-Feldes und dies
fithrt wegen (3.3) zur Zeitunabhéngigkeit der Stromdichte. Wir bezeichnen
nun zeitlich konstante Strome und Stromdichten als stationir.

3.2 Punktladungen im Vakuum

Wir nehmen nun an, dal nur eine einzige Quelle des Feldes gegeben sei,
namlich eine im Ursprung angebrachte Punktladung g:
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divD = ¢i(r) (3.4)

rotE = 0
y D = EOE
rotD = 0. (3.5)

X

Wir sehen also, daf§ das D-Feld aufgrund von (3.5) wirbelfrei ist. Aus den
Uberlegungen zu Abschnitt 2.5 wissen wir, daB die Lésung von (3.4) und (3.5)
der speziellen Losung der inhomogenen Gleichungen plus der allgemeinen
Losung der homogenen Gleichungen divD = 0, rotD = 0 entspricht.

Konzentrieren wir uns zunéchst auf die Losung dieser homogenen Glei-
chung: die Beziehung rotD = 0 erlaubt sofort die Beschreibung des D-Feldes
als Gradientenfeld einer beliebigen Feldfunktion ¢(r):

D = grad¢. (3.6)

Damit folgt aber
divD = div grad¢ = V¢ = 0, (3.7)

mit V? dem LAPLACEoperator. Gleichung (3.7) wird die LAPLACEsche
Differentialgleichung genannt.

Die Potentialtheorie liefert die Losungen von (3.7). Die allgemeine Losung
der auf dem gesamten Raum giiltigen Laplacegleichung ist durch die Potenz-
reihe

(r,0,¢) = Zrzfg (3.8)
gegeben, wobei fy eine Konstante ist. Es gilt:
(=0 ¢ =f —  grad¢® =0
£=1 ¢1 :rfl(ea(p) — gradQSl: (fl( ,Qo)aaaj;lasnllgaaj;) #f(?”)
£>1 ¢*=rtf(0,9) — grade (Zr‘_l...,...,...)

Es folgt also, da8 D fiir # > 1 konstant ist, oder mit r¢~! anwichst.
Dies wiirde bedeuten, daf§ das D-Feld im Unendlichen unbegrenzt anwachsen
wiirde, was aber jeglicher Erfahrung widerspricht, die besagt, dafi eine endli-
che Punktladung in unendlich grofem Abstand keine Felder produziert und
daher nach dem Lorentzschen Kraftgesetz (2.31) auch keine Krifte bewirkt.
Es miissen also D-Felder als Lésung von (3.7) im Unendlichen verschwinden,
und dies ist nach (3.8) nur fiir ¢(r) = ¢° = konst. moglich, wobei natiirlich
auch gleich ¢° = 0 gesetzt werden kann. Dies bedeutet, daf nur D = 0 den
“Randbedingungen im Unendlichen” entspricht.
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Somit ist die Losung von (3.4) und (3.5) eindeutig und besteht nur aus
der speziellen Losung der inhomogenen Gleichungen, welche wir nun aufsu-
chen wollen. Fiir diese muf} natiirlich auch das Verschwinden im Unendlichen
gelten. Bei der Losung von (3.4) und (3.5) kann man sich die Tatsache zu-
nutze machen, dafl es sich um ein isotropes Problem handelt. Es ist dann
naheliegend, dafl auch das D-Feld isotrop ist. Somit machen wir folgenden
Losungsansatz:

r ~
D(r) = D(|r|)m = D(r)t, (3.9)
mit
D = (D,, D,, Dy), I = (e,epe).
Dann folgt:

D 1 . 0D, rsing 0D,
Iro = — _ n -
rZsing | Op N
~ =0
=0 -

= 0, (3.10)

womit Gleichung (3.5) vom Ansatz (3.9) befriedigt wird.
Wir untersuchen nun die homogene Gleichung (3.4):

oo 1 U [0 an D]
leD_r28r (r D(T))+rsin lar (sin@Dy) + r ] =0

/

~~

=0

§<T2D(r)) =0

-
> D(r) = konst.
(r) = honst (3.11)

r2

D

Wir sehen also, daf} fiir 7 > 0 jede Losung D = konst/r? Gleichung (3.4)
befriedigt.

Um den Punkt r = 0 untersuchen zu konnen, erinnern wir uns, daf§ 6(r)
nur unter einem Integral Bedeutung erlangt, also:

/ &*r divD = / &rqd(r) = g, (3.12)
B B

wenn B den Ursprung umschlieffit. D hingt nach unserem Ansatz nur von
r ab und ist somit auf einer Kugeloberfliche konstant. Der Gaufische Satz
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Abbildung 3.1: Das D-Feld einer Punktladung im Raum.

kann auch angewendet werden, wenn D Distributionscharakter hat und wir
erhalten, wenn wir die Differentialgleichung (3.4) iiber die Kugel I, mit dem
Radius 7 um den Nullpunkt integrieren (also B = KC,):

]{ dAD =g,
Ag,,

mit Ax, der Kugeloberfliche; nun ist dA = dAe, und D = D(r)e, und
damit folgt

D(r) %dA = D(r)4nr’=gq

A,
q
D = 1
) = 5 (3.13)
als Losung. Somit gilt:
q . q
D(r) = = ) 3.14
(r) 47T7‘2r 47T7‘3r (3.14)

Diese Losung wird auch das CouLomMBfeld genannt.

Das Problem ist offensichtlich nicht nur isotrop sondern auch homogen
und damit kann man sofort die Lésung fiir den Fall angeben, dafl ¢ nicht
im Ursprung liegt. Es galt fiir r = 0 die Losung (3.14); nach Abb. 3.1 folgt
sofort:

D(r) = dnr — 1P (r—rp). (3.15)
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Sind endlich viele Punktladungen im Raum verstreut, so folgt aufgrund des
Superpositionsgesetzes unmittelbar:

i i) - 3.16
Zq - rz|3 ) (3.16)
Im Vakuum folgt dann auch das E-Feld mit
Bir)= gt (r-r) (3.17)
r)= i —-TI;). .
Admeg izlq Ir —r;|?

Damit ist das Lorentzsche Kraftgesetz (2.31) anwendbar um die Kraft be-
rechnen zu kénnen, welche eine Punktladung ¢, am Punkte ry erfihrt, wenn
sie dem E-Feld einer Punktladung ¢; am Punkte r; ausgesetzt ist (B = 0):

0192 1 (rs
471'80 |I'2 - I'1|3

Fy = (ZQE(I'2)

—11), (3.18)

und damit wurde das CouLOMBsche Gesetz aufgefunden. Man bezeichnet
F als die Coulombkraft. Sie hat dieselbe formale Form wie die Massenanzie-
hungskraft und damit ist auch die Coulombkraft zentral und konservativ.
Das Potential der Coulombkraft ergibt sich schliefflich mit:

F21 = —gradV
1
V(I’l - 1'2) = 79> — (319)

471'80 |I'1 - 1'2‘

mit V(r; — rp) dem Coulombpotential. Daraus folgt wegen (3.18):

1
E = —Fyn
q2
1
E = -—gradg = ——gradV (3.20)
42
1
fri—m) = L (3.21)

Ameg |11 — 19|

mit ¢(r; —re) dem Potential des E-Feldes, dem elektrostatischen Poten-
tial. Es folgt weiterhin wegen (3.4) und (2.27):

divE = —4(r)
€0
divgradg¢ = —id(r)
€o
oder 7
V2¢___6(r)7
€0



und damit ist ¢(r;—rs) nach (3.21) offensichtlich auch Losung dieser Differen-
tialgleichung, was aufgrund von Gleichung (3.7) nicht iiberraschend kommt.

Doch nun zuriick zur Coulombkraft. Es gibt eine Anzahl von Bemerkun-
gen hiezu:

1. Wir haben nicht beriicksichtigt, daf§ ¢go auch einen Beitrag liefert. Das
D-Feld wiire eigentlich nach Gleichung (3.16) zu bestimmen. Demnach
wire der Beitrag dieses Feldes zur Kraft sogar unendlich grof}, dieser
Beitrag hétte aber keine definierte Richtung. Es tritt hier erstmals das
Problem der Selbstwechselwirkung auf, welches noch zu behandeln
sein wird.

Meist argumentiert man, dafl ¢; eine “Probeladung” ist und daher das
D-Feld von ¢; kaum stort.

2. Anstatt die Kraft zu untersuchen, die die Punktladung ¢, im Feld der
Ladung ¢; erfihrt, kénnen wir auch ¢; als Probeladung ansehen und
die Kraft F1, bestimmen, welche ¢; im Feld von gy erfahrt:

_ 0 1

F, =
7 ey |ty — 1o

(1‘1 - 1'2) )

und damit gilt
F21 + F12 =0.

Es ist somit das Prinzip actio = reactio giiltig.

3. Das Coulombsche Kraftgesetz verkniipft elektrische Ladungen mit Kréf-
ten und Léingen. Man kann daher die Proportionalitidtskonstante ¢

bestimmen:
1 q192

- E |I'1 - I'2|2

€0 \F21|_1,

wobei sich die Dimension von &y offensichtlich mit C?N~'m 2 ergibt.

Wenn man nun die Kraft mifit, welche zwei Einheitsladungen von 1C
im Abstand von 1 m aufeinander ausiiben, so findet man

|Fio| = Flp = 8.98734 x 107 N,
und daraus folgt:
g0 = 8.8544 x 10712 C?N 'm 2.

Definieren wir weiters die Einheit des elektrostatischen Potentiales ¢
mit Volt (V), so ergibt (3.21):

Nm Nm
1V=1———=1——-
v C As
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womit sich dann die Einheit von ¢ auch als (As/Vm) angeben 1afit.
Aus (3.20) folgt schlieflich die Einheit von E mit (V/m) und die von
D mit (C/m?).

3.3 Das freie Feld beliebiger Ladungsvertei-
lungen

3.3.1 Die Poissonsche Differentialgleichung

Felder werden als “frei” bezeichnet, wenn es im Endlichen keine Randbedin-
gungen gibt, sie sich also bis ins Unendliche fortsetzen konnen. Wir wollen
hier Losungen der stationdren MAXWELL-Gleichungen fiir beliebige, kontinu-
ierliche Ladungsverteilungen untersuchen. Die Feldgleichungen lauten also:

1
divE = —p, rotE = 0. (3.22)
€0

Also ist das Feld wirbelfrei und damit durch E = —grad¢ aus dem elektro-
statischen Potential ableitbar. ¢ ist dabei, wie jedes Potential, bis auf eine
Konstante C festgelegt, da

grad (¢ + C) = grad¢ + gradC = grade.
=0
Damit sind nur Potentialdifferenzen physikalisch relevant, und man nennt

die Potentialdifferenz elektrischer Potentiale die elektrische Spannung U.
Diese Definition ist konsistent mit:*

“ dr
U = C/drE(r):— /ds%gradgb(r(s))

oD o2
d
= —d/dsd—f:—(/d¢=¢1—¢2- (3.23)

Wir setzen nun E = —grad¢ in die erste Gleichung von (3.22) ein und erhal-
ten

1
—div grade¢ = 6—,0,
0

oder .
V¢ = ——p, (3.24)
€0

1Siehe: R.J. Jelitto, THEORETISCHE PHYSIK 1: MECHANIK I, Akademische Verlagsge-
sellschaft, Wiesbaden (1982), 92 ff.
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womit die Poissonsche Differentialgleichung aufgefunden wurde. Ken-
nen wir die Losung von (3.24), so ist das E-Feld sofort durch Gradientenbil-
dung bestimmbar.

Gleichung (3.24) ist linear und es gilt daher wiederum das Superposi-
tionsgesetz. Wir kénnen daher die Losung aus der allgemeinen homogenen
und der speziellen Lésung der inhomogenen Gleichung aufbauen. Die homo-
gene Gleichung ist die Laplacesche Differentialgleichung (3.7) mit der Losung
(3.8). Wir fordern nun (wie schon friiher), daf§ das E-Feld von Quellen, welche
ganz im Endlichen liegen, im Limes r — oo verschwindet und prégen damit
dem Problem physikalische Randbedingungen im Unendlichen auf. Der Ar-
gumentation auf Seite 23 folgend, miissen wir also fordern, dafi ¢° = konst
ist, was natiirlich durch ¢° = 0 erfiillt wird.

3.3.2 Die freie Greensche Funktion, das PoissoNsche
Integral

Wir wollen nun die Lésung von (3.24) im unendlich ausgedehnten Raum
bestimmen. Dazu werden wir die Losung der Poissonschen Differentialgleich-
ung auf die Berechnung eines Integrales iiberfiihren. Wir bedienen uns dazu
der Methode der Greenschen Funktionen? und gehen von der speziellen
Poissonschen Differentialgleichung

V2G@0(r) = —gia(r) (3.25)

aus, mit G°(r) der freien Greenschen Funktion. Dann findet man die
Losung von (3.24) durch

(r) = / dV' G(r — r')p(r'), (3.26)
B

was durch Ausrechnen unmittelbar bewiesen werden kann:

VZ(r) = V2 / dV' GO(r — ') p(r')
B

2Siehe: F. Schiirrer, Distributionen, Fouriertransformationen, Greensche Funktionen,
Skriptum zur Vorlesung MATHEMATISCHE METHODEN DER THEORETISCHEN PHYSIK,
Graz (1996), Seite 82 ff.
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Somit haben wir bei Vorgabe einer beliebigen Quellverteilung das Problem
auf die Losung von (3.25) iiberwilzt.

Die Losung von (3.25) ist trivial: es ist die Lésung von (3.4) fiir die Ladung
g = 1, Gleichung (3.21):

1 1
Gr—1)= —
(r—r) 4reg v — 1|
und damit wird aus (3.26):
1 ! ]' !
80 = o [V o) (3.27)

das Poissonsche Integral. Es ist nun zu zeigen, dafl das so bestimmte

Potential die Randbedingungen im Unendlichen lim,_,o ¢(r) = 0 erfiillt. Sind
nun alle Ladungen im Endlichen gelegen, so gibt es stets

eine Kugel vom Radius R, sodaf fiir [r| > R p(r) =0
ist. Dann erfiillt ¢(r) auch die Randbedingung im Un-

p=0 endlichen:
r 1 1
’ — d ! !
o(r) 4reg / v r —r'| p(r)
1 1
< , /dV’ p(r') .
Amey min|r — r/|
—_
=r—R>0 =Q
Fiir r — oo folgt dann:
. 1 . 1
lim é(r) - = lim |E(r)| o o w.z.b.w. (3.28)
Das E-Feld folgt aus
1 p(r')
E(r) = — —_ r/ ' 2
(1) = ~Vo(r) = = [ LEL (3.29)
wobei wir zunéichst V. (Jr — r'|)”" bestimmen wollen:
r = (z,y,2)
_i_._<2 1 9. 9 )
v Or|(x —a')? + (y— o)+ (z — 22270y 7027

. z—1z y—y z-2
N r—r']3 -3 |r — 1|3

r—r

_|r—r’|3'
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Damit folgt:

1 1
E(r) = — / )V
() 4eg avipr)V Ir — 1|
1 r—r
— d ! / .
47ey / Vip(r') lr — '3’ (3:30)

womit die Losung der Gleichungen (3.22) aufgefunden wurde.

3.3.3 Die elektrische Feldenergie

Eine Probeladung wird im elektrischen Feld von @ nach b entlang der Raum-
kurve C verschoben. Dabei wird folgende Arbeit verrich-

b tet:

f A = /drK:q/drE(r)

a
= qU(a,b), (3.31)

mit Uyp) der Spannung zwischen den beiden Punkten a und b entsprech-
end (3.23). Die Arbeit ist offensichtlich vom Weg unabhiingig, da das E-Feld
ein Potential hat.

Wenn wir nun eine Ladung aus dem Unendlichen (dort gibt es keine
Felder, ¢ = 0) an einen bestimmten Punkt im Raum verschieben, so gewinnt
die Ladung aufgrund der geleisteten Arbeit potentielle Energie V. Ist diese
fiir die Probeladung im Unendlichen Null, so kann man schreiben:

V(r) = q¢(r). (3.32)
Dies ergibt im Fall des Feldes einer Punktladung ¢, im Orte r:

_ 9% 1
dreg |r — 1a|

V(r) = qoa(r)

Wir definieren nun den Energieinhalt eines Punktladungssystems von N
Ladungen als die Gesamtarbeit, welche erforderlich ist, um das Ladungssy-
stem zu installieren. Also:

1.) ¢ — r1, Ay =0, keine Arbeit erforderlich

1
2) ¢ — r9 Ay = @[o1(r2) — h1(00)] = qadpi(r2) = Z;q;om
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As = qs[pi(r3) + Pa(r3)]
3) @ — T a3 1 G2

+
Ameg ||rs —ry|  |r3 — 1o

N) qan — Iy, AN = 4N Z ¢m(rN) = il Z dm

N ATey i Ity — Tyl

Somit ist der gesamte Energieinhalt E' der Ladungsverteilung durch

N N p
.
7;2 " 7;2 drmey |,ioh [tn — T

11 X i
— z, qq . (3'33)

2 4re, m,n:1|rn — T

Dies ist moglich, da stets

Glm _ Gmn

‘rn - rm‘ B ‘rm - rn'

gilt. Es ist ganz wichtig, daf in (3.33) alle Terme mit n = m ausgeschlossen
sind, da diese Terme divergent sind:

1 g

E, = .
Ameg |t — T

Sie heiflen Selbstenergien. Diese Selbstenergien héingen mit Selbstkriften
zusammen, welche jene Kréfte bezeichnen, die die Ladung infolge ihres eige-
nen Feldes auf sich selbst ausiibt. Der Beitrag des eigenen Feldes zur Kraft
wire dem Betrag nach sogar unendlich grof}, sie hat aber keine definierte
Richtung. Deshalb kann die Kraft nicht dynamisch wirksam werden.

Gehen wir nun zu kontinuierlichen Ladunsgverteilungen {iber, so wird
das Problem der Selbstenergien auftreten; die vollstdndige Doppelsumme von
(3.33)

wiirde, falls sie existiert, im kontinuierlichen Fall auf

1 / / gy gy P

8meo v —r'|
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streben. Allerdings existiert die Doppelsumme nicht und es ist héchst un-
klar, wie man die Beschrinkung m # n auf die Integration iibertragen kann.
Man kann aber zeigen, daf§ in drei Dimensionen und im Fall beschrinkter
Ladungsdichten das Integral

E_

//dVdV’ p(x)p(r') (3.34)

871'60 ‘ — I‘I|

existiert, und somit ist es sinnvoll, (3.34) als Energieinhalt einer konti-
nuterlichen Ladungsverteilung zu definieren, inklusive der jetzt offensichtlich
endlichen Selbstenergie.

Liegt ndmlich die Ladungsverteilung ganz im Inneren einer Kugel g vom
Radius R, und ist p(r) absolut beschréinkt, so gilt:

K < 0.

—

1 , 1
E< - / / '
< Sren |max p(r)| dV,C, av "
R

~ S
-~

=2(4m)? RS

15
Hat die Ladungsdichte Distributionscharakter, diver-

giert das Integral und man mufl die Selbstenergie der
Punktladungsanteile wieder abziehen.

Wir folgern daraus, dafy das “unrealistische” Punktladungsmodell zu un-
physikalischen, divergenten Selbstenergien fiihrt, obwohl Selbstenergien an
sich nicht divergent sind. Es ist also hier die Frage zu stellen, ob Punktla-
dungsmodelle in jeder Hinsicht physikalisch relevant sind.

Man kann nun die Energie im Kontinuum auch unter Verwendung des
Poissonschen Integrales (3.27) und der Poissonschen Differentialgleichung
(3.24) als

gl /de o) = == [V o(x) Vo (r)

schreiben. Die Integration lduft dabei iiber den unbegrenzten Raum. Man
wertet diesen Ausdruck aus, indem man iiber eine Kugel £z vom Radius R
integriert, und dann den Limes R — oo ausfiihrt:

E=-2 lim /dA ¢— - /dvgrad¢grad¢

Sk g

Hier ist Sk, die Oberfliche der Kugel g, und wir haben die 1. Greensche
Identitit

/dV div (e gradf) = /dV aV?B + /dV grada gradf
B B B
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- / dA a2’ (3.35)

angewendet. Fiir das Oberflichenintegral verwenden wir die Losung fiir das
elektrostatische Potential nach Gleichung (3.27) und (3.28):

konst

6) = IL0r ), oo
0p(r)  0O¢(r)  konst 3
o = or = +O(r™?), r — 00,
und damit ergibt sich:
) do . 9 konst 4
e [~ [ [ o
Skg Skg
) dm 9
= —}%glgo Ekonst—i— O(R )] = 0.

Nach Ausniitzung dieses Grenziiberganges mufi man nun in Folge iiber den
ganzen Raum R? integrieren, und damit finden wir:

_ o
E = 5 / dV grad¢ grad¢

RS
1
- Z—O/dVE-Ezi/dVE-D. (3.36)
RS R3

Im Verlauf dieser Umformungen ist durchaus Interessantes geschehen: der
Ausgangspunkt war Gleichung (3.33), in welcher die Gréle und Lage von
Ladungen fiir den Energieinhalt mafigeblich waren. Die Ladungen waren also
die “Triiger” der Energie. Mit (3.36) haben wir aber einen Ausdruck gefun-
den, in welchem die Ladungen {iberhaupt nicht mehr vorkommen - es treten
nur die Felder auf!

Das System hat einen Energieinhalt, weil es Felder gibt.

Wir kénnen nun sogar eine Energiedichte w(r)

1

w(r) = —-E(r)D(r) (3.37)
d

2

E = Vw(r).

einfithren. Wegen w = ¢oE - E/2 > 0 kann die Energiedichte nirgens negativ
werden, also gilt ' > 0. Dies scheint zunéchst in Widerspruch damit, dafl der
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Energieinhalt eines Systems von ungleichnamigen Ladungen negativ ist. Man
gewinnt Arbeit, wenn man den Abstand der beiden Ladungen verringert.
Allerdings haben wir hier nicht den Beitrag der Selbstenergie beriicksichtigt,
deren Beitrag die Energiedichte permanent nicht-negativ macht.

Eine kurze Abschluffbemerkung: nach (3.36) ergibt sich die Einheit der
Energie, ausgedriickt durch Volt und Ampere, mit (VAs).

3.4 GAusssches Gesetz, FARADAYsches Gesetz

Die Gleichungen (3.22) lassen sich auch in integraler Form schreiben. Die
Anwendung des Gauflschen Integralsatzes fiihrt zu

/dVdivE(r) = Y avm=¥

B EOB €0
j{dAE(r) _— (3.38)
Sp co

mit ) der Gesamtladung in B. (3.38) ist das GAUsSsche Gesetz der Elek-
trostatik.

Ist nun A eine beliebige, orientierbare Fliche und C4 die Randkurve der
Fliache A, so folgt aus rotE = 0 und dem Stokeschen Integralsatz

/ dATOtE(r) = 0
A
fdsE(r) . (3.39)

das FARADAYsche Gesetz der Elektrostatik.

Diese Integralsitze kann man dazu verwenden, das Verhalten des E-Feldes
beim Durchgang durch eine geladene Fliche zu ermitteln. Dazu ist es not-
wendig eine Flichenladungsdichte 7(r,t) analog zur Raumladungsdichte
p(r,t) entsprechend (2.4) einzufiihren:

n(r,t) = lim —. (3.40)

Hier ist dann A,, eine Folge von Flichen, welche sich auf r konzentrieren,
d.h.: lim,_,, A, = 0, wenn A, ihr Flicheninhalt ist. Auf jeder Fliche A,
wird die Ladung @,, gemessen.

Wenn wir nun das Verhalten des E-Feldes beim Durchgang durch die
Fldche A in Abb. 3.2 untersuchen wollen, betrachten wir einen Punkt r auf
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ZA

(Mantel)

AA d A(z)

X

Abbildung 3.2: Zur Berechnung des Verhaltens der Normalkomponente des
E-Feldes beim Durchgang durch eine geladene Fléche.

dieser Fliche, und dieser sei mit einer Flichenladung n(r,t) belegt. Wir be-
zeichnen nun rund um r willkiirlich eine Seite der Fléche mit und die
andere mit |2| und das E-Feld im Punkte r mit E®(r) bzw. E@(r). AA
sei ein kleines Flachenstiick um r, welches in einer “Dose” der Hohe h ein-
geschloBen ist. Die “Deckel” dieser Dose AA®M und AA® verlaufen parallel
zu AA. Es gilt wegen (3.38)

?f dAE(r) = % /dAn(r).
Dose AA

Wir konnen das Oberflichenintegral als Summe von drei Beitrégen schreiben:

]{ dA E(r) = / dAMED (1) + / dA? EO(r) + / dA E(r)
Dose AAM) AA2) AA(Mantel)
Im Limes h — 0 verschwindet der Beitrag des Mantels und wir erhalten:

lim f dAE(r) = / dAD EO(r) + / JA® E®(r)
—
Dose AAM) AAR)

= /dA {E(l) (r)n —E@(r) n}
AA

1 1
= —lim [ dAn(r) = — /dAn(r).
AA AA

LaBt man nun AA infinitesimal klein werden, so ergibt sich

[EO(r) - EO(r)| n(r) = %’:) (3.41)
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Abbildung 3.3: Zur Berechnung des Verhaltens der Tangentialkomponente
des E-Feldes beim Durchgang durch eine geladene Fliche.

Die Normalkomponenten des E-Feldes dndern sich unstetig beim
Durchgang durch eine Fldchenladung.

Es seien nun n(r) und t(r) der Flichennormal- und der Tangentialvektor
im Punkte r an A entsprechend Abb. 3.3. C sei ferner eine geschlossene Kurve,
welche A A umschlieit. Es gilt nun (3.39):

j[ds E(r) = i_zlfdsiE(r) =0.

Wir lassen wieder die Hohe h gegen Null gehen und dann verschwinden die
Beitrige von Cy und Cy:

lim fds E(r) = ]{dsl EW(r) + ]{ds3 E®(r)
h—0
C C1 C3
~ — [EO(r) - E@(r)] t(r)As,
und mit As — 0 erhalten wir:
[EO(r) - E@(r)] t(r) = 0. (3.42)

Die Tangentialkomponente des E-Feldes dndert sich beim Durch-
gang durch eine Flichenladung nicht.

Es tritt also eine Brechung der Feldlinien auf'!
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3.5 Der Plattenkondensator

Wir betrachten eine Anordnung aus zwei einander gegeniiberliegenden Plat-
-ten der Fliche A. Thr Abstand sei
d < +A. (Eigentlich sollten die
I Platten unendlich ausgedehnt sein,
T 1 aber obige Einschrinkung fiir d ist
ausreichend um Randeffekte zu ver-
1 d hindern.) Die Platten 1 und 2 sind
n, 2 mit konstanten Flachenladungsdich-
ten n; und 7, belegt.
I Wir nehmen nun an, dafl im Raum-
bereich I E' = 0 gelte, dann folgt
aus (3.42), dafl die Tangentialkomponenten von E auch in den Bereichen
IT und III verschwinden. Wegen (3.41) gilt ferner fiir die Normalkomponente
von E!:

ZA

n_m
E ==
€o

I

und daraus folgt fiir den Bereich III:

1
Ey' = —(m+m).
€0

Wollen wir nun erreichen, da§ E'™' = 0 ist, so miissen wir 7, = —1n, wilhlen,
und dann gilt im Bereich II:

El = (0,0, @) .
€0

Damit kénnen wir die Spannung zwischen den beiden Platten bestimmen
(3.23):

2 29
U=ds— ¢ = /drE(r) - /dzE(z) - Z—ld.
0
1 21
Die Gesamtladung der Platten ist nach (3.40) durch

+Q = /dA m(r) =mA
A

gegeben, und somit besteht zwischen dem Betrag der Ladung und der Span-
nung U eine Proportionalitit:

A
QZ%EU:CU,
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mit einer Proportionalitdtskonstanten C, der Kapazitédt der Anordnung.
Wie man erkennt, ist sie allein durch die geometrischen Gréflen A und d
sowie durch gy bestimmt. Die Einheit der Kapazitét ist Farad (F), und es
gilt
As
1IF=1—.
v

Die im Kondensator gespeicherte Gesamtenergie kann unmittelbar aus der
Energiedichte (3.37) bestimmt werden:

17’]1

260771

und damit wird:

1n? de 1 Q2 1
= A —QU.
2 €0 2 AEO 2 C QQU

3.6 Das Randwertproblem der Elektrostatik

3.6.1 Grundsatzliches

Es stellt sich nun die Frage, inwiefern die Poissonsche Differentialgleichung
(3.24) das elektrostatische Potential und damit das E-Feld bestimmt. Aus-
gangspunkt der Uberlegungen ist dabei die zweite Greensche Identitét:

/ dV div (agradf — fgrada) = / v (aV’B — fV0)
B

- / dA (aVB —BVa)n,  (3.43)

Sp

mit n dem Fldchennormalvektor. Wihlen wir nun a(r) = ¢(r) und B(r) =
—1/4m|r — 1’|, wobei a(r) (3.24) geniige und r € B gelte, so folgt:

]{ v’ l%( 47r|r1_ r’l)] ) + / V' Vad(r) =

- /dv'qs(r')a(r—r')— ! /dV’ L)
B

Are r—r!
o) =
1 1
= — [dA
47r/ l|r—r'|
Sp

! ! ]' !
() = 8oL
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und wir erhalten:

bor) = — / g P

dreg Ir —r/|

1 ! 1 ! 12 ]_ '
+ES/dA l|r — o Veol) = () Ve — ' (3:44)
B

v =

Wir erkennen, dafl das elektrostatische Potential einerseits durch die Raum-
ladungsdichte, andererseits auch durch die Randbedingungen (die Werte
des Potentiales und seiner Normalableitungen an der Oberfliche Sg, welche
den Bereich B begrenzt) festgelegt ist.

3.6.2 Physikalische Realisierung von Randbedingun-
gen

(a) Ist zunichst B = R® so fordert man

lim ¢(r) =0.

[r|—o00
Dann gehen die beiden Terme des Integrales iiber Sg von (3.44) wie
lr|=2 gegen Null und das Integral selbst verschwindet.

(b) Wir stellen uns nun vor, es beféinde sich im Raum ein Stiick Metall.
Dann mufl - behaupten wir - iiberall in B ein-
B schliefllich des Randes Sg das elektrostatische Po-

tential ¢ einen konstanten Wert besitzen:

¢ = konst, V¢ =0, (3.45)
Metall

unabhéngig davon, von welchen Ladungen im Au-
Benraum es auch immer verursacht sein mag. Wire ¢ nicht konstant,
so konnte (lokal) V¢ nicht Null sein und damit wiirden die (frei beweg-
lichen) Ladungstriger Kréfte erfahren, welche zu einer Umverteilung
der Ladungstriger im Metall fiihren, bis V¢ = 0 erfiillt ist. Es dndert
sich nichts, wenn nun B ausgehohlt wird und am Ende nur Sp iibrig

bleibt. Stets wird (3.45) gelten.

(c) Man hat mehrere, miteinander nicht verbundene, metallische Bereiche im

0, ¢|SB¢ = konst.

¢; Raum. Sie kénnen auf unterschiedlichen Poten-
@‘1)1 tialen liegen und fiir jeden Bereich gilt:
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(d) Wir verallgemeinern (c¢) und stellen uns einen (nicht-metallischen)
Raumbereich B vor, dessen Oberfliche Sg aus vie-
len gegeneinander isolierten Metallpléttchen be-
steht, die auf unterschiedlichen Potentialen liegen.
Dieses Bild kann zu einer Bereichsoberfliche Sg
verfeinert werden, auf der das elektrostatische Po-
tential eine vorgegebene Funktion des Ortes ist:

o= d)(r), r € Sp.

Man spricht von DIRICHLETschen Randbedingungen.

(e) Ist hingegen auf einer Fliche im Raum die Normalableitung (V¢)n
gegegeben, so spricht man von NEUMANNschen Randbedingungen.

(o) Wir denken uns nun ein beschrinktes Raumgebiet B, welches eine
Raumladung p(r) umschliefit. Das Potential

mufl dann die Poissonsche Differentialgleich-
ung erfiillen:

V2(r) = —j—op(r).

Wir 1ntegr1eren iiber B:

/dvv2¢ ——/de Q

Wihlt man nun in (3.43) « = 1,3 so folgt

/dvv2¢ /dA (Vo) n :—%Q,

und wir sehen, dal (V¢)n nicht mehr frei wiahlbar erscheint. Will
man es aber doch erreichen, so mufl man auf Sg zusétzliche Fléichen-
ladungen zulassen und das Flachenintegral als auflen von diesen
Ladungen gebildet denken. Dann kann diese Flichenladung

= / dAn(r)

eine zwischen der Raumladung () und dem Oberflichenintegral
1/€0 [sdA (V¢)n auftretende Diskrepanz kompensieren.

3Dies entspricht der Anwendung des Gaufichen Satzes auf grade(r).
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(8) Der Auflenbereich erstrecke sich nun, im Gegensatz zu (o) ins
Unendliche und wir wollen ihn mit B bezeichnen (B = R*® \ B).
Wir integrieren nun (3.24) iiber B, wobei in B die Raumladung p
liegt, und erhalten:

/ AV V24(r) = / dA(Ve)n
B

_ —/dA (Vé)n + /dA (Vo)n

SRg

- v =-La (3.46)

Es ist nun moglich (V¢)n auf Sg und p ohne Flichenladung belie-
big vorzugeben, da sich durch den zweiten Oberflichenterm stets
eine Kompensation einstellt.

Somit kann man sich jetzt die Randbedingungen (V¢)n als Er-
gebnis einer geeigneten Ladungsverteilung p € B vorstellen, fiir

welche 0
/ dA(Vé)n = -2 (3.47)
€0
Sp
gilt. Mit (3.46) und (3.47) erhilt man die stets giiltige Beziehung
1 _
/dA (Véom=-—(Q+Q).
€0
Spa

Wir sehen also, dal die Neumannschen Randbedingungen in bei-
den Féllen sinnvoll sind, jedoch unterschiedliche physikalische Si-
tuationen charakterisieren.

(f) Man spricht von CAuCHYschen Randbedingungen, wenn sowohl ¢
als auch (V¢é)n auf ein und derselben Fléiche vorgegeben werden. Sol-
che Randbedingungen sind physikalisch nicht zu rechtfertigen, und es
existiert fiir sie keine Losung des Randwertproblemes.

(g) Ist hingegen auf einem Teil der Randfliche ¢, auf einem anderen Teil
(Vé)n vorgegeben, so spricht man von einem gemischten Problem.

3.6.3 Scheinbare Ladungsverteilungen, Spiegel- und In-
fluenzladungen

Wir haben gesehen, wie es physikalisch zu Randwertproblemen kommen
kann, und wir miissen uns jetzt mit ihrer Struktur auseinandersetzen. Ei-
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gentlich beginnt eine Randwertaufgabe mit einer genauen Beschreibung der
Fliachen auf denen Randwerte vorgegeben werden.
Diese Flichen sollen so beschaffen sein, daf sie den

B, R? in disjunkte Teilbereiche B; zerlegen:

B;NB, =0, R® = JB.

Dies ist dadurch moglich, dafl alle Flichen Ober-
flichen beschrinkter Bereiche sind (etwa B;), oder
auch sich allseitig nach Unendlich fortsetzen (etwa
Bereich B, od. Bj3). Beide Typen sind geschlossen; sie sind im Endlichen
unberandet.
Wir wollen nun folgendes Problem losen:
Gegeben ist der Bereich B;, eine Randbedingung auf
Sg, p1 auf By; gesucht ist ¢ in By. Es gilt natiirlich
die Poissonsche Differentialgleichung

1
V2(r) = ——p1,
€0

und das Poisson-Integral (3.27) liefert die partikulére Losung ¢,. Diese Losung
wird im allgemeinen nicht die Randbedingungen auf Sg, erfiillen. Wir miissen
daher eine geeignete Losung der homogenen Gleichung V2@, = 0 aufsuchen,
derart, daf3

b= do+ &

gerade die Randbedingungen erfiillt.

Es ist nun die Frage zu stellen, wie ein geeignetes ¢y aufgefunden wer-
den kann. Man bedient sich dazu folgender Moglichkeit: wir denken uns im
AuBlenbereich B, eine fiktive Ladung ps; angebracht. Ihr Poisson-Integral

/ 1 r Ps(r)
= ]B -4
¢ (r) o /dV 1’ r e B, (3.48)

erfiillt die Gleichung V2¢'(r) = —p,/eo und da auf B; p, = 0 gelten muf, so
gilt dort V2¢'(r) = 0. Somit ist ¢’ tatsichlich vom Typ ¢ und

4wy Ir —r/|

6(x) = by6) 4+ 6,(6) = - [y P EPAE)

erfiillt auf B; die Gleichung V2¢(r) = —pi/eo. Gelingt es nun, die fiktive
Ladungsdichte ps so zu bestimmen, dafl ¢ die Randbedingungen erfiillt, so
ist das Problem gelost.
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Es wurden somit die Randwerte durch eine Scheinladung im
nicht interessierenden Bereich By simuliert. Gleichung (3.48) ist
dabei als Integralgleichung zur Bestimmung von ps aufzufassen.

Das Problem, diese Scheinladung zu finden, 148t sich in Féllen hoher Sym-
metrie und einfacher Randbedingungen - und leider nur in solchen Fillen -
recht einfach losen. Wir stellen uns in einem

Beispiel vor, wir héitten eine Punktladung der
B B Grofle ¢ im Punkt ry = (a, 0, 0) iiber einer Ebe-
2 1 ne angebracht. Auf dieser sei das konstante Po-
_a .q_; tential ¢ = 0 vorgegeben. (Die Ebene ist geer-
a a det). Es gilt also:
V2(r) = —L5(r — 1)
=0 €0 0/
und wir bestimmen die partikulidre Losung:
qd(r' — rp) q 1
av’ = ,
@(r) ~ dreg / |r — /| Aey |r — 1|

welche aber als Potential einer Punktquelle im freien Raum nicht die Rand-
bedingungen erfiillt. Wir wihlen nun die Scheinladung —¢ am Ort —rg, und
fiir sie gilt die Losung:

o) = L far O ) o1

4reg sd ~ dmeg |+ 1|

q 1 1
o(r) = -
ey | |r —ro| |+ 1o

fithrt, was offensichtlich die Randbedingung ¢(z = 0,y, z) = 0 erfiillt.

Man nennt eine Scheinladung mit so einfachen Eigenschaften eine Spie-
gelladung. Sie hat keinerlei reale Bedeutung. Fragen wir nach dem Potential
in By, so gibt es dort keinerlei physikalische Quellen und auf dem Rand von
B, gilt ¢ = 0. Somit wird ¢ iiberall in B, identisch verschwinden.

Wir kénnen nun entsprechend (b) unter Punkt 3.6.2 die Randbedingung
¢ = 0 durch eine Metallplatte physikalisch realisieren, welche den Raum in
zwel Halbrdume trennt. Eine solche Platte schirmt den ladungsfreien Halb-
raum vollstdndig gegen elektrische Felder aus dem anderen Halbraum ab.
Dasselbe geschieht im Inneren eines beliebigen, beschrinkten Raumberei-
ches, der von einer Metallwand umgeben ist. Dies ist das Prinzip des FARA-
DAYschen Kifigs.

was 7Zu
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Wir wollen nun noch die Normalkomponente von E auf der Randfliche
x = 0 berechnen:

E = -—grado, E=(E,,E,E,
09
En = F,| _ =——
! |$_O oz z=0
_ q { 1 2(z — a) 1 2(z+a) }
- 9 32 T 9 3/2
dreo | 2[(@—a)?+92+ 227 2@+ a)?+y2+ 222 )]

q 2a
= — . 3.49
Ameg [a2 + y? + 22]3/2 (3.49)

Die Tangentialkomponenten £, = E, = 0, da

o) _ 99

= =0
oyl|,_, 0z

z=0

gilt. In By verschwindet mit ¢ auch E identisch und somit erleidet die Nor-
malkomponente von E auf der Grenzfliche einen Sprung, wihrend die Tan-
gentialkomponenten stetig sind, womit (3.42) erfiillt ist. Es mufl nun wegen
(3.41) auf der Grenzfliche eine Flichenladung existieren. Diese ist durch

)=y
= 27T(a?—i—yQ—f-z?)?’/2

gegeben. Wir bestimmen (r = 1/y? + 22):

2T 0
_ 90 _
/dAn(r) = 5 O/dso O/dT (@@ 1 12)7?

1 foo 2
_ _ga, 1 / G
2 2 Jo (a2—{—r2)3/2
a 1 o
_w

2 e

Die Ladung auf der Grenzfliche ist also gerade —q. Diese Flichenladungs-
dichte ist, im Gegensatz zur Spiegelladung, physikalisch. Man nennt sie die
Influenzladung.

Wir erkennen weiters: ist auf der Fliache A das Potential ¢ als Randbedin-
gung vorgegeben, so wird dadurch (V¢(r))n eindeutig bestimmt! Man kann
also nicht ¢ und (Vé(r))n gleichzeitig frei wihlen.

= —q.

0
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Wir untersuchen ein weiters Beispiel:

II

Es befinde sich im Mittelpunkt einer Kugel vom Ra-
dius R, welche auf einem konstanten Potential ¢y ge-
halten wird, eine Punktladung ¢, und wir wollen ¢ im
Bereich I bestimmen. In diesem gilt:

__ 1 4q
C Adwegr’

V() = ——ailr) — 4y(0)

Damit sind die Aquipotentialflichen Kugelflichen
und wir miissen nur noch die homogene Lisung

V2¢,(r) =0, os(r) =C

zur Losung im Bereich I addieren:

G

dreg T

Die Randbedingung fiir » = R fordert

g*_C':(bOa

¢I(R) - 471'80 R

womit die Konstante C' bestimmt werden kann:

1 ¢
C_QSO_ 47T€0§,

und wir erhalten die vollstdndige Lésung

¢ (x) = o+ 4;]50 (% N %) '

Interessiert nun auch der Auflenraum II, so gilt dort

zur Losung

o(r) = 0, r— o0
Vip(r) =0 =
¢(R) = ¢0,
und dies wird mit dem Ansatz ¢"(r) = C/r und
SR)=¢=5 — C=Ray,
gy — fo
o) = 2
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fithren. (Wire ¢y = 0, also die Kugel geerdet, so wire im Raum II kein
E-Feld.)

#"(r) kénnen wir auch als Potential einer Scheinladung im Ursprung deu-
ten:

1 ¢ Ry
I _ 9 _
¢ (7“) - dreg 7 T
qs = A4meoReyo.

Es ist ganz offensichtlich, dafl auch in diesem Beispiel die physikalische Ur-
sache der Potentialverteilung im Innen- wie im Auflenraum in einer Influenz-
ladung zu suchen ist.

Um dies zu zeigen bestimmen wir die Normalkomponente von E beider-
seits der Oberflache:

: ¢! (r) g 1
B h I: E,.| _ _ _ L
ereic =g or | _p 4mey R?
: 0™ (r) gs 1
Bereich II: El|l_, = — = .
r=n or | _p 4meo R?

Damit gilt nach (3.41)

. 7
[ Plss — Bl = 2
oder )
_n
(4 = 9) dmegR? g
und
R -
T]— 47TR2 QS q .

Wir erhalten dann die Influenzladung and der Oberfliche als

1
/ dAn = o (4meoRéo — q) / dA
= 47T80R¢0—q.

Ist nun ¢y = 0, so ist die Influenzladung gerade wieder —gq.
Ist nun der Raum in n Bereiche B; unterteilt und p; die Raumladung
in diesen Bereichen, dann gilt es fiir alle B; die Losung der Poissonschen

Differentialgleichung
, 1
V29 (r) = ——p,
€0
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aufzufinden, welche gleichzeitig die auf den die B; begrenzenden Flichen
vorgegebenen Randbedingungen erfiillt. Wieder kann man ¢()(r) = ¢{/)(r) +
¢ (r) bilden und so die Randbedingungen sicherstellen. Dabei muf ¢{)(r)
aufSerhalb von B; liegen, wenn man sich die homogene Losung qﬁgj)(r) durch
eine Scheinladung verursacht denkt.

Das Problem zerfillt in n selbststindige Probleme.

3.6.4 Der Eindeutigkeitssatz und die Greensche Funk-
tion des Randwertproblemes

Es ist folgendes Randwertproblem gegeben:
B ist ein zusammenh#ngender Bereich und Sg ist eine
geschlossene Fliche, welche B begrenzt. Auf Sp sind
Randwerte vorgegeben und in B ist die Ladungsdichte
B p gegeben. Auf B gilt dann:

1
VZp(r) = ——p(r).
s, (®) = ()
Gesucht ist das elektrostatische Potential ¢(r).

Eindeutigkeit der Losung

Wir nehmen an es giibe ¢; und ¢, derart, daf
1

V2¢1(r) = _gp(r)’ ¢1|Rand = ¢T oder (V¢1)H|Rand = fT
VZ(}SQ(I‘) = _8_1()/0(1')’ ¢2|Rand = ¢’r oder (V¢2)D|Rand = fTa

wobei mit ¢" Dirichletsche Randbedingungen, mit f” Neumannsche Randbe-
dingungen, oder mit beiden auch gemischte Randbedingungen gegeben seien.
Wir bilden ¥ = ¢; — ¢, dann gilt

V2 = V? (1 — ¢a) = V21 — V2o = 0
und

Ygana = 05 Dirichletsche Randbedingungen
(V)nlg,.q = 0, Neumannsche Randbedingungen.

Wir verwenden die erste Greensche Identitéit (3.35):
/dev2w+ /dV Vip Vip = /dA »(Vep)n,
B =0 B Sp =0
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also

/dV (V)2 =0, — V=0, — o= konst.
Die bedeutet:

Dirichlet — ¥ =0

Neumann — 1 = konst } - E=0

Die Lésung obiger Randwertaufgabe legt das E-Feld eindeutig
fest.

Auffinden der Lésung
Man kann prinzipiell nach dem bereits bekannten Schema vorgehen:

1. ¢, bestimmen,

2. V2¢o = 0 16sen, sodaB8 ¢, + ¢y die Randbedingungen befriedigt.

Diese Vorgangsweise hat den Nachteil, dafi ¢y von den Randwerten abhéingt
und von p, da ja ¢, von p abhéingt. Es wire wiinschenswert, wenn man
mit Funktionen arbeiten konnte, welche nur von der Form der Berandung
abhéngen, nicht aber von den Randwerten und von p.

Dies gelingt mit Hilfe der Technik Greenscher Funktionen. Wir fiihren
entsprechend (3.25) die Greensche Funktion G(r,r’) ein, welche der Poisson-
schen Differentialgleichung geniigt:

1
VZG(r, 1) = —g—é(r —1'), r € B. (3.50)
0
Eine Losung ist, wie schon im Abschnitt 3.3.2 gezeigt wurde, G°(r — 1)
(= G°(r' — r), wie in den Ubungen zu zeigen sein wird). Dies ist aber nicht
die einzige Losung von (3.50); weitere Losungen finden wir mit

G(r,v')=G(r — 1) + F(r,1"), V2F(r,r') = 0,

wobei F(r,r') eine beliebige Funktion ist, welche die homogene Poissonsche
Gleichung erfiillt.

Wir verwenden nun, wie schon zu Beginn dieses Kapitels in Abschnitt 3.6.1
die zweite Greensche Identitidt und setzen o = G(r,r') und 8 = ¢(r), fiir die
die gesuchte Losung des Problemes. Damit entspricht ¢(r) notwendig den
Randbedingungen. Es gilt

/dV! [G(r,r')Vf,qﬁ(r’) — (') VAG(r, r')] _
B

/ dA" {G(xr,r) [Veo(r')|n' — ¢(x') [VrG(r,1)] 0}

SB
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Wir verwenden nun

Vo) = ——p(r')
€0
VZG(r,r') = —lé(r—r')
€0

und erhalten unmittelbar

oder

€0

= [V G o) + o) = [an ..
S

(r) = / dV' G(r, ') p(r') + £o / dA' ... (3.51)
B S

Damit ist die Losung des Problemes aufgefunden, obwohl G(r, r’) eine belie-
bige Losung von (3.50) ist. Die Randwerte kommen iiber das Flachenintegral
durch Vorgabe von [Vp¢(r')]n’ und ¢(r') am Rand in die Rechnung. Der
Nachteil besteht zunéchst darin, dafl [V ¢(r')] n’ und ¢(r') am Rand bekannt
sein miissen. Von diesem Problem kann man sich aber befreien:

(1)

Dirichletsche Randbedingungen:
Hier bestimmen wir G(r,r’) derart, da§ die Greensche Funktion der
Bedingung

G(r,r’") =0, r' € Sp (3.52)
geniigt. GG ist damit eine Losung der Poissonschen Differentialgleichung,

welche am Rand Sp verschwindet. Sie hingt somit nicht von p oder den
Randwerten ab! Aus (3.51) folgt dann:

B(r) = / dV' G(r, ') p(r') — €0 / dA' $(r') [VuG(r, ') 0.
B S

Neumannsche Randbedingungen:
Hier wiire man versucht [V.G(r,r")]n’ = 0, r' € S zu fordern. Es folgt
aber aus

VZG(r,r) = —6—5(1' -1
0
/dV’VE,G(r,r’) = —% dvV'o(r —r')
i 0
1
/ a4’ (VoG x)n = ——
SB =0 0



ein Widerspruch. Man wihlt hingegen:
1 1

Vr’G ’ ' I:__ia IES ’

[ (r r )]n £o A(SB) r B

mit A(Sg) dem Flécheninhalt der Grenzfliche Sg. Dann folgt:

o(r) = /dV’ G(r,r")p(r") + <o /dA' G(r,r') (Vpo(r')) n'

B SB
1 ! /
+A(SB)S£dA ().

Das letzte Integral gibt einen konstanten Beitrag, welcher keinen Ein-
flufl auf das E-Feld hat.

SchlieBlich sei noch bemerkt, daf fiir B = R* 1/A(Sg) = 0 wird, und in
diesem Fall wird [V G(r,r’)]n’ = 0 wieder als Randbedingung méglich.

Es ist damit gelungen die Losung des allgemeinen elektrostatischen Rand-
wertproblemes auf die Losung eines wesentlich einfacheren, nur von der Form
des Bereiches B abhiingigen Randwertproblemes fiir die Greensche Funktion
zuriickzufiihren - und dies ist bereits schwierig genug!

Vielfach geniigt jedoch die Kenntnis der freien Losung. Das womit man
sich hiufig zufrieden gibt, ist eine gute Naherungslosung mit einer iiberschau-
baren, also kontrollierbaren Ungenauigkeit. Die Voraussetzung hiefiir ist, dafl
die von den Réndern hervorgerufenen Effekte klein sind gegeniiber jenen, wel-
che von den betrachteten Ladungen hervorgerufen werden. Wir werden uns
also darauf beschrinken Aussagen in Raumgebieten zu machen, die den La-
dungen wesentlich niiher liegen als den Réndern. (Ausgenommen hievon sind
natiirlich hochsymmetrische Probleme.)

3.7 Der elektrische Dipol

Unter einem elektrischen Dipol versteht man eine Ladungsverteilung, die aus
zwei gleich groflen, ungleichnamigen Punktladungen +¢ und —g besteht, wel-
che im statischen Fall durch einen festen Abstand |s| (Abb. 3.4) von einander
getrennt sind. Das elektrostatische Potential im Raumpunkt (Aufpunkt) r fin-
det man aus Gleichung (3.21) nach Anwendung des Superpositionsgesetzes:

o(r) = 2 ( ! ! ) (3.53)

" dreg \[r—a] [r—Db

Wir wollen jetzt die Fernfeldniherung untersuchen. Dazu nehmen wir an,
daB
r—a[>|s[, [r—b[>|s|
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Abbildung 3.5: Geometrie zum elektrischen Dipol.

gelte. Wir schreiben nun die Briiche innerhalb der runden Klammern von
(3.53) unter Verwendung von Abb. 3.5 um. Es folgt weiter:
1

1
—a=R-— ~b=R+-
r—a 2s, r + 25,

und daraus erhalten wir:

1 1 1
Ri—2::< i—)( i—)
| 2s\ R 55 R 58

2 8
= R+ 1 +sR
2 8
= R+ 1 £ sRcosa

1 2
= R? [lj:%cosa—f—Z(%) ]

52



Damit finden wir:

1 1, +1<s>2 ek
—_ = = —cosa+ — | —=
R+ 35| R R 4 \R
1 1
N B [1 F 5% cos a] (3.54)
Damit erhalten wir aus (3.53) folgende Niherung fiir das elektrostatische
Potential: 5
o(r) ~ %&)ﬁ cos a, s| < |R|. (3.55)
Wir definieren nun das elektrische Diplomoment als
P =gs, (3.56)

mit der Dimension (Cm). Dann folgt fiir das elektrostatische Potential

1 pR
~ v 3.57

und weiters das E-Feld:

E(r) = —grad¢ r)

i ()

1 1
= - —V (pR) + (PR
4mo [RV(p )+ (P )VR3
Nun ist aber: . 3R
N R) —
und wir erhalten:
E(r) » —— [ (pR)R sl < [R| (3.58)
~ tre 18 | R2 P Pl ' '

Fiihrt man nun den Ortsvektor r' zum Mittelpunkt der Verbindungsstrecke
zwischen den beiden Punktladungen ein (Abb. 3.4), dann erhilt man in der
Fernfeldnaherung wegen R =r — r':

r—r

o(r) ~ —

Ameg [r — '3

E(I‘) ~ 1 1 {3[p(r — rl)] (I' — rl) _ p} ’ (3.60)

Ameg [r — '3 r —r'|2

(3.59)

8

fiir [s| < |r —1'].
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Aus Griinden der mathematischen Vereinfachung ist es oft niitzlich einen
endlich ausgedehnten elektrischen Dipol durch das
p Modell des elektrischen Punktdipols zu ersetzen.
ror’ Ausgehend vom zuvor besprochenen endlichen Dipol
148t man bei der Modellbildung einerseits s — 0 und
andererseits ¢ — oo gehen, wobei aber das elektrische
Dipolmoment (3.56) konstant bleibt. Dieses befinde
sich nun am Raumpunkt r’, und damit sind die Fernfeldlésungen im Raum-
punkt r durch (3.59) und (3.60) ohne die Einschrénkung |s| < |r—r'| gegeben
und nunmehr ezakte Ausdriicke.
Wir wollen nun die mechanischen Eigenschaften des Punktdipols im elek-

trostatischen Feld untersuchen. Man vereinfacht die Ableitung, indem
g man annimmt, dal die beiden Punktladungen den

Abstand dr haben, welcher infinitesimal klein sei. Der
Betrag der Punktladungen ist dann “sehr grof}”, so-
daf} das elektrische Dipolmoment p = ¢ dr einen end-
lichen Wert annimmt. Gemé&$ (2.31) gilt dann:

al)

Fo(r) = ¢E(r+dr)—qE(r)

dr +q = ¢[E(r+dr) — E(r)] = ¢dE(r)(3.61)

da E(r+dr)—E(r) definitionsgeméif das totale Differential dE(r) der vektori-
ellen Feldgrofle E am Ort r darstellt. Fiir das totale Differential gilt wiederum

(@B@), = 3 dn 20

bzw.
dE(r) = (drV) E(r),

und damit folgt fiir die Kraft auf den elektrischen Punktdipol am Ort r mit
dem Diplomoment p im E-Feld nach (3.61):

Fp(r) = (pV)E(r)
= V(pE(r)) = grad (pE(r)), (3.62)
wobei die Beziehung rotE = 0 Anwendung fand. Wir sehen aus (3.62), dafl
nur dann eine Kraft auf den Punktdipol wirken kann, wenn das E-Feld in-
homogen (also ortsabhingig) ist. Weiters ist F(r) konservativ und kann

daher als negativer Gradient der potentiellen Energie U, (r) des Punktdipols
geschrieben werden:

F,(r) = —gradUp(r), Up(r) = —pE(r). (3.63)
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Abbildung 3.6: Drehmoment eines elektrischen Punktdipols im E-Feld.

Die potentielle Energie des elektrischen Punktdipols ist also minimal (maxi-
mal), wenn der Dipol parallel (antiparallel) zum E-Feld steht. Deswegen wird
der elektrische Punktdipol ein Drehmoment erfahren, das ihn in die ener-
getisch giinstigste Lage (Up(r) = — |p||E|) zu drehen versucht. Zur Bestim-
mung dieses Drehmomentes berechnen wir die Kraft, welche auf die einzelnen
Punktladungen wirkt (Abb. 3.6):

Fip(r) = +q¢E (r + %) ~ tqE(r).

Das Drehmoment M4, welches auf die einzelnen Ladungen wirkt, findet
man dann iiber:

Mig(r) = % x Fop()
= +% % (£¢E(®))
= % (gdr) x E(r) = %p x E(r).

Damit folgt fiir das Drehmoment Mg, welches ein elektrischer Punktdipol im
E-Feld erfihrt:
M,(r) = p x E(r). (3.64)

95



Abbildung 3.7: Zur Bestimmung des elektrostatischen Potentiales einer raum-
lichen elektrischen Dipolverteilung 7 (r, ).

3.8 Rdiumliche Verteilungen von elektrischen
Punktdipolen

Wir definieren in volliger Analogie zu (2.4) die elektrische Dipoldichte
7(r,t) als den Grenzwert

(3.65)

welche somit die Einheit (Cm™?) hat. Da aufgrund dieser Definition das elek-
trische Dipolmoment in einem endlichen Volumen AV um den Punkt r durch
7(r,t) gegeben ist, folgt weiters

p(t) = / dV 7 (r, 1) (3.66)
B

fiir das Gesamtdipolmoment im Bereich B.

Wir nehmen nun an, da} im Bereich B eine lokalisierte, zeitunabhéingige
Dipoldichte 7 (r'), r' € B gegeben sei (Abb. 3.7). Mit dem Volumselement
AV'" ist das Dipolmoment AV'm(r’) assoziiert und damit finden wir wegen
(3.59) das elektrostatische Potential im Punkte r:

Ad(r) ~ 1 w(r)(r—

T dmey  |r -3

WINT

Je kleiner nun AV’ wird, umso genauer wird dieses Ergebnis und im infinite-
simalen Grenzfall AV’ — dV' wird es exakt. Somit finden wir das von 7 (r’)
im Raumpunkt r erzeugte Potential {iber

o(r) = 15 /dV’ 7(r')(r — r’)'
°B

Ar r—r/?

26



und mit . . .
r—r
=V, =

-V,

lr — r'| |r—r’|_ r —r'|3

folgt weiter:

br) = — /dV’ﬂ'(r’)Vrf;

4meg v —r'|
Ameg |r - r’| v — 1|

_ /dA’ (&) /d 1
Ameg Ir — r’ |  Areg Ir — r’ |
Sp

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit (3.27) fiir eine Raumladung p(r) und
eine Flichenladungsdichte n(r) auf der Oberfliche Sg, so gilt:

b(r) = — /dA’ nr) 1 /dV’ pIr) (3.67)

— v _ !
47r.€0$ Ir —r/| 47r501EB lr — /|

und konnen uns vorstellen, dafl das elektrostatische Potential einer Dipolver-
teilung aus der Uberlagerung einer Raumladungsdichte

po(r) = —dive(r)
und einer Flidchenladungsdichte auf Sg

p(r) = m(r)n(r)
entstanden ist. Dann folgt aus (3.29) fiir das E-Feld:

r—r

1 r—r' 1
E(r) = /dA’ ' /dV’ nt-r
)=y O e, [
B

3.9 Die Multipolentwicklung

Hiufig interessiert man sich fiir die Gestalt des elektrostatischen Potentiales
einer rdumlich beschrinkten Ladungsverteilung weit auflerhalb des von
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Ladungen erfiillten Raumbereiches B. Wir legen
den Koordinatenursprung in den ladungserfiill-
ten Raumbereich B und umgeben ihn mit einer
Kugel K vom Radius R, sodafl der Aulenraum

a von K mit Sicherheit ladungsfrei ist. Fiir jeden
Punkt dieses AuBenraumes gilt |r| > [¢'[, ' €

B. Es liegt dann nahe, die Greensche Funktion
in eine Taylorreihe nach r' zu entwickeln:

Go(r — 1) GO(r) 23: 0 GO(r)a! + 1 & 02 )
B - - it _Z [
=1 0 ' 2,57 Oz0z; i T
- Z Z Ok G'(v)z} - -
=0 1 ' a;];il "'8371'[ i1 i
11...0p=

Wir setzen diese Reihe in das Poisson-Integral (3.26) ein und vertauschen
Summation mit Integration, was zuléssig ist, da die Reihe unter den gegebe-
nen Voraussetzungen gleichmiiflig gegen G°(r) konvergiert; wir erhalten:

(-1)¢ 0'G°(r , ,
ZZ T 6%/d,v O

0=01%1...7¢

Es treten hier zunichst Grofen 9°G°(r)/0x;, - --0z;, auf, welche nur vom
Aufpunkt r, nicht aber von der Ladungsverteilung abhingen. Weiters treten
Integrale

Iil---it = /dvl p(rl)x;1 e 'T;z (368)

auf, welche nur von p(r’) nicht aber vom Aufpunkt abhéngig sind. Somit
stellt

0'GO(r)
’Ll Zla Zl"'amil

eine Form dar, in der die Einfliisse der Quellen génzlich von der Lage des
Aufpunktes separiert sind. Wir erhalten nun fiir die Ableitungen von G%(r):

(3.69)

£=01%1...7¢

_ . 0 _ 1 1

¢ =0 : G(r) = Treo Tr]

/) = 1 . 9 _ 1 81 _ 1 &
- : ox; T Ameg Oz; |vr| T 4meo |r]3

g - 9 . 32G0(r) 1 9 =z _ 1 3zimj—|r\25ij
- * 0x;0x;  4meg Oz; [r]3 T 4meg Ir|5 .

Der /-te Term wird also aus einem isotropen (richtungsunabhéngigen) Faktor
=241 und aus einer speziellen Form /-ten Grades in den Komponenten von
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r bestehen. Folglich gilt:

s 0'G° (r)

— <
Dze, - Omry | = C, Vr # 0,

und der /-te Term verschwindet fiir [r| — oo wie r~(+1). ¢(r) selbst ver-
schwindet aber fiir [r| — oo nicht langsamer als der £ = 0 Term, also wie
| .

Wir haben gesehen, daf die Ableitungen von G°(r) doch recht kompliziert
werden, wihrend die Koeffizienten Z eine einfache Struktur besitzen. Das ist
sicher ungeschickt, da man meist vor dem Problem steht das Potential an vie-
len Aufpunkten fiir eine gegebene Ladungsverteilung bestimmen zu miissen.
Man hétte also lieber eine Form, welche in den Koordinaten des Aufpunktes
einfach ist, und man wiirde dafiir Komplikationen in den quellabhéingigen
Termen in Kauf nehmen, da diese nur einmal zu bestimmen sind. Man strebt
also eine Form

1 =1 1,
o(r) = drregy gzo Ewgil---ilxil T Ty

an, welche leicht zu erhalten ist. Man erkennt zunéchst unmittelbar (zumin-
dets fiir £ =0, 1,2), dafl

¢ 0
20+1 a G (I‘) ! !
xil .« e . ‘/Ell

eine geniiber der Vertauschung z; +— x; symmetrische Form ist. Folglich
gilt:

‘G (r 0tGO(r!

P2ttt ( ) / - TIQZ-H ( )

ox;, -+ - 0x;, " " oz, --- 0z},

xil - . .x’ie

und daraus folgt

!/ !
x,il "'8:1:”

€0 (1!
Qi..i, = 4meg(—1)" /dv'p(rI)T/ZZ—H 0°G (1)
B 0

Die Koeffizienten Q;, ;, heilen Multipolmomente der Ladungsverteilung.
Wir erhalten etwa das Monopolmoment Q° mit

Q= [av' p(x') = @,
B

und wir sehen, dafl es durch die Gesamtladung der Ladungsverteilung be-
stimmt ist. Sein Beitrag zum Potential ¢(r) ist das Monopolpotential Q /4mweqr
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und entspricht gerade dem Coulombpotential einer im Koordinatenursprung
fixierten Punktladung Q).
Das Dipolmoment Q! besitzt drei Komponenten,

Q! = / dV'zp(x') = {p},,

welche man als die drei Komponenten eines Vektors p auffassen kann. Sein
Beitrag zum Potential ist das elektrische Dipolpotential

1 pr

¢'(r) = (3.70)

dreg )3’
und dies entspricht dem Ergebnis (3.59) fiir einen im Koordinatenursprung
fixierten Punktdipol mit dem elektrischen Dipolmoment p. Wir kénnen aus
diesem Ergebnis schlielen, dafi der in Kapitel 3.7 eingefiihrte Punktdipol eine
Ladungsverteilung reprisentiert, fiir welche alle anderen Multipolmomente
verschwinden.

3.10 Materie im elektrostatischen Feld

Wir betrachten zwei idealisierte Typen von Materie: den idealen Leiter und
das ideale Dielektrikum.

3.10.1 Der ideale Leiter

Definition 3.1
Ideale Leiter sind materielle Gegenstinde, welche nur frei bewegliche
Ladungen besitzen.

Wird ein solcher idealer Leiter in ein elektrostatisches Feld gebracht, so wir-
ken auf die freien Ladungen Krifte, welche die Ladungen so lange verschie-
ben, bis sich ein Gleichgewichtszustand einstellt. Das E-Feld der verschobe-
nen Ladungen addiert sich dann zum urspriinglichen E-Feld.

Im Leiterinneren existiere nun die Ladungsdichte p; und das Feld E;.
Nach Erreichen des Gleichgewichtszustandes sind folgende vier Méglichkeiten
offen:

(1) pr #0, Ep#0
(2) pL#O, EL:O
(3) po =0, Ep#0
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(4) pLZO, ELZO

ad (1): dies steht in Widerspruch zum Theorem von EARNSHAW (klassische
Mechanik), welches besagt, daf sich eine elektrische Ladung im E-Feld nicht
im stabilen Gleichgewicht befinden kann.

ad (2): steht in Widerspruch zu (3.22) und (3.38): 0 = divE, = p /e # 0.
ad (3): ist vertriglich mit den Feldgleichungen (3.22), nur mufl wegen divE; =
0 ein Vektorfeld A existieren, sodal E;, = rotAj gilt.

ad (4): ist ebenfalls mit (3.22) vertréglich.

Es miissen sich somit die frei beweglichen Ladungen an der Oberfliche
des idealen Leiters befinden (er hat dann definitionsgemifi Ladungen, aber
pr, = 0). Damit muf} an der Oberfléiche des Leiters die Tangentialkomponen-
te des E-Feldes verschwinden, da sonst Krifte auf die Ladungen ausgeiibt
wiirden und dann kein Gleichgewichtszustand herrschen kénnte. Also: das E-
Feld an der Oberfliche des idealen Leiters steht senkrecht zur Oberfliche.
Wegen (3.6) und (2.27) ist auch offensichtlich, da§ das E-Feld senkrecht zu
den Aquipotentialfliichen des elektrostatischen Feldes ¢ steht. Damit muf die
Oberfliche eines idealen Leiters eine Aquipotentialfliche sein.

Umfaflt der ideale Leiter ein Gebiet By, so mufl die Laplacegleichung

V2p(r) =0, re B (3.71)

gelten und damit folgt wegen der Notwendigkeit, dafl die Oberfliche des
idealen Leiters eine Aquipotentialfliche sein mufl

¢(r) = konst, r € Sp, (3.72)

und wegen (3.71) folgt ¢(r) = konst, r € B,. Der gesamte ideale Leiter ist
somit ein Aquipotentialbereich und damit kann der Fall (3) ausgeschlossen
werden:

E(r) = —grad¢(r) =0, r € B;. (3.73)

Die sich an der Oberfliche befindlichen Ladungen werden durch die Fléchen-
ladungsdichte 7n(r) beschrieben. Ist nun der Auflenraum und der In-
nenraum (Bp), so gilt fiir jedes r € Sg, wegen (3.41) und (3.73):

€0

womit das E-Feld an der Oberfliche des idealen Leiters bestimmt ist. Ande-
rerseits gilt auch, da EM(r) senkrecht zur Oberfliche steht:

EO(r) = inm n(r).
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3.10.2 Das ideale Dielektrikum

Definition 3.2
Ideale Dielektrika sind materielle Gegenstinde, die keine frei bewegli-
chen Ladungen besitzen.

Man geht von der Modellvorstellung der dielektrischen Polarisiation
aus. Die Basis ist die Vorstellung, dafl jede Materie aus positiv geladenen
Atomkernen und negativ geladenen Elektronen aufgebaut ist. Bringt man
nun ein solches Dielektrikum in ein E-Feld, so kommt es zu einer rdumlichen
Umverteilung der beiden elektrisch geladenen Bauteilsorten - die dielektrische
Polarisation. Man unterscheidet zwei Mechanismen:

(i) Die Verschiebungspolarisation: im Atom oder Molekiil wird infolge
der Verschiebung der positiven und negativen Ladungen ein Dipolmo-
ment induziert.

(ii) Die Orientierungspolarisation: es werden Molekiile mit einem per-
manenten (also auch ohne dufleres E-Feld vorhandenen) Dipolmoment
im E-Feld ausgerichtet.

Im Gleichgewicht weist dann das polarisierte Dielektrikum eine grofie Anzahl
von mikroskopischen Dipolen (Punktdipolen) auf, welche ihrerseits ein E-Feld
erzeugen, das sich zum #dufleren Feld addiert.

Zur makroskopischen Charakterisierung des idealen Dielektrikums be-
schreibt man die dielektrische Polarisation nicht durch die Dipolmomente
der einzelnen Atome (Molekiile) sondern mit Hilfe einer elektrischen Dipol-
dichte P, dem Vektor der (dielektrischen) Polarisation.

3.10.3 Elektrostatik im idealen Dielektrikum

Man findet die Feldgleichungen als Synthese der Feldgleichungen fiir das Va-
kuum (3.24) und (3.30) mit der in Abschnitt 3.10.2 beschriebenen Modell-
bildung. Wir betrachten daher ein dielektrisches Gebiet B, welches sich im
Feld einer Raumladungsverteilung p(r'),r’ € B, befindet (Abb. 3.8). Die Re-
aktion des Dielektrikums auf das von der Raumladungsverteilung erzeugte
Feld sei dabei durch einen Vektor P beschrieben. Aufgrund von (3.27) und
(3.67) folgt:

_ 1 ,_P(r')
or) = 47TsoB/dV lr —r/| *

1 /dV” PD (I'") + 1 / dA" nD(r”)
dreg |r —r”| 471'808 |r —r”|

D Bp
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Dielektrikum

Abbildung 3.8: Ideales Dielektrikum im E-Feld einer Raumladungsverteilung.

mit

pp(r) = —divP(r),  np(r) = P(r)n(r), (3.74)
den mit P korrespondierenden Raum- und Flichenladungen entsprechend
den Ergebnissen von Abschnitt 3.8. Oft bezeichnet man die zu p(r) gehoren-
den Ladungen als frei, wihrend die zu pp(r) und np(r) gehérenden gebunden
sind. Es folgen nun die Feldgleichungen:

AWE®) = () + po(r)
rotE(r) = 0.

Weiters gilt
1
divE(r) = — [p(r) + divP(r)]

€0
oder
p(r) = div[gE(r) + P(r)]. (3.75)
Ein Vergleich mit (3.2) legt die Einfiihrung eines dielektrischen D-Feldes
D=cE+P (3.76)

nahe, mit der Dimension (Cm™2). Somit lauten die Feldgleichungen der Elek-
trostatik bei Anwesenheit eines idealen Dielektrikums:

divD(r) = p(r), rotE(r) =0, (3.77)
oder in integraler Form:
/ dV divD(r) = / dAD(r) = / dv p(r), (3.78)
B S B
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was dem Gauflschen Gesetz (3.38) entspricht. Das Faradaysche Gesetz (3.39)
bleibt offensichtlich unveréndert.

Die Gleichungen (3.76) und (3.77) reichen offensichtlich nicht aus die Fel-
der E, D und P zu bestimmen. Man bené&tigt detaillierte Informationen iiber
den Vektor P. Hier treten die speziellen Eigenschaften des Dielektrikums in
Erscheinung, denn in welchem Ausmaf ein Dielektrikum eine makroskopische
Polarisation erfahrt, hangt nicht nur vom polarisierenden Feld sondern auch
von der Natur des Materiales ab. Man wird aber im allgemeinen

P(r) = P(r,E(r))

schreiben kénnen. Stimmt nun die Richtung von P mit der von E {iberein,
so folgt
P(r) = re(E(r))E(r),

wobei mit k.(E(r)) die statische dielektrische Suszeptibilitit eingefiihrt
wurde. Ist k¢(E(r)) = ke(r), so ist das Dielektrikum linear. Damit gilt fiir
lineare Dielektrika:

D(r) = gE(r) + ke(r)E(r) = [gg + ke(r)] E(r) = £(r)E(r).
Man fiihrt nun die dimensionslose statische Dielektrizititskonstante

@:1+,{'e_(1‘)

g(r) = - -

ein, und findet die Feldgleichungen

D(r) = cgeE(r),  divE(r) = ép(r), rotE(r) = 0,
0
wenn man annimmt, dal (r) = & = konst gilt, also das Dielektrikum homo-
gen ist. Man kann nun das Vakuum als Dielektrikum mit € = 1 interpretieren,
und man sieht, dafl sich alle bisher fiir das Vakuum aufgefundenen Ergebnis-
se auf lineare, homogene Dielektrika iibertragen lassen, indem ¢, durch egq
ersetzt wird.

3.10.4 Stetigkeitsbedingungen

Die Stetigkeitsbedingungen kénnen in voélliger Analogie zu Abschnitt 3.4 ab-
geleitet werden, was aus der Analogie von (3.78) und (3.38) folgt. Die Berei-
che und von Abb. 3.2 sind nun mit Dielektrika erfiillt, welche durch
unterschiedliche Werte von ¢ charakterisiert sind. Es folgt dann die Stetig-
keitsbedingung fiir die Normalkomponente des D-Feldes in Analogie zu (3.41)

[DO(r) - DA(r)] n(r) = n(r). (3.79)
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Fiir die Tangentialkomponenten des E-Feldes gilt unveriandert (3.42). Es
ist somit EV(r) — E®(r) in jedem Punkt der Trennfliiche parallel zum
Flichennormalvektor und man kann (3.42) durch

n(r) x [EV(r) - E@(r)] =0

ausdriicken.

Sind die Dielektrika in |1]|und | 2] lineare Medien und sind auf der Grenz-
fliche keine Flichenladungen enthalten (n(r) = 0), so erhalten wir aus (3.79)
und (3.42)

e EV(r)n(r) = £EP(r)n(r)
ED(r) x n(r) = E@(r) x n(r).
Wir kénnen nun ein Dielektrikum durch einen idealen Leiter mit E(®) (r) =
0 ersetzen. Da in seinem Inneren auch keine Ladungen vorkommen, gilt wei-
ters P®(r) = 0 und damit ist auch D®(r) = 0. Es treten aber an der

Oberfliche des Leiters freie Flichenladungen auf, welche durch die Fléchen-
ladungsdichte 7n(r) beschrieben werden. Man findet dann:

DO(r)n(r) = n(r)
EW(r) x n(r) = 0.

Fiir ein lineares Medium findet man schlief§lich an der Oberflache des Leiters:

ED(r) = n(r) n(r), reA,

entsprechend Abb. 3.2.
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