Kapitel 4

Magnetostatik

4.1 Die Grundgleichungen im Vakuum

Wie bereits in Abschnitt 3.1 folgen aus der Forderung (3.1) die Grundglei-
chungen der Magnetostatik

divB =0, rotH = j (4.1)
bzw.
b, (B) = / dAB =0, (4.2)
SB
&“mz/wﬂz/wjzu, (4.3)
Cy A

mit @s, (B) als den Quellen des B-Feldes und Z¢, (H) der Zirkulation des
H-Feldes. Weiters ist wegen 0D /0t = 0 und wegen (2.23) auch dp/dt = 0,
und somit folgt aufgrund der Kontinuitéitsgleichung (2.21):

divj = 0. (4.4)

Es muf} also in jedem endlichen Bereich gleich viel Strom zu- und abflieflen;
es darf im Endlichen keine Stromquellen geben. Weiters mufl
05 _
ot
gelten, denn sonst wiirde aus rotH = j folgen, dafl mit 0j/0t # 0 auch
OH /0t # 0 wire, was mit der Forderung (4.1) unvereinbar wére, da H dann

wegen (2.26) an ein E-Feld gekoppelt sein miifite, da im Vakuum B und H
iber

0 (4.5)

1H =B (4.6)
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einander proportional sind, wobei mit yy die Induktionskonstante ein-
gefiihrt wurde.

Wenn wir nun kurz iiber Dimensionen sprechen wollen, so sehen wir aus
(4.3) unmittelbar, daf§ die Einheit des H-Feldes mit Am~! gegeben ist. Die
Dimension von B entnehmen wir (2.26) mit Vsm~2 oder Tesla (T) nachdem
wir ja bereits fiir das E-Feld die Einheit Vm~! gefunden hatten. Fiir den
Flufl des B-Feldes durch eine Fliche finden wir dann die Einheit Vs oder
Weber (Wb). Dann folgt die Einheit von py unmittelbar mit Vs(Am)~!. Das
Produkt pogo hat dann die Dimension (As/Vm)(Vs/Am) £ s2m 2, also die
einer inversen Geschwindigkeit zum Quadrat. Nachdem entweder ¢y oder py
willkiirlich festlegbar sind, vereinbart man

VEoko = ¢, (4.7)

mit ¢y der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Man legt nun py mit

Vs
=47 x 1077 — 4.8
Ho ™ Am ( )
fest. Damit erhilt man
B 1 B 1 107 Am
= Gy 4Amci Vs
1 Am s? As
= 107° — ~8.842 x 10712 —
AT X 9 Vs m? % m

und wir sehen, dafl dies nicht in Widerspruch zum Ergebnis fiir ¢y aus dem
Coulombgesetz, Seite 27, steht. Man kdnnte es im Prinzip sogar zur Messung
der Lichtgeschwindigkeit heranziehen.

4.2 Formale Integration der magnetostatischen
Gleichungen

Wir haben die Aufgabe die Differentialgleichungen
divB =0, rotB = 1 j (4.9)

zu integrieren. Im Gegensatz zum elektrostatischen E-Feld, welches wirbel-
aber nicht quellenfrei war, ist das B-Feld quellenfrei, besitzt aber die Strom-
dichte j als Wirbeldichte (4.3). (1) es gibt deshalb auch kein skalares Poten-
tial v mehr, aus welchem sich das B-Feld iiberall im Raum iiber B = —grad
ableiten liefle. (2) immerhin gilt aber in jedem einfach zusammenhéngenden
Raumbereich B, welcher nicht von Strémen durchflossen ist rotB = 0, und

67



damit mufl es dort ein skalares Potential ¢ geben, aus welchem sich B als
B = —gradi ableiten 148t. Da universell divB = 0 gilt, mufl weiter in B die
Laplace-Gleichung V?1) = 0 erfiillt sein.

Allgemein kénnen wir wie folgt vorgehen: da divB = 0 universell gilt,
muf es ein Vektorpotential A(r) derart geben, dafi das B-Feld als

B(r) = rotA(r) (4.10)

geschrieben werden kann. A (r) muff aber noch eine zweite Gleichung befrie-
digen:
rotB = rot rotA = iy j

oder
—V2A + grad divA = o j, (4.11)

wobei diese Gleichung aber noch zu keiner Vereinfachung fiihrt.

Aus Kapitel 3 erinnern wir uns, dafl das skalare Potential eines Vektor-
feldes nur bis auf Konstante bestimmt ist. Das Vektorpotential A(r), aus
welchem sich das B-Feld als Rotation ergibt, ist jedoch noch mit einer viel
weitergehenden Willkiir behaftet. Wir kénnen némlich zu A(r) den Gradi-
enten eines beliebigen Skalarfeldes f(r) addieren:

A'(r) = A(r) + grad f(r), (4.12)
und erhalten durch Bildung der Rotation dasselbe B-Feld wie zuvor:

rotA'(r) = rotA(r) + rot grad f(r) = B(r).

=0

A(r) und A'(r) sind somit als Vektorpotentiale dquivalent.

Satz 4.1 Nehmen wir an, wir hdtten irgendein A(r) gefunden. Dann, so
behaupten wir, gibt es zu diesem stets ein dquivalentes A'(r) derart, dafs

divA'(r) =0 (4.13)
erfiillt ist. Man spricht von Coulomb Eichung.

Es folgt ja aus (4.12) und (4.13) eine Gleichung fiir f(r):

divA'(r) = 0
div [A(r) + grad f(r)] 0
divA(r) + divgradf(r) = 0
V2f(r) —divA(r), (4.14)
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wobei divA(r) “gegeben” ist. (4.14) fiihrt aber zu einem Possion-Integral
(3.27), wenn wir p durch eqdivA(r) ersetzen. Wir wissen auch bereits, daf
das Poisson-Integral stets berechenbar ist, womit der Satz 4.1 bewiesen ist.
Man nennt nun die Transformation A(r) — A’(r) eine Eichtransfor-
mation und das skalare Feld f(r) ist das Eichfeld. Wir werden im Verlauf
dieser Vorlesung noch andere Formen der Eichung kennenlernen.
Verwenden wir nun die Coulomb-Eichung (4.13) in (4.11), so folgt

VQA(I-) = _,UJOj(r)a

und dies bedeutet, daff die Vektorkomponenten von A(r) die Poissonsche
Gleichung

VZAi(r) = _/'LOji(r)’ 1= 1a2a3
erfiillen miissen. Damit gilt

Ho , Ji(r')
(x) A v Ir — /|
= e / dv' G(r — ') j; ('),

in Analogie zu (3.26). Wir fassen zusammen:

Ar) =2 / av 3T / dV' GO(r — ') j(r) (4.15)
Ar lr —r/|
mit G°(r — r’) der freien Greenschen Funktion aus der Elektrostatik.

Es mufl nun noch bewiesen werden, daf das so bestimmte Feld tatséchlich
auch der Coulomb-Eichung geniigt, andernfalls wiirde wohl VZA (1) = —p j(r)
erfiillt sein, nicht aber notwendiger Weise Gleichung (4.11), welche ja nur
dann befriedigt ist, wenn A(r) der Coulomb-Eichung entspricht. Wir be-
stimmen also:

divA(r) = pog0 / V'V, [Q°(r - ) j(r)].

Nun gilt aber:

0 0 0
VoG —t) = [ D6ty ), GO )
_ |96 da-ah
| —2) o2
= —VrGO(r — I‘I),

und es folgt weiter
Ve [ —1)j(r)] = [VeG'(r—1)]j[) + G(r — X')divj(r)
= —[V:6°(r—1)]i(r)
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wegen (4.4). Daraus folgt schlieflich
divA(r) = poso / V'V, [@°(r - 1] j(r')
= s / dA' GO(r — r') j(r). (4.16)
S
Wir kénnen nun zwei Fille unterscheiden:

(o) j(r) # 0 auf einem Bereich I, wobei I beschrinkt ist. Man kann dann
I C B so wihlen, daf j(r') auf Sp verschwindet und damit verschwindet
das Oberfldchenitengral (4.16) trivialer Weise.

(8) j(r) erstreckt sich ins Unendliche und wir miissen iiber die unendlich
ferne Kugeloberfliche Sk, integrieren. Fiir jedes im Endlichen liegende
r verschwindet limy_,o [t — | " wie '~ und dann gilt (mit R/ = R'n):

divA(r) = —piogo lim / dSY R?G(r — R')j(R)n.

Sk
Mit 1 ] ]
G'(r—R) = —
(x ) dreg r —R!| R
und
JR)n = ju (R, 9,9)
folgt
divA(r) = _’u06047r6 hm /dQ'R'QR, (R, ,9)
RI
1
= —yg hm R' /dQ’]n R' ¢, 0). (4.17)
4" " R—oo

SK pr

Nun gilt aber wegen (4.4)
0 / V' divj(r / dA’j(

— lim R /dQ’jn (R, 0,9)
R'— 00
Sk

und damit verschwindet das Integral (4.17) erst recht.
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Damit haben wir insgesamt bewiesen, daf§ die Formel (4.15) korrekt ist, da
divA(r) = 0 ist. Diese Losung ist zunichst aber ebensowenig eindeutig wie
die Losung der Poissonschen Gleichung im elektrostatischen Fall. Wir kénnen
zu ihr jede divergenzfreie Losung der Laplaceschen Gleichung

VZA°(r) =0, divA%’(r) =0

hinzuaddieren, und eine solche Losung existiert tatsichlich! A%(r) = (Byz,
Bz, BYy) wiire zum Beispiel eine solche, da sie divA%(r) = 0 ganz offen-
sichtlich erfiillt, und

B°(r) = rotA’(r) = (By, B, B)) # 0 (4.18)

ergibt, das homogene Feld.

Wir miissen also wieder Randbedingungen angeben, indem wir etwa for-
dern, daf§ die Felder (rdumlich beschréinkter Stromverteilungen) fiir r — oo
verschwinden. Dies fiihrt dann wieder zu eindeutigen Losungen. Kennt man
nun A(r), so ist B(r) unmittelbar bestimmbar:

B(r) = rotA(r)

- /dV’V X \1:](—1121’\
. Mo ! 1
- /dV P
_ !
- /dV’ ) x r—r) (4.19)
\r—r’|

Abschlieend ist noch festzustellen, dafl das Fehlen magnetischer Ladungen
(und magnetischer Stréme) dazu fiihrt, daf es in der Vakuum-Magnetostatik
kein Randwertproblem gibt. Freilich gibt es auch im Rahmen der Magneto-
statik Randwertprobleme, sobald man von der Vakuum- zur makroskopischen
Theorie iibergeht.

4.3 Die magnetische Multipolentwicklung, das
magnetische Fernfeld

Wir wollen nun das Fernfeld einer rdumlich beschrinkten Stromdichtever-
teilung untersuchen. Dazu konnen die Ideen aus Abschnitt 3.9 unmittelbar
verwendet werden, und wir erhalten die zu (3.69) dquivalente Beziehung fiir
die Komponenten des Vektorpotentiales

0‘G(r
0802 Z 7 /Clml ”8-7-(82%

£=011...5p=1
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mit, analog (3.68)
Koo = [V Geld')al, -2,
B

Wie wir sehen, besteht der einzige Unterschied darin, dafl XX dem Vektor-
charakter von A entsprechend noch einen zusétzlichen Index £ triagt. Damit
finden wir in den niedrigsten Ordnungen ¢ = 0,1

Afr) =12 % Javi) +7«1_3 [avr )i+ (4.20)
B B

Wir nehmen nun an, dafl a ein konstanter, aber beliebiger Vektor ist; dann
gilt

. . 0 .
div[(ar)j(r)] = sz: o1, Tk ]
= sz: QT giz + ag Z—ZIZJZ
, =dik
= (ar)divj(r)+aj(r)
=0
= aj(r)

Folglich gilt fiir jedes a € B:
a fav'j) = [av'divi(ar)jt)]
B B

- / dA’ (ar') j(r'). (4.21)

S

Ist nun j(r) nach Voraussetzung ridumlich begrenzt, so gibt es beschréinkte
Bereiche B, die die Stromverteilung so umschlieflen, daf§ j(r) = 0,r € Sp gilt.
Integrieren wir (4.21) {iber einen solchen Bereich, so sehen wir, da§ [dV"' j(r')
identisch verschwindet, und da damit auch der zu r~! proportionale Anteil
aus (4.20), der Monopolbeitrag, zum Vektorpotential identisch verschwin-
det.

Im n#chsten Schritt formen wir den zu 2 proportionalen Dipolbeitrag

/ dv' (xr') j(r')
B
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um, indem wir fiir zwei konstante, aber beliebige Vektoren a und b die Grofie

div[(ar)(br) j(r)] = [aj(r)] (br) + (ar) [bj(r)]

bilden, und aufgrund desselben Argumentes wie zuvor feststellen, daf fiir alle
aund b

/ dv' {[aj(r")] (br') + (ar) [bj(x")]} =0

B
ist. Setzt man nun b = r und a beliebig, so folgt

a / dv' (rr') j(r') = —a / dv'r [rj(')]. (4.22)
B B

Es gilt weiters
r X [r' x j(r)] = 1'[rj(r)] - j(r)(xr),
und damit folgt fiir (4.20)

Jav' @ri') =
B

1
§/dV'r' Xj(r’)] X T
B
und wir definieren mit
1
M= / dv'r' x j(r') (4.23)
B

das Dipolmoment einer Stromverteilung. Es hat die Dimension Am?.
Damit finden wir den Dipolmomentanteil zum Vektorpotential A (r) mit

_,LL()MXI'
Y

Al(r) (4.24)

was mit (3.70) zu vergleichen ist.
Es gibt keine magnetischen Monopolfelder und deswegen ist der fithrende
Anteil des B-Feldes im allgemeinen - wenn nur M # 0 gilt - ein Dipolfeld:

_ o 3(Mr)r — r*M
 4m o '

B'(r) = rotA'(r)

Aus grofler Entfernung betrachtet wird jede beschrinke Stromverteilung mit
M =# 0 ein reines Dipolfeld besitzen, wihrend dies bei Ladungsverteilungen
nur dann der Fall ist, wenn zufillig die Gesamtladung Null ist.
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4.4 Der Stromfaden

Den einfachsten Quelltyp der Elektrostatik bildete die Punktladung, in der
Magnetostatik sollte eine dhnlich einfache Stromdichteverteilung bestehen.
Unmittelbar kommt die Stromdichte in den Sinn, welche durch eine Punkt-
ladung erzeugt wird, die sich entlang einer Kurve R(t) bewegt:

a(r,t) = ad(r —R(t) — j(r.t) = qR(£)(r — R())),

doch ist hiefiir weder 0p/0t = 0, noch div j(r,t) = 0 erfiillt und daher in der
Magnetostatik nicht verwendbar.

Wir nehmen daher an, daf} ein konstanter Strom I lings einer Raumkurve
C fliele und {iiberall sonst j = O gelte. Einen solchen Quelltyp nennt man
Stromfaden.

Zur Bestimmung des Vektorpotentiales A(r) eines solchen Stromfadens
nehmen wir die z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems als Stromfa-
den. Damit gilt

(r) = I6(z)é(y)e:,
womit tatséchlich divj(r) = 07,(r)/0z = 0 ist. Es folgt dann wegen (4.15)
6(«')o(y")
A — -~v ! ! I
(r) ez / da'dy'de! = =0

1 : o))
= —ez dz'dy'dz
Jass wx — 2P+ (=) + (- )

I/'I’O /dl
\/:v2+y + (2 — 2')?

I,LLO dr
_ 4.25
Am / v —r/| (4:25)

das Kurvenintegral von |r — r'| entlang des Stromfadens C. (4.25) gilt ganz
allgemein: die Gleichung gilt auch, wenn die Kurve C gekriimmt ist und
die explizite Angabe der zum Stromfaden gehérenden Stromdichte j(r) nicht
mehr so einfach ist. Dies folgt daraus, dafi 1angs des Stromfadens C die Iden-
titat

jdV = Idr (4.26)
gilt, wie wir jetzt zeigen wollen. Es sei C durch r(s) mit s parametrisiert. ry
liege auf C. Dann errichtet
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man in ry das begleitende Dreibein, ein lo-
kales kartesisches Koordinatensystem. In ihm
sind dV und j durch

dV = dAds,  j=|j|t

gegeben. Auflerdem gilt wegen (2.18) |j|dA = I,
da der Strom auf die Kurve C konzentriert ist.
Es ist dann fiir I # 0 |j| auf der Kurve unendlich
grof}; j(r) mufl daher Distributionscharakter haben. Es folgt somit

jdV = |j|dAtds = Idr,

was ja zu zeigen war. Es folgt also tatséchlich

A(r) = Ipoeo /dr' Gr — 1) (4.27)

als Endformel fiir das Vektorpotential. Das B-Feld ist damit auch unmittelbar
nach (4.17) bestimmbar:

B(r) = rotA(r) /d Iy 2T (4.28)

r—r'|

Dies ist das Gesetz von BIOT-SAVART, welches iiblicher Weise aus der Kraft-
wirkung zweier unendlich langer, paraller, zeitlich konstanter Strome abge-
leitet wird.

4.5 Der lineare Leiter

Damit fiir den linearen Leiter iiberhaupt divj = 0 gelten kann, muf} er sich
sicherlich von z = —oo nach z = oo erstrecken. Wir verwenden (4.28) mit
= (0,0, 2') und finden

dr' x (r — ') = (—yd2',z d?,0);

setzen wir 2 + 4% = p? und z — 2’ = u, so folgt weiter

By(r) = -2y / du

2 4 u2 (02 & 1,2)3/2

o 1
B,r) = Mo / du——
y(r) m x_oo u(p2+u2)3/2
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Das Integral konvergiert und hat den Wert 2/p% und damit ergibt sich
schlieflich: /
B(r) = 5 5 3(=5,,0). (4.29)
Wir sehen also, daf |B| auf konzentrischen Kreisen um den Leiter konstant
ist und proportional zu 1/p abnimmt. B selbst
liegt tangential an die Kreise und erfiillt mit der
Stromrichtung die “Korkenzieherregel”. Léngs
dieser Kreise gilt

p ]{dH :iij{d:[
J rHr) 27TRC 5=

also (4.3).
Wir bestimmen nun das Vektorpotential A(r) fiir den linearen Leiter iiber
(4.27) und erhalten

1
N

und sehen, daf} dieses Integral divergiert! Was kénnen wir tun um unser
Ergebnis zu “retten”?

Wir schrinken das Integral auf —L nach +L ein, was natiirlich mit unse-
ren Grundannahmen iiberhaupt nicht iibereinstimmt, und machen anschlie-
Bend den Grenziibergang L — 0o. (4.30) ergibt dann

AD(r) = Tpo log l—\W’]
A * VeE+L2-L

I o
Alr) = ﬁez / du (4.30)

und fiir L > p folgt

W) = LHo AL?
AW(r) = g ezlog[ 7 ]
= ﬂez [log 4% — log p2] .
4m
Somit besteht AX)(r) aus einem divergenten aber ortsunabhingigen Teil und
einem zweiten, welcher konvergent ist und die Ortsabhéngigkeit enthilt. Nur
dieser Teil spielt dann bei der Bildung der Rotation von A®)(r) eine Rolle
und liefert das bereits bekannte B-Feld (4.29).

Wir haben somit einen Trick gelernt, wie man hé&ufig in der Physik aus
formal divergenten Ausdriicken noch sinnvolle physikalische Resultate erhal-
ten kann. Das Ergebnis (4.30) wird auch h#ufig als Argument dafiir verwen-
det, da8 A(r) eine nicht beobachtbare, also eine nicht physikalische Grofle
darstellt, welche ein reines Rechenhilfsmittel darstellt.
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4.6 Die Stromschleife, der magnetische Dipol

Es ist aus dem vorhergehenden Abschnitt leicht zu erkennen, dafl Stromfiden,
welche im Endlichen zu Schleifen (endlicher Linge) geschlossen sind, zu einem
endlichen A(r) fithren werden. Wir verwenden wieder (4.23), welches fiir
Stromfiden wegen (4.26) in

M:—g/drxr

iibergeht. Nun sei C eine geschlossene Jordankurve, also eine Randkurve C4
und wir konnen den verallgemeinerten Satz von Stokes anwenden. Es sei dann
A(r) = a¢(r) und wir finden

Y{dr A(r) = a fdr o(r)
- / dA rot[ag(r)]
A
= /dA [grade(r) x a]
A

= —a/gradgb(r) x dA.
A
Wegen

(rotfaoe)l = e (2]
~ (grade x a);

und den Eigenschaften des Spatproduktes, folgt weiter

/dr o(r) = /dA x grade(r),
Ca A

was schlie3lich in

resultiert. Es gilt weiter

axk

(dAXV)xr = €i€ijk Zc?jmndAma—
k m,n Tn

2,7,

7



= Z €; Eijk Z ‘Sjmde

1,9,k

= — Y e€ciifimdAn

iijik7m

= - Z €; 5zm 6kk 5Zk5km dAm

7.71k m _3 Jlm

= —2Ze,dA, = —2dA.

Also folgt fiir das Dipolmoment

M =1 [dA. (4.31)
/

Ist die Stromschleife eben, so kann auch A eben gew#hlt werden, und dann
ist n = dA und es gilt
M = [ An. (4.32)

Gleichung (4.32) dient auch dazu, den magnetischen Punktdipol zu er-
kldren: man 148t die Stromschleife so schrumpfen, dal A — 0 geht, das
Produkt I A aber konstant bleibt. In diesem Fall verschwinden alle héheren
Beitrige in der Multipolentwicklung, und es bleibt das reine Dipolfeld iibrig.

Wir kénnen nun das Vektorpotential eines Stromelementes Idr bzw. eines
zeitlich konstanten, auf einer geschlossenen Kurve C flieBenden Kreisstromes
I (in Coulomb-Eichung) angeben. Wir gehen dazu von (4.25) aus

A) = o f or
47r |r — /|
I 1
_ “O/dA' DX Voo (4.33)

wobei der Stokesche Satz angewendet wurde. Damit folgt fiir das B-Feld

1
v — |

= Iuo/dA’V xlnxvr, 1 ]

v — |

B(r) = %ro’c /dA’n X Vo
T

N I/.LO ’ 1 _ 1
_ / dA ln (V“V‘”'7|r r,|) (nV,) Vr'7|r—r’|] . (4.34)
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Abbildung 4.1: Zur Bestimmung des B-Feldes eines Kreisstroms.

Nun ist

1 1
(nVr) vr’ |I‘7 = - (nV,.) Vrm

= -V, |(nV, !
r—r'|
1
= V:[nVy——|.
r —1'|

Weiters vereinfacht sich aufgrund der Identitéit!

2 1 i), (4.35)

r—r|

der erste Term innerhalb der eckigen Klammern von (4.34) zu

1 , 1

r—r| " r—r|

VeV 0, Vr#1'.

Es folgt dann:

B(r) = -V, l% A <nVr:;>

r T )|’ Vr & A
A

Ist nun die Fliche A sehr klein und r weit vom Kreisstrom entfernt, so ist
V. |[r — | ! auf A niherungsweise konstant, und man findet das B-Feld fiir

'F. Schiirrer, Distributionen, Fouriertransformationen, Greensche Funktionen, Skrip-
tum zur Vorlesung MATHEMATISCHE METHODEN DER THEORETISCHEN PHYSIK, Graz
(1996), Seite 56.
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den “kleinen” Kreisstrom in weiter Entfernung von A:

B(r) ~ —@Vr <1AnVr,;>

4 Ir — /|
Mo 1
= —— MV, ——- 4.
v, (Mver ) (436)
und aus (4.33) folgt
Ho r—r
Ar)=-—"Mx ——. 4.
(I') A X |r _ r,|3 ( 37)

4.7 Krifte im magnetischen Feld

Das Lorentzsche Kraftgesetz (2.32) lehrt uns, dafi eine Stromdichte j im B-
Feld eine Kraftdichte
f=jxB

nach sich zieht. In einem stromdurchflossenen Bereich B tritt demnach formal
die Kraft
F:/ﬁVf:/ﬁijB (4.38)
B B

auf. Natiirlich sind es die Ladungstriger, welche den Strom bilden, die diese
Kraft erfahren. Wollen wir aber im Kontinuumsbild bleiben, so sind es die
Feldlinien des j(r)-Feldes, die Stromlinien, welche durch die Kraft F im
Magnetfeld abgelenkt werden.

Grundsiétzlich anders ist die Situation bei Stromfidden geartet, welche
man sich als Idealisierung diinner und starrer Drihte vorstellen kann. Da j
tangential an dem Stromfaden liegt, verschwindet die Tangetialkomponente
der Kraft F und deswegen ist F die Kraft, welche ein (starr angenommener)
Stromfaden als Ganzer im Magnetfeld erfihrt. Somit folgt wegen (4.26) aus
(4.38) die Kraft

F = I}{dr x B(r) (4.39)

und fiir das Drehmoment

M = Ifrxdpr
C

- 1{74 rB(r)]dr — fB(r)(rdr)}.

c c
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Fiir eine Stromschleife folgt weiter

F:I}{dpr:I/(dAxV)xB(r),
C A

und wir erkennen, daf§ F im homogenen Magnetfeld B(r) = B? nach (4.18)
identisch verschwindet, nicht aber das Drehmoment.

Wir sind also wieder einmal mit dem Problem “Selbstkraft” konfrontiert:
es fiihlt doch der Ladungstrager am Ort ry auf C
das Magnetfeld, das von allen Stromelementen

r
1
r an den anderen Kurvenpunkten erzeugt wird.
2 Fiir diese Kraft gilt offensichtlich:
F = I 7{ dr x B(r)
c
T r—r
r :[?{drx—]{dr'xi
0 ) 4m ] r—r)°

F_Pm}{}{drx[dr'x(r—r')]
C An r—r|? '
CC . - .

=J

Der Integrand J 148t sich wie folgt umformen:
dr' [dr(r —r')]  (r —r')drdr’
J = E -

r —r

v’
— _ar' (drgrad 1 _ (r—r')drdr
r— 1| r—r/?

Der Beitrag des ersten Summanden verschwindet bei der Integration iiber C
identisch und es bleibt
r—r
F x 7{ 7{ dr dr’ 3.
v —r'|
cc

Vertauschen wir hier r mit r’, so geht der Integrand in sein Negatives iiber
und es folgt F = 0.

Eine Stromschleife ibt auf sich selbst keine Krifte aus.

Es kommt aber natiirlich zu Kriften, wenn zwei (oder mehrere) Strom-
schleifen vorhanden sind. Es iibt dann Schleife 2 auf Schleife 1 die Kraft

F12 = Il j{drl X Bg(rl)
C1
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dry X [drg X (v —r
211127{7{1 2 1 2)]

C1 C |I'1 N I‘2|
= 11]2 %%drldrg b
Am &y G r; — 1'2|
- ]1]2G, (440)

und Schleife 1 auf Schleife 2 die Kraft Fo; = —F;2. Der Vektor G in Glei-
chung (4.40) ist dabei nach Grofie und Betrag nur von der Form und der
gegenseitigen Anordnung der Leiterschleifen abhingig.

Wir wollen (4.40) dazu benutzen, die Kraft zwischen zwei Leitern im Ab-
stand d auszurechnen. Es ist r; = (—d/2,0, z1),

x ro = (d/2,0, 29) und damit
2 ) r,—ro, = —de,+ (21 —20)e,,
z dI‘l = leez, dI‘2 = dZQGZ,
L dr1dr2 = ledZQ,

und wir finden fiir G:

21 — 22

Ho r i d
G=1 / d / d =~ 7
] ) e

Der zweite Beitrag verschwindet, da offensichtlich z; — 2z in 2z; und 2z, anti-
symmetrisch ist. Mit z; — 2o = u, bzw. dzy = du folgt mit

_ bod 1 [
G=Tre / a2 / W R 27rde‘"_/ oz

ein offensichtlich divergentes Ergebnis. Dies ist keineswegs verwunderlich,
werden doch zwei unendlich lange Leiter auch unendlich grofle Kréfte auf-
einander ausiiben. Fiihren wir hingegen die Léngeneinheit L ein, so folgt

7 i Ly
_ Mo — ZF0
G= 27Tdew O/dz1 27rde$

und damit ist

Fi, Ho
— = —11e,. 4.41
L 27d ¢ (4.41)

Die Leiter stoflen sich ab, wenn I; und I, in entgegengesetzter Richtung
flielen und ziehen bei gleicher Stromrichtung an, wobei |F5/L| proportional
1/d ist, und damit mit wachsendem Abstand abnimmt.
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Gleichung (4.41) ist besonders wichtig, da sie zur Defintion der Einheit
der Stromstirke, des absoluten Ampeére, dient: dazu betrachtet man einen
L =1m langen Abschnitt zweier unendlich langer, im Abstand von d = 1m
voneinander parallel verlaufender Stromfdden, welche vom gleichen Strom
I; = I, = I durchflossen werden. Man bezeichnet diejenige Stromstérke als
1 A, welche zu einer Kraft von 2 x 10~7 N auf das Leiterstiick fiihrt.

Natiirlich erfihrt auch ein magnetischer Dipol Krifte und Drehmomente
im B-Feld. Am besten geht man bei der Berechnung von einer ebenen Strom-
schleife aus, welche die ebene Fliche A umrandet. Wir erhalten dann wegen
(4.39)

lesfdpr(r):IZdA(nxV) x B(r).

Nun gilt aber:
0

(Il X V) X B(I‘) = Z €icijk ZsjmnnmﬁBk(r)
iajak m,n n
= - 1CikjC jmn m—B
i’j,%n’ne Eikj€ jmnTl 9. (1)
= Y ei(binbpm — 5’im5kn)nmin(r)
i,n,k,m ax"
0 0
%e nkadjl k(r) n 8:Ek k(I‘)
) N— —
=divB=0
— grad [nB()],

und wir erhalten fiir die Kraft:
F = ]/dA grad [nB(r)].
A

Wir gehen nun auf den Punktdipol iiber, indem wir A auf ry konzentrieren
und erhalten damit

F = Mgrad[nB(r)]

= grad M B(r)],_,, (4.42)
oder 5
E = B Z MkBk(r)‘r:ro . (443)
Z; k
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Nun soll in der Umgebung von ry kein zusétzlicher Strom flieflen, welcher zu
B beitragen konnte. Somit gilt in ry: rotB = 0, also

0 0
Bk (I'()) 837]6

——Bi(ro)

und wir erhalten aus (4.43):

0
Fi = My, —B;
Zk: k5, D) .

F = (Mgrad)B(r). (4.44)

Gleichung (4.43) entspricht Gleichung (3.62) fiir den elektrischen Dipol, und
diese Aquivalenz setzt sich auch in das Drehmoment fort:

M = T ¢r xdrx B(r)
!
= 1 7{ {dr [rB(r)] — B(r)(rdr)}.

Wir gehen wieder auf den Punktdipol iiber, indem wir S 4 auf ry konzentrieren
und B(r) durch B(ry) ersetzen:

M = Ifdr[rBrO]— fdQ

7 / dA (n x V) [rB(ro)]
- I/dA [n x B(r)].

Dies ergibt mit (4.32)
M =M x B,

mit dem elektrischen Analogon (3.64).

4.8 Raiumliche Verteilungen von magnetischen
Dipolen

Um eine groflere Anzahl von magnetischen Dipolen behandeln zu koénnen,
gehen wir auf eine Kontinuumsbeschreibung iiber: zu einem Zeitpunkt ¢ be-

trachtet man eine Folge von sich auf einen Punkt r konzentrierenden Raum-
bereichen, die jeweils das magnetische Dipolmoment AM(r, ¢) enthalten und
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Abbildung 4.2: Zur Bestimmung des Vektorpotentiales einer raumlichen mag-
netischen Dipolverteilung.

das Volumen AV aufweisen. Die magnetische Dipoldichte m(r,¢) am
Punkte r und zur Zeit ¢ ist dann der Grenzwert

. AM(r,1)
mit der Dimension Am~!. Das magnetische Dipolmoment des Volumsele-
mentes dV um r ist dann durch m(r,¢)dV gegeben, und das magnetische
Dipolmoment einer im Raumbereich B lokalisierten magnetischen Dipoldich-
te m(r, t) ergibt sich als

M(t) = / dV m(r, 1). (4.46)
B

Es sei nun eine statische, im Raumbereich B lokalisierte magnetische Di-
poldichte m(r'),r' € B entsprechend Abb. 4.2 gegeben. Wir erhalten dann
im Punkte r entsprechend (4.37) das infinitesimale Vektorpotential dA(r) im
Volumselement dV':

dA(r) = 22 [m(r')dV’ X Lr'] ,

Ar r—r®
und daraus durch Integration das gesamte Vektorpotential

1 r—r
A(I') = ﬁ /dV’ m(rl) X m
B

_ o b 1
= 47T]B(dV m(r') x (Vr1|r—r'|>
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dar yr’)

dr’

Abbildung 4.3: Der Zusammenhang zwischen Fliachenstromdichte und Strom.

- /dV’ Ve x m(r /dV’ L x B

|r—r’\ |r — 1|

; /dw < xme /dA, mEXHE (g

|r—r’\

Man kann unmittelbar zeigen, da8 divA (r) = 0 ist, und damit ist die Coulomb-
Eichung erfiillt. Der hier aufgefundene Ausdruck entspricht Gleichung (3.67)
fiir das elektrostatische Potential einer elektrischen Raum- und Fléchenla-
dung. Um diese Analogie vollstindig zu machen, benétigt man allerdings
noch das magnetische Pendant zur Flachenladungsdichte.

Wenn Strom nur entlang einer Fliche fliefit, ist es sinnvoll, anstelle der
Stromdichte j eine Flidchenstromdichte einzu-
fithren. Man geht dabei analog zur Einfiihrung
von j nach (2.15) vor und verwendet anstelle
des Flachenelementes ein Linienelement: zu ei-
nem Zeitpunkt ¢ betrachtet man die Folge von
sich im Punkte r konzentrierten, in der strom-
durchflossenen Fléche liegenden Linienelemente

A¢mit demselben Normaleneinheitsvektor t(r).
Die Richtung von t stimmt mit der des positiven Ladungstransports iibe-

rein. Durch solch ein Linienelement der Liange A/ fliefit zur Zeit ¢ der Strom
Al(r,t). Die Flichenstromdichte ¢(r,t) am Ort r zur Zeit ¢ ist dann der
Grenzwert

t(r,t) = lim Allr,t)

Jim =22t () (4.48)

mit der Dimension Am ™!
Es ist nun eine zeitunabhéngige Fliachsenstromdichte ¢(r) auf einer Fléche
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A gegeben (Abb. 4.3), dann ist nach (4.48) der Strom I durch d¢' mit
I'=|c(x)|dl

gegebenen und die Flidchenstromdichte im Punkte r' 148t sich dann als

() = 20
= e dr
ausdriicken. Damit folgt
/ ! d'll dr, ! ! / ! __ 7! /
t(r)dA" = @Edﬁ dr'  —  u(r)dA" =TI'dr'. (4.49)

Wenn (4.25) auch fiir zeitunabhingige Flichenstrome gilt, dann erzeugt
der mit dem Flichenelement dA’ in r korrespondierende Flichenstrom das
infinitesimale Vektorpotential

_ po t(r)dA’

T drr—r|

dA(r)

und das Vektorpotential der zeitunabhingigen Flichenstromdichte ergibt
sich aus Integration iiber A:

Ar) =10 / 4 %) (4.50)

 4r r—r/|
A

Haben wir nun in einem Raumbereich B eine stationire Stromdichte j(r)
lokalisiert, und auf der Oberfliche Sg eine vorgegebene Flichenstromdichte
t(r), so ist gemaf (4.25) und (4.26), sowie (4.50) das Vektorpotential durch

Lo , i(r) Lo , u(r)
A(r) = —/dv —/dA
(x) 47 |r—r’|+47r lr — 1|
B Sp

gegeben. Daher kann man sich das Vektorpotential (4.47) einer durch die
magnetische Dipoldichte m(r) beschriebenen rdumlichen Dipolverteilung ent-
standen denken als Superposition der Vektorpotentiale einer Stromdichte

ju(r) = rot m(r) (4.51)
und einer Flichenstromdichte
ty(r) = m(r) x n(r) (4.52)

auf der Oberflache.
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4.9 DMaterie im B-Feld

Das Verhalten von Materie unter dem Einfluf} eines magnetischen B-Feldes
1aBt sich unter der Annahme verstehen, dafl das Feld atomare magneti-
sche Dipole in der Materie erzeugt oder verdndert. Diese Dipole erzeugen
dann ihrerseits ein B-Feld, welches sich dem urspriinglichen iiberlagert. Die-
se Reaktion materieller Kérper nennt man magnetische Polarisation oder
Magnetisierung. Man unterscheidet zwei Mechanismen:

(i) Die Vertauschungspolarisation: es wird ein magnetisches Dipolmo-
ment im Atom oder Molekiil infolge der Anderung der Bewegung der
Elektronen induziert. Substanzen, welche dieses Verhalten aufweisen,
heiflen diamagnetisch.

(ii) Die Orientierungspolarisation: es werden Atome oder Molekiile mit
einem permanenten magnetischen Dipolmoment ausgerichtet. Substan-
zen mit einem solchen Verhalten nennt man paramagnetisch.

Wir sind wieder an einer makroskopischen Charakterisierung der Ma-
gnetisierung von Materie interessiert, und wir beschreiben sie durch eine
magnetische Dipoldichte, welche wir Mlagnetisierung nennen. Wir betrach-
ten dazu einen magnetisch polarisierten Gegenstand im B-Feld einer stati-
onéren Stromverteilung j(r). Das Vektorpotential in Coulomb-Eichung folgt
aus (4.25) und (4.26), sowie aus (4.47), (4.51) und (4.52):

Ho ! j(rl) Ho ! jM(rl) Ho ! LM(IJ)
A(r) = —/d —/d Ho }{dA (.
(x) 4 v lr —r/| +47r v Ir — /| +47r8 Ir — /| (4.53)

1 2 B

2

wobei die stationdre Stromverteilung den Bereich B; und der polarisierte
Gegenstand den Bereich B, ausfiillen. Man nennt in diesem Zusammenhang
jum und ¢y gebundene Strome, wihrend die zu j(r) gehérenden Stréme frei
genannt werden.

Betrachtet man nun einen Feldpunkt r ¢ Sg,, so findet man unter Ver-
wendung von (4.35):

rotB(r) = rotrotA(r)
= graddivA(r) — VZA(r)

= —V?A(r)
= R [ [V )i
A7 "lr —r/| "lr — 1|
:[Bl ]B2
_@f AI ! 2 1
ym d LM(r)Vr\r—r’\
Sp,
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= uo{ / dv'j(r')d(r — ') + / dV’jM(r’)é(r—r’)}
B, B,
= po[i(r) +inm(r)].

Somit finden wir die modifizierten Feldgleichungen der Magnetostatik bei
Anwesenheit von Materie:

divB(r) = 0
rotB(r) = poli(r) +ju(r)], Vr¢Ss,, (4.54)

mit By, dem magnetisierbaren Bereich. Wir fiihren nun wieder die magneti-
sche Polarisation (4.51) ein:

rotB(r) = po [j(r) + rotm(r)]

oder
1ot [B(r) — prom(r)] = pai(r).
Dies fiihrt zur Einfiihrung des H-Feldes in der Form

H(r) = iB(r) ~m(r), (4.55)

und wir erhalten eine modifizierte Form von (4.54) mit

divB(r) = 0
rotH(r) = j(r), Vr¢ Sg,. (4.56)

Wir finden unmittelbar die integrale Form von (4.56)

/ dV divB(r) = }zf dAB(r) =0 (4.57)
B SB

/dA’rotH(r) - }{drH(r): /dAj(r):I. (4.58)
A Ca A

Hiebei ist I der Strom durch A, und das Linienelement dr bildet mit dem
Flachenelement dA eine Rechtsschraube.

Die spezifischen Eigenschaften der betrachteten Materie werden sich in
der Form der funktionalen Abhingigkeit

m = m(H)
manifestieren. Ist m || H und damit auch parallel B, so folgt

m = x,,,(H)H,
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Abbildung 4.4: Zur Berechnung des Verhaltens der Tangentialkomponente
des B-Feldes beim Durchgang durch eine geladene Fliche.

mit x.,(H) der (statischen) magnetischen Suszeptibilitit. Insbesonders
nennt man Medien mit x,, # Xxm(H) lineare Medien. x,, > 0 gilt nur im
Falle der Ausrichtung permanenter Dipole, also im Fall des Paramagnetismus;
diamagnetische Materialien zeichnen sich durch y,, < 0 aus. Fiir lineare
Medien gilt nach (4.55)

B = puH+m) = po(H+ xnH) = poH(1 + Xm),

und mit der statischen Permeabilitit

p= 1+ Xm

ergibt sich der Zusammenhang zwischen H- und B-Feld fiir lineare Medien
mit:

B = popH. (4.59)
Fiir homogene Medien, also x.,, # xm(r), folgen schliefilich die Feldglei-

chungen:
divB(r) = 0, rotB(r) = popj(r). (4.60)

4.10 Stetigkeitsbedingungen

Man betrachtet wieder einen Punkt r einer Trennfléiche A zwischen zwei mag-
netischen Medien und auf .4 mogen keine Flichenstrome flielen (Abb. 4.4).
Rund um r bezeichnen wir willkiirlich eine Seite von .A mit | 1 | und die andere
mit [2]. Das Verhalten der Tangentialkomponente von H folgt dabei unmit-
telbar aus (4.58) unter der Annahme, daf kein freier Strom durch die von C
berandete Fliche (Abb. 4.4, rechts) fliefit:

fdr H(r) = 0.
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Das Linienintegral setzt sich additiv aus den Integralen iiber C; bis C4 zu-
sammen und 148t man A — 0 gehen und w#hlt man anschlieend die Léngen
der Kurve C; und C; infinitesimal, dann folgt in Analogie zu Abschnitt 3.4

und die Tangentialkomponente des H-Feldes dndert sich beim Durchgang
durch A nicht.

Das Verhalten der Normalkomponente des B-Feldes in r gewinnt man
durch Anwendung von (4.57) in Analogie zu Abschnitt 3.4:

und die Normalkomponente des B-Feldes &ndert sich beim Durchgang durch
die Fliche A nicht.
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