Kapitel 7

Spezielle Relativitatstheorie

7.1 Postulate

An den Anfang wollen wir die zwei wesentlichen Postulate stellen, welche
Einstein an die Spitze der speziellen Relativititstheorie gestellt hat:!

(1) Alle Inertialsysteme sind beziiglich aller Gesetze der Physik gleichbe-
rechtigt.

(2) Die Lichtgeschwindigkeit ¢y im leeren Raum hat immer und iiberall den

konstanten Wert
co = 2.997925 x 108 ms~!.

Das Postulat (1) wird auch das Prinzip der Relativitit genannt.

7.2 Der Minkovski—Raum

7.2.1 Elemente der affinen Geometrie

Wir? betrachten einen n-dimensionalen metrischen Raum. Durch die Ele-
mente e, €y, ..., e, wird eine Abelsche Gruppe gebildet, welche iiber dem
Grundkorper der reellen Zahlen errichtet wird. Ein Element dieser Gruppe
wird durch

a=) de =de (7.1)
i=1

1Siehe: B. Schnizer, Skriptum zur Vorlesung Analytische Mechanik, Kapitel 10 und
Literatur im Literaturverzeichnis.

2Siehe auch: W. Papousek, Skriptum zur Vorlesung Vektor- und Tensorrechnung II
Kapitel 5 und 6.
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gebildet. (Wir haben dabei in (7.1) die Einsteinsche Summenkonvention ein-
gefiihrt, welche besagt, daB iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird.)
Durch diese Elemente a wird ein n—dimensionaler Vektorraum R" aufge-
spannt. Wir fithren nun das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b € R"
ein, welches dem distributiven Gesetz gehorchen soll:

a,b,c € R"
(a+b)c = ac+bc

und daraus folgt mit (7.1):

ab = d'e;be;

= a'l’ eje.

Wir setzen nun
gij = €€y, (7.2)

wobei g;; eine Zahl des Grundkorpers ist. Diese Zahlen prégen dem Vektor-
raum R" eine Metrik auf, und es gilt fiir das Skalarprodukt:

ab = gw(llbj

Daraus ist unmittelbar ersichtlich, daf§ das Skalarprodukt ein Skalar ist.
Wir fithren nun einen zweiten Satz von Elementen ein:

{ei}i_1 _ER", (7.3)

goooy

und definieren fiir diese

eiej ; 51] (74)

Damit werden mit den Sitzen {e;} und {e’} zwei n-Beine definiert, wobei

wegen (7.4) {e;} das zu {e'} orthogonale Bein ist. Ist nun e;e; = 1 = e'e’,

so konnen wir die {e;} bzw. die {e'} als Basisvektoren des R" bezeichnen.
Wir kénnen natiirlich a aus (7.1) auch wie folgt ausdriicken:

a=ae'. (7.5)

Man bezeichnet nun den Satz von Komponenten {a;} als die kovarianten
und den Satz {a'} als die kontravarianten Komponenten des Vektors a. Der
Ubergang von einem Satz zum anderen ist leicht gfunden:

ae’ = (d'ey)e’ = dbepe’ =
= (ape®)e’ = are’e’ = ag"

= d = g¢"a (7.6)
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oder umgekehrt:
a; = gria. (7.7)

Man spricht vom Herauf- bzw. Herunterziehen des Index.
Fiir das Skalarprodukt gilt:

ab = (a;e") Ve, = ;b e'ey, = a;b’

(a'e;) bre® = a'by e;e” = a'b;.

Nachdem das Skalarprodukt ein Skalar ist, ist das Ergebnis eine Invariante
und es muf} gelten: ' '
ab = ;b = a'b; = Inv. (7.8)

Es kann nun der Zusammenhang zwischen den Komponenten g¢;;, und g%
leicht hergestellt werden:

e = (edef)e; = gite;
eef = 5 = gik = gjk €;e; = gjkgz‘ja
also gilt: '
5 = g 79

Dies ist ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der metrischen Kom-
ponenten g'* bei Kenntnis der Komponenten g;;. Als Lésung erhélt man:

g = Gus G _ G (7.10)
9 9 g
mit
g = det (gi;) -

Die G;’s sind dabei die algebraischen Komplemente der g;;’s. Es reicht somit
die Kenntnis eines n—Beines aus um das andere bestimmen zu konnen.

7.2.2 Der Minkovski Vierervektor
Definition

Aus der Vorlesung iiber analytische Mechanik® wissen wir, daf in der spezi-
ellen Relativitatstheorie die Zeit eine relative Grofle ist, dafl wir also die Zeit
als eine zusétzliche Koordinate einfithren kénnen. Unser Konfigurationsraum
wird also ein vierdimensionaler Vektorraum sein, und ein Punkt (Ereignis)
wird in diesem Raum durch einen Vierervektor

(zt) = ot = (xo,:pl,xZ,xg) (7.11)

3Siehe: B. Schnizer, Skriptum zur Vorlesung Analytische Mechanik, Kapitel 10.
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beschrieben, wobei wir im speziellen
P =cot, =1t i=1,2,3 (7.12)

withlen.* (Griechische Indizes kénnen demnach, nach Konvention, die Werte
0,...,3 annehmen, wihrend lateinische Indizes die Werte 1, 2 und 3 annehmen
konnen.)

Der neue Raum soll eben (euklidisch) sein, er soll aber auch in seiner
Metrik spezielle Eigenschaften der Elektrodynamik beriicksichtigen. Dazu
benotigen wir einige Ergebnisse zur inhomogenen Wellengleichung.

7.2.3 Die inhomogene Wellengleichung
Die inhomogene Wellengleichung lautet (5.26):

<V2 - ia—2> f(r,t) =g(r, 1), (7.13)

ck o2

mit g(r,t) als den Quellen der Schwingung. (7.13) ist eine lineare Differen-
tialgleichung, welche nach der Methode der Greenschen Funktionen gelost
werden kann. Man bestimmt also zuerst die Lésung von

2 182 / / / /
Vr—c—— Gr—r't—t)=0d6r -1t —1t)
0

unter Beriicksichtigung der Homogenitét des leeren Raumes. Die Greensche
Funktion G(r —r’,t — t) wird dabei entsprechend Abschnitt 5.8.1 mit

1
Gr—r',t—1t)=0, (t—t) < —|r—1| (7.14)
Co

bestimmt. Es beschreibt daher
Ir = (:Ul)Q + (:L’2)2 + (x3)2 <t = (:L’O)2

das Innere eines vierdimensionalen Kegels, des Lichtkegels.

Im Vakuum breiten sich alle elektrodynamischen Wirkungen mit Lichtge-
schwindigkeit aus und daher wird G(r —r’,t —t') nur auf dem Lichtkegel von
Null verschieden sein. Ist nun x’ im Ursprung gelegen, so folgt als Bedingung;:

(xO)Q —rr=0. (7.15)

In Materie hingegen gibt es Dispersion, und es kommt auch zu Beitragen
durch zeitartige Ereignisse.

4In einer dlteren Nomenklatur wurde eine vierte Komponente 2 = ict an Stelle von z°

eingefiihrt.
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Die Minkovski Metrik

Die Minkowski Metrik der Raumzeit 148t sich nun unmittelbar fiir einen
Vierervektor (7.11) unter Verwendung von (7.7) und (7.8) begriinden:

l2"|]* = @2

= gwa'z"
L (@) (@) - () - (@)
woraus unmittelbar
G = 0,  p#v
Joo = —9gn = —g2 = —g33 = 1 (7.16)

folgt. Damit konnte die Minkovski Metrik der Raumzeit aufgefunden werden.
Sie wird auch haufig als eine pseudo—euklidische Metrik bezeichnet. Es ist dies
eine Metrik mit negativer Signatur.

Das Transformationsverhalten

Wir definieren zunéchst im n—dimensionalen Raum einen zweistufigen Tensor
T {iber eine lineare Vektorfunktion®

a="Tb, a,beR", (7.17)
und suchen die Komponenten des Tensors T'. Wir schreiben
a=Tb=p,(q,b), (7.18)

wobei p,q, das diadische Produkt zweier Vektoren p,, und q, ist.
Sind nun a und b zwei Vektoren

a = aqe'
b = biei,
so definieren wir die Dyade (etwa im R?) iiber®
© = a®b
= aieibjej

= alblelel + a1b26182 + a1b38163 + ...

STensoren werden iiblicher Weise iiber das Transformationsverhalten eingefiihrt, hier
wollen wir aber einen anderen Weg gehen, welcher die Einfithrung der Dyade notwendig
macht. Dieses Element wird vor allem in dlterer Literatur zur Elektrodynamik angewendet.

SW. Papousek, Vektor-Tensor Rechnung I, Definition 4.1.
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Die Dyade ist somit durch sechs unabhéngige Groflen bestimmt. Ein Tensor
zweiter Stufe ist, in drei Dimensionen, hingegen durch neun unabhéngige
Groflen bestimmt. Wir verallgemeinern nun die Dyade zum Tensor durch:

T = ae'e' +ge'e? +yele® +
deel + Flete? ++e’e® +
o'ede! + f'ede? + 4 e’e?
= pie' + pse’ + pse’ (7.19)
mit
p1 = ae'+de’+a’e’
p, = Be'+ e+ 3"
ps = e +9'e’+7"e’.
Wir bestimmen im weiteren das Skalarprodukt zwischen Dyade und Vektor:
op = O (ple)
= a;bje’(e‘prey)
= {ej e, = o’ k}
= a;e'bpdy,
= a;e'b;p’
= a;e' (bp)
= a(bp) (7.20)
und das Ergebnis ist somit ein Vektor. Die Gleichung (7.18) kann nun leicht
im Sinne von Gleichung (7.19) und (7.20) verstanden werden. In Komponen-

ten folgt fir (7.18):

und wir finden weiter:
Te, = pn(aner)
Pn (anic’er)

= Pnlnk (7.22)
(Ter)ei = (Pnei) quk

= DPn,iln,k
= T = (Tey)e;. (7.23)

Daraus folgt schliellich:
T = (Te")e' = plq;
T% = (Ter)e' = pp'nk
T* = (Te")e; = pnign".
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Man kann nun offensichtlich, wie schon bei den Vektoren, Indizes hinauf- und
herunterziehen:

Tik = pnian
— gzrpn,rngQn,s
= 9"g" T (7.24)

Wir kénnen nun wieder zum eigentlichen Problem zuriickkehren: die Norm
eines Vierervektors ist ein Skalar, welcher natiirlich bei Transformationen von
einem Inertialsystem zum anderen invariant bleiben mufl. Wir haben also
Transformationen der Form

ot A = A (7.25)

mit der Forderung
'ty = ate, = Tnv (7.26)

oder
cot’? — (:L"l)2 — (x'2)2 — (a:’?’)Q = cit? — (azl)2 — (:L’2)2 — (az3)2, (7.27)

was durch eine Galilei Transformation nicht bewerkstelligt werden kann. Es
folgt:

x'“x; = A a"A Tz,
= A N2V,
< atx,.
Daraus folgt unmittelbar:
A N, =0, (7.28)

als Forderung fiir die Komponenten jenes Transformationstensors, welcher
||z#||? invariant 1:8t.

Wir untersuchen nun, ob die Lorentztransformation die gesuchte Trans-
formationseigenschaft aufweist. Dazu schreiben wir die spezielle Lorentz-
transformation in der Form:

70 = y2° —yp2?
= gl
2 = g2
o = vz —yBa°, (7.29)
mit
vt gt (7.30)
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und setzen in (7.27) ein:
() = ()= () = () -
- () = () < () = ()
- =B ) () = () - ()
) ) ()

Damit ist gezeigt, daBl die spezielle Lorentztransformation (und natiirlich
auch die allgemeine, ohne Beweis) die geforderte Invarianzeigenschaft auf-
weist. Man sagt auch, dafl ein Vierervektor Lorentz kovariant ist.

Fiir die Transformation (7.25) finden wir noch:

¥y 00 —p
0 10 0

A=) =1 0 01 (7.31)
-3 0 0 v

Die zweifache Anwendung einer Lorentztransformation ist wieder eine
Lorentztransformation, es existiert weiters das Einselement (fiir v = 0) und
es existiert die inverse Transformation. Damit bilden die Lorentztransforma-
tionen eine Gruppe, die Lorentzgruppe.

Die vierdimensionale Verallgemeinerung des Nablaoperators

0o 0
= \5=,5= 1 =1,2,3
() o
transformiert wie jeder andere Vierervektor. Ist nun ¢(z#) eine skalare Funk-
tion, so gelte

0¢ i
und wir schreiben verkiirzt 96
gwr ~
als kovarianten Vierervektor, oder
¢
B S 17
Oz, ¢

als kontravarianten Vierervektor. Daraus folgt dann weiters der vierdimen-
sionale Laplaceoperator

0", = ———V

Il
<
=
<
7{:Q.D
S

(7.32)

als Lorentz invarianter Operator.
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7.3 Kovariante Formulierung der Elektrody-
namik

7.3.1 Der Feldstiarketensor

Ausgehend von den MAXWELLschen Gleichungen in der Form (5.1) bis (5.4)
haben wir nach Einfithrung des Vektorpotentiales A(r,¢) mit (5.5) und des
elektrischen Feldes ¢(r,t) mit (5.7) mit Hilfe der Lorentzeichung (5.18) fiir
das elektrische Potential die Wellengleichung (5.19):

2 1 __plrst)
v (b(r?t) C% 8t2 <r7 ) - 80 9
oder .
0"0,0(r, 1) = £ (Z’ ), (7.33)
0

erhalten. Fiir das Vektorpotential folgte andererseits die Wellengleichung
(5.20):

1 9*A(r,t) .
V2A(r,t) — 2 e = —poj(r,t)
oder
M0, A(r,t) = poj(r,t). (7.34)

Damit sind sowohl (7.33) als auch (7.34) von der Form (7.13) und die Raum-
ladung p und die Strome j spielen die Rolle der Quellen g(r,t).

Die Lorentzbedingung (5.18) selbst ist stets erfiillbar, da die Potentiale
¢ und A durch (5.7) bzw. (5.5) nur bis auf Eichterme der Form 0f /0t bzw.
gradf bestimmt sind, wobei f stets so gewihlt werden kann, daf (5.18) gilt.
Selbst dann ist f nur bis auf Losungen von 0#0, f = 0 festgelegt.

Es folgt weiters aus den Gleichungen (5.1) und (5.2):

1 E
divrot B(r,t) =0 = —2div¥ + podivj(r, t)
50

und mit ¢;? = eopo ergibt sich die bekannte Kontinuitéitsgleichung

dp(r,t
divi(r, 1) + 2251 (7.35)
ot
Wir fithren zunéchst das Viererpotential
1
A = ( (), AL, ), A1, ), A1, 1)) (7.36)
0
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ein und finden so die Lorentzbedingung (5.18) in ihrer kovarianten Form:
0o(r, 1)
ot

Wir fassen weiters die Raumladungsdichte und die Strome zur Viererstrom-
dichte

8;#4“ = Eolo + diVA(I‘, t) = 0. (737)

S“ = (Cop7j17j27j3) (738>
zusammen und damit finden wir unmittelbar die kovariante Form der Kon-
tinutéatsgleichung (7.35) mit

ous" = 0. (7.39)
SchlieBlich konnen wir noch (7.33) und (7.34) zu einer kovarianten Gleichung
zusammenfassen:

09, (A") = po (). (7.40)

mit (A*) und (s*) als Viererpotential (7.36) und Viererstrom (7.38).
Nach (5.7) gilt weiter:

CalE1 = —81140 - 80141
Co_lE2 = —82140 - 80142
GUEP = —03A° — 9y A3

und unter Verwendung von (5.5) ergibt sich:
B! = [0,A% - 0547]
B = [0:A' - 0,A%]
B* = |0,A* - 0,A'];

dies alles legt es nahe, einen schiefsymmetrischen Feldstérketensor F' mit den
Komponenten

F, = GHA,, — &,Aﬂ =-—F, (7.41)
einzufithren. Dieser hat dann die Form:
0 E1/00 EQ/CQ Eg/CO
(F ) _ —El/CQ O —Bg BQ
a —EQ/CO Bg 0 _Bl
—E3/CO —BQ Bl 0

(7.42)

Die spezielle Struktur der MAXWELL-Gleichungen fordert also, dafl E und B
zu einem zweistufigen Tensor zusammenzufassen sind und nicht durch hinzu-
fiigen einer Nullkomponente zu einem Vierervektor ergénzt werden konnen.
Wir finden weiter:

F1 = ' AY — 9" A = g g" F (7.43)
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oder in Matrixdarstellung:

0 —E'Yoy —E%/cy —E3/co
E'/cq 0 —B3 B?
/e, B 0 _B
B, -B> B 0

(Fr) = (7.44)

7.3.2 Die MAXWELLschen Gleichungen in kovarianter
Schreibweise

Wir bilden die Divergenz von (7.43):

o, F" = 0,0" A" — 9,01 AY
= o 0,A" —0,0"A”
——
=(7.37)=0
= —0,0"'A”
(7.40) 5
= “HoS -

Damit haben wir die kovariante Form der inhomogenen MAXWELL-Gleichun-
gen (5.1) und (5.2) aufgefunden:

O F"™ = —pps”. (7.45)

Wir bilden nochmals die Divergenz und finden:

0,0, F"" = —pue0,s" "2 0, (7.46)

und die Viererstromerhaltung ist offensichtlich die Integrabilitdtsbedingung
von (7.45).
Die homogenen Gleichungen (5.3) und (5.4) werden durch

PE,, + 0" Fy\+0"Fy, =0 (7.47)

beschrieben. Wir erhalten etwa fiir y =1, v =2 und A = 3:
oF OF: OF:
12 Ol | OFs

6.773 8.’171 6.772 =0
0B; 0B, 0B\
- (8,1’3 + 81‘1 + 8202) =0

—  divB =0,

179



oder fir u =0, v =3 und A = 2:

OFys  O0F3  0Fy
8902 + 81‘0 + 8303

L0E;, 0B, 10, _ |
Co 8372 008t Co 8373 n

B <8E3 8E2> 0B,

Oz, Ozy ot

0B,
—
Damit wurde gezeigt, dafl (7.47) tatsdchlich die kovariante Form der homo-
genen MAXWELL-Gleichungen angibt.
Wir fithren nun den zu (7.43) dualen Felstirketensor F ein:

= (rotE), =

nIny 1 v
= ae“ PP F oy (7.48)
ein, mit
1 p,v,p,o ist gerade Permutation von 0,...,3
chvpo —
—1 p,v, p,o ist ungerade Permutation von 0,...,3

dem Levi-Civitdschen antisymmetrischen Tensor. Ausgerechnet findet man:

0 - B! -B? -B3
. B 0 E¥ey —E/c
uv
(F ) ) 5o 0 Ve | (7.49)

B® E%Jcy —E'/cy 0

Mit Hilfe dieses Tensors finden wir fiir die homogenen MAXWELL-Gleichun-
gen:

9, F"" = 0. (7.50)

Wir erhalten schlieBlich noch die zwei wichtigen Invarianten des elektro-
magnetischen Feldes aus folgenden Uberlegungen: wir untersuchen zunéchst:

FuF"™ =3 (FoF™ + ..+ FsF*®)
o

und spezialisieren auf den Fall y = 0:

FOVFOV _ F01F01 + F02F02 + F03F03

1 1
= LB B LB

2
€0 Co €0



dann setzen wir = 1, und erhalten:
Flypll/ — F10F10 + F12F12 + F13F13
1
= —SEl+ B+ B,
€
usw. Zusammengefaf3t erhalt man:

E2
PLVFW’:-—2<——-—EF>

et

2
_1 UFMVZE E__B2 )
4 2\

Nach einer analog verlaufenden Rechnung findet man mit

1 ~ EB
—F " = ——
4 &

oder

die zweite Invariante des elektromagnetischen Feldes.

7.3.3 Die Lorentzkraft

(7.51)

(7.52)

Wir wollen jetzt die relativistische Verallgemeinerung der auf eine im elek-

tromagnetischen Feld bewegte Ladung, ¢, wirkenden Lorentzkraft

F=¢(E+vxB)

(7.53)

bestimmen. Die rechte Seite von (7.53) ist linear in den Feldstdrken und sie

enthélt auch die Geschwindigkeit linear, und es ist daher der Ansatz

K" = qF"u,
naheliegend. Mit der Wahl

ut =y (co, V)
finden wir:
K° = q (Foouo + FO%y + ..+ F03u3)
E! E? E3
= ¢~ t+tq—yv2+q——03
Co Co Co

- Ugy
Co
K' = q(F10u0+...+F13u3)
El
=q<;ﬂ%+3%w—3%m>
0
= qv [El—l—(VXB)l}
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usw. Somit erhalten wir:
K* =qy(Ev/co, E+v x B). (7.55)

Die nullte Komponente stellt die von der Lorentzkraft pro Zeit und Volu-
menseinheit geleistete Arbeit dar, wie unmittelbar gezeigt werden kann:

Fv = ¢(E+vxB)v
= ¢Ev ~ K°.

Im Fall einer kontinuierlichen Stromverteilung j(r) ist ¢ (u*) durch die
Viererstromdichte (s*) zu ersetzen und damit folgt fiir (7.54):

P* = F"s,(r). (7.56)

7.3.4 Der Energie-Impulstensor
Wir verwenden die Gleichung (7.45):

DgF*P = —pps”
(8ﬁF°‘6) Foy = —pgS Fy,.
—
=0 (F*®Fay )~ F*P5For

Wir verwenden nun die Gleichung (7.47) in der Form

Fo? (%Fa'y + a'yFﬁa + &IF“/B) =0

oder
F°0.F,5 = F*03F,,+  F*0,F,
:FﬁaaaFm:FaﬁaﬁFm
= 2F“P0sF,,.
Also folgt:
1
— 108 oy = 8(FaﬂFm)—§Faﬁ8,yFa5
[e% 1 [e%
= 05 (FF) - 70, (F*Fap)
oder

1
105 Fo, = 05 {FWFM - deF“AFM] .
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Wir definieren nun:

1 1
T.f = — |F*PF,, + ~0,"F*F, (7.57)
Ho 4

und daraus folgt:
OsT," = s°F,,,. (7.58)

Wir formen noch (7.57) um:
v (7.9) v
Tﬁ/ﬂ — ngﬁ : 575 =’ g9 B

und daraus folgt weiter:

v 16y v 1 vB K
gu’yTﬁ =F BgVWF at Zgu'yg BF )\Fn)\-

Daraus ergibt sich unmittelbar der Energie—Impulstensor in seiner zweifach
kontravarianten Form:

1
T = F8pv, + Zg”ﬁF“)‘FH,\. (7.59)

Wir finden noch unter Verwendung von (7.58):

guwaﬁTyﬁ - guwsaFaV
05T = g*PssFY”
= SBFBV
(7.56) PV

Durch diese Beziehung wird auch offensichtlich, warum der Tensor T  als
Energie-Impulstensor bezeichnet wird.

7.4 Relativistische Elektrodynamik

7.4.1 Transformationseigenschaften, das elektrische Feld
einer bewegten Ladung

Um das Verhalten der einzelnen Komponenten von Fj;, bei Lorentztransfor-
mationen studieren zu kénnen, betrachtet man das Transformationsverhalten
des Feldstédrke—Tensorfeldes:

e A = NV e (7.60)
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Dies folgt unmittelbar aus (7.25) und der dyadischen Definition des Tensors
nach (7.19). Spezialisiert man wieder auf eine Lorentztransformation fiir Ge-
schwindigkeiten parallel zu einer Achse, so hat A*, die Matrixform (7.31)
und die Auswertung erfolgt einfach durch Ausrechnen von

F' = AFAT

als Matrixgleichung. Da das Ergebnis antisymmetrisch sein mufl findet man
rasch (fir Relativbewegungen parallel zur z—Achse):

Ei)=EB()  Bi)=B)
EI) oy (Ba(r) — oBo())  By) =~ (Bzm ; —E())
EJ) =1 (B(r) +vBalt))  Byr) =+ (Bg<r> _ —E()) .

Betrachten wir nun zur Illustration ein im Inertialsystem S ruhendes gela-
denes Teilchen. Mifit der Beobachter in S das elektromagnetische Feld des
Teilchens, so findet er das iibliche Coulombfeld
e r
B=0 E=——
’ dreg |r)3
wenn wir annehmen, daf§ das Teilchen kein magnetisches Moment hat.

In einem relativ zu S bewegten System S’ ergibt sich dann aber nicht nur
ein elektrisches sondern auch ein magnetisches Feld. Die klassische Erkldarung
ist natiirlich, dafl ein bewegtes geladenenes Teilchen immer einen Strom dar-
stellt, welcher ein Magnetfeld generiert. Hier folgt diese Tatsache unmittelbar
aus dem Transformationsverhalten (7.60). Es wird aber auch das elektrische
Feld beeinflufit: e

Ei(ry=E = ——.
(1) 1(r) dreg [r]?
Wir setzen nun b? = 3%+ 22 = ¢y + 22, wobei b den Abstand des Aufpunktes
von der z—Achse angibt. Daraus folgt:

e x e v (2" + gt
Ei(r) = - = ( ) 372 (7.61)
dmegr 4dmeg [72 (2 + ﬁt,)Z I bQ}
¢ Y
By¥') = 7Ea(r) = 5 — (7.62)
o [72 (' + pt')” + b2]

e vz

Ei(r) = ~Es(r) =
3( ) Y 3( ) 471'80 [72 (l‘/+ﬁt/)2+b2

]3 5 (7.63)
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und wir sehen, dafl in allen drei Beziehungen ein Faktor v auftritt.
Wir untersuchen nun die momentane Feldlinienverteilung zum Zeitpunkt
t'=0:
e ~r'!
4meg A3 22 + 1)2/72]3/2
e (1-p6%r
4me 272 + b2/72]3/2
e (1-p6%r
dmeq [|r[2 — g2

E'(x) =

(7.64)

Die Feldlinien sind also wie bei der ruhenden Ladung gerade Linien. Wir
berechnen nun den Betrag der elektrischen Feldstéarke |E'|:

1(] _ € (1 — 52) |I‘/|
N e BT
e 1— 32

- (7.65)
meo e [1 - g sin? ]

mit sin ¥’ = b/|r’'|. Wir sehen, dafl dieser Betrag bei festgehaltenem r’ in der
Ebene senkrecht zur Bewegungsrichtung der Ladung am grofiten, ndmlich

gleich
e 1

dmeg r']24/1 — 32

ist, und in Richtung der Fortbewegung des Teilchens am kleinsten ist:
e 1—/?

dieg |02

sind' =1 — |E|= (7.66)

sind' =0 — |E|=

(7.67)

Das Coulombfeld ist also senkrecht zur Bewegungsrichtung dilatiert (verstéarkt)
und in Bewegungsrichtung kontrahiert (abgeschwécht).

Das Feldlinienbild (die Zahl der Feldlinien pro Flécheneinheit gibt wie
iiblich |E| an) kann man aus dem Feldbild der ruhenden Ladung dadurch
finden, indem man dieses Bild in z—Richtung (der Bewegungsrichtung) um
V1 — (3? affin staucht. Dazu betrachten wir eine Kugel und das daraus durch
Stauchung in z—Richtung um /1 — 32 hervorgehende Ellipsoid. Eine Flache
dA senkrecht zur x—Achse erscheint vom Ursprung betrachtet unter dem
Raumwinkel dQ2 = dAcosd/r? Alle durch diesen Raumwinkel hindurch-
tretenden Feldlinien gehen bei der Stauchung in den Raumwinkel d§) =
dAcos?’ /r”? iiber, da dA ja unveriindert bleibt. Es gilt somit:

A cos?'r* a3 1P

dQ  cosvr2 B a3
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Abbildung 7.1: Feldlinienbild einer bewegten Ladung, die diinnen Linien ent-
sprechen dabei dem Feldlinienbild der unbewegten Ladung.

Da die Zahl der Feldlinien, welche die Flichen r?dQ) und r?d€?’ durchsetzen
gleich ist, ergibt sich:

IE'|r?dQ = |E[r?dQ
e 1 4 e
= —r d§) = dQ
47T€0T2T 4reg

e 1d2 e 1"
Aeg r2dSY  dmwegr? 13

e I _ e '

B =

471'80 7’3 - 47T€0 |:72 ({L‘I + ﬁtl)Q + b2

}3/2'

Fiir ¢ = 0 erhalten wir dann:

¢ 'y
4meg (227 + 52]3/2

e 1— 32
Areo (1 — 32 sin?

B =

)3/2>

wie aus (7.65) zu erwarten war.

Bei Abbremsung eines rasch bewegten Teilchens (oder bei Beschleunigung
eines ruhenden Teilchens) mufl dann die gestauchte Form des Coulombfel-
des in das Feldlinienbild der ruhenden Ladung (oder umgekehrt) iibergehen.
Dieser Prozess kann nur allméhlich erfolgen, da sich die Information iiber die
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Abbildung 7.2: Zur Konstruktion des Feldlinienbildes einer bewegten Ladung.

Bremsung des Teilchens mit Lichtgeschwindigkeit in seinem Feld ausbreitet.
Es geht dabei eine Stofiwelle durch das Coulombfeld hindurch. Die elektri-
schen Feldlinien in der Stoflwelle stehen dabei annidhernd senkrecht auf den
Radiusvektor und die Stowelle breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit vom
Teilchen weg aus. Falls also ein Teilchen aus relativistischen Geschwindig-
keiten heraus abgebremst wird, entsteht das typische Vorwértsmaximum der
Bremsstrahlung.

7.4.2 Die Bewegung eines geladenen Teilchens in ei-
nem homogenen elektrischen Feld

Ein Teilchen mit der Ladung e wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 in das Feld einge-
bracht und im Feld beschleunigt. Es gilt also die Anfangsbedingung:

t=0: E=(0,0E), r=(0,0,z) =(0,0,0),
v =(0,0,%) = (0,0,0).

Fiir den Impuls des Teilchens gilt (vom Beobachter im Inertialsystem des
homogenen elektrischen Feldes aus gesehen):
Mo

=i

oder
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Damit gilt folgende Differentialgleichung:

u (LQ) o
E\V1 = (2/co)
m()?;“

L — (¢/co)’

Aufgrund der Anfangsbedingungen gilt noch A = 0. Wir rechnen weiter:

mit der Losung

=elbt+ A.

22
mgz

— 9 = (eEt)’
1— (2/co)”
2(:2/ 2\ 2
mg (2°/cg) 6§ o 2
?’2/03% = (eFEcqt)
5 [eEct 2
1—-52  \ myct
(eEcot)2
Ey ’
mit Ey = mocg der Ruhenergie. Also gilt
3% = - 1

= —= <1
L+ (eEgot)
und man erkennt, dafl das Teilchen erst fiir ¢ = oo Lichtgeschwindigkeit

(8 = 1) erreichen kann.

Es folgt weiter:
dz B Co

dt 1+<E0 )2

eFcot

oder
Codt

2 )
E
1 + (eEgot)
woraus die z(t) Bahnkurve des Teilchens bestimmt werden kann. Wir substi-
tuleren:

) eFcot
h =
sinhu £,
eFcydt
hudu =
coshu du E,
g - Ey  coshudu
® T Ecoshu /sinhu
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oder
E
z = B+€—E0/dusinhu
EQ GECQt)2
= B —l1 .
* 6E$ + ( EO

Aus der Anfangsbedingung ¢ = 0,z = 0 folgt schliefilich B = —Fy/eE und
wir erhalten die Bahnkurve:

Ey eEcot\?
= — 1 —-1]. )

Wir untersuchen nun den Fall sehr grofler Zeiten. In diesem Fall gilt:
zcot — 1

und das Teilchen beschleunigt nicht mehr! Fiir den nicht relativistischen
Grenzfall Ey = moc2 > eFEcgt folgt hingegen

O @[1+1(6E60t)2+...—1]
el 2 EO

el 12

mo 2’

also die klassische Beschleunigung im elektrischen Feld. Aus (7.68) folgt noch

(eE N 1)2 - (eEcot)2
—z = .
Ey Ey

Mit den Abkiirzungen

finden wir die Bahnkurve
22 - (COE)2 = 17

und damit ist die Bahnkurve eine Hyperbel mit dem Lichtkegel als Asymp-
tote.

189



-V\
Xy

Abbildung 7.3: Der bewegte Leiter

7.4.3 Die Elektrodynamik materieller Korper
Der bewegte Leiter

Es wird entsprechend der Abb. 7.3 ein Leiter in Richtung der z—Achse am
Beobachter mit einer Geschwindigkeit v = (v, 0,0) vorbeigefiihrt. Das Iner-
tialsystem S’ ist dabei das Ruhesystem des Leiters, und der Beobachter ruht
im System S.

Es sind grundsétzlich zwei Félle zu unterscheiden:

(a) Es besteht kein Leitungsstrom. Im Leiter besteht lediglich eine Raum-
ladung.

(b) Es besteht ein Leitungsstrom j = (7,0,0) aber keine Raumladung.
ad (a):
In S’ gilt fiir den Viererstrom:
s" = (copo,0,0,0),

und da das Transformationsverhalten eines Vierervektors durch die Lorentz-
transformation bestimmt wird, folgt aus (7.25):

o v o —1 v
st =Abs" st = (A7),

oder
50 v By 0 0 50
st Y3 v 0 0 s’
s 1| 0 0 10 s
s3 0 0 01 s’
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Fiir die nullte Komponente Stroms im Ruhesystem des Beobachters folgt

dann
= cop =7 (5" + 85") = 75" = ycopo,
wobei s'! = 0 ausgeniitzt wurde. Damit ergibt sich die beobachtete Raumla-
dungsdichte p:
Po
= ——. 7.69
= A (7.69)

Andererseits gilt:
v
81 :7<S/1+ﬁ3/0) :’}/@po = 71_52p0

und vom Beobachter wird in S ein Konvektionsstrom in Richtung der z—Achse
registriert, der nicht relativistisch |j| = vp lauten wiirde.

ad (b):

Hier gilt:
1 =(0,5",5% )

und wir finden zunéchst

und dann
1 . 1 1

S :Jl :fyj/l = 71 ——ﬁQ.
SchliefSlich findet man noch eine vom Beobachter registrierte Raumladung

s' = cop =B5"

oder
v/ %

Fiir den Beobachter in S tragt somit der bewegte, stromfiihrende Leiter eine
Raumladungsdichte p. Dies kann wie folgt erkldart werden: betrachtet man
den ruhenden Metallstab, welcher in Langsrichtung stromdurchflossen ist,
so ruhen in ihm die Ionenriimpfe, wiahrend die Elektronen sich gegen die
Stromrichtung bewegen. Die Weltlinien der Ionenriimpfe verlaufen dann par-
allel zur t—Achse, wiahrend die Elektronen Weltlinien aufweisen, welche zur
t'—Achse geneigt sind. Wegen der elektrischen Neutralitéit verlaufen im Stab
gleich viele Weltlinien fiir lonenriimpfe wie fiir Elektronen. Geht man auf
das bewegte System iiber, so sieht man, dal ein bestimmter Abschnitt des
Stabes nun nicht mehr gleich viele Weltlinien fiir Ionen wie fiir Elektronen
aufweist.
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********* Weltlinie der Elektronen

—— Weltlinie der lonenriimpfe
[N

stab. Die strichlierte Linie symbolisiert die Achse des Metallstabes. Man
schneiden.

Abbildung 7.4: Weltlinien der Ionenriimpfe und der Elektronen im Metall-
sieht, dafl 8 Ionenweltlinien, aber nur 7 Elektronenweltlinien diese Achse

ches

Die Invarianz der Raumladung eines abgeschlossenen Raumberei-

Es gilt die Kontinuitétsgleichung (7.46)

= 0’
oder in Komponentenschreibweise

: Ip(r, t)
Vej(r,t) + T

/ / tl
vr/.]/<rl’tl) + 8p (r7 )

= 0.
ot
Wir integrieren {iber den abgeschlossenen Bereich B’ und finden

/dVV/J (', )
B

o / v’ p(x 1)
und analog

. 0 B
/dV Vii(r ) + 5 /dV p(r, )
i B

=0

Aus der Abgeschlossenheit des Raumes folgt die Tatsache, dafl aus der Umhiillen-
den, Sy, des Raumes keine Strome in das umgebende Vakuum flielen kénnen
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Daher gilt:
/dVV/th fdA”rt
B’ Spy

wenn n’ der Flachennormalvektor auf Sps ist. Damit gilt natiirlich auch im

ungestrichenen System

/dvvn} ]{dAth

und daraus folgt

/ dv' p(e' 1) = K; / dV p(r, 1) =
B B

Nun gilt aber p = ypo und dV’ = dV/~v und daraus folgt das Ergebnis:

/ dV p(r,t) = Tnv.

(7.70)

7.4.4 Losung der inhomogenen Wellengleichung unter

Verwendung Greenscher Funktionen
Das Potential ¢(r,t) wird durch die Gleichung (7.33)

00,(r,1) = —p(r, 1

0

beschrieben. Wir fithren nun den Operator

L, 1

& ot?

ein, und schreiben (7.71) als

Lo(r.t) = = plr,1)

Wir fithren die Greensche Funktion G(r,t;1’,t") von (7.73) iiber
LG(r,t;r' ') = =0(r —v)6(t — t)

ein. Damit folgt fiir das Potential

r,t /d3'/dt’ r,t;r, t)p(r, 1),
50
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wie man leicht durch Einsetzen iiberpriifen kann:

Lo(r,t) = - d3'/dt’LG ) p(r 1)

L frat e 96— s 1)
0

1
— —p(r.1).
Eop(r, )

Im néachsten Schritt ist die Greensche Funktion selbst zu berechnen. Dies
erfolgt formal iiber

Glr,t;x' t) ==L [6(x — 1" )o(t —t')] (7.75)

mit L~! definiert auf dem Komplement des Kernes von L. Wir fithren nun
das vollstindige System von Eigenfunktionen des Operators V?

Vi (r) = =Xt (r),

mit den (nicht entarteten) Eigenwerten A2 und den Eigenfunktionen ,(r)
ein. Letztere bilden ein Basisfunktionensystem und erfiillen somit die Voll-
standigkeitsrelation:

o(r—r') Z Yr(r (7.76)
Wir verwenden weiters die Fourierdarstellung der Diracschen Deltafunktion:
ot —1t) /d/-fe_wo’” ¥)

und damit folgt fiir (7.75):

G( t I‘ t lz¢ wn CO /d —icok(t— t)] .

Nun gilt aber wegen (7.72)

ﬁe—icom(t—t’) _ I{Qe—icom(t—t’)

und
L [wn(r)e*ico””(t*t/)} = (HJQ — )\i) wn(r)e*ico’“(t*t/).
Somit folgt weiter:
L7L [ty (r)e st = D71 (k2 = A2) [hn(x)e7o0m1)]
= (/@2 — )\i) Lt [wn(r)e*ico””(t*t/)}
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Abbildung 7.5: Integrationspfad in der komplexen k—Ebene zur Auswertung
des Integrales in (7.77)

und wir erhalten unmittelbar eine Eigenwertgleichung fiir den Operator L'

1

{wn< ) —icor(t— t)} _ oy [wn(r)e—icom(t—t’)} .

Mit diesem Ergebnis folgt aus (7.75) fiir die Greensche Funktion:

G(r,t;x' 1) = [Z?/f Y (1) /d/‘f e ieorlt t)]
o Co ,QZ):L r/)wn(r) —icok(t—t")
- -2 ;_ / dr 2 e . (7.77)

Das Integral in (7.77) ist als Hauptwertintegral aufzufassen und damit gilt
entsprechend Abb. 7.5:

o0 eficon(tft’)
P/ dk EECEECE = % dk . % drk .
—o0 Ap =K Pol( An) Pol (+Xn)

1¢t—¢ e—zcon(t ')
T2 —v 2 %d“ A2

2
| Poi= TR A Bol R

Es folgt somit fiir die Greensche Funktion als Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung (7.74):

(t )

Gy(r, t;1' 1) Zw msm [coAn(t — )] (7.78)

Wir miissen nun noch die Lésung der homogenen Differentialgleichung
i/Go(r, t, I'/, t/> =0
aufgesuchen. Wir machen den Losungsansatz:

Go(r, ;1 t) Zz/; (r) fult =)
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mit zu bestimmenden Funktionen f,,(t —¢'). Es gilt dann:

LGo(r,t;v' 1)) = Z¢ () folt —t)
= de n (1) fult = )],

und untersuchen unter Benutzung der Definition (7.72) weiter:
L [n(x)] fult =) + ¢u(r) L [fult = 1)] =
/ 1 82 /
= _/\id}n(r)fn(t —1 ) - @Z)n(r)c_%@fn(t -1 )
= 0.

Es ergibt sich also:
2

0
(codn)” fult — 1) + @fn(t —t) =0,

sin [eo A, (t — t')]
fn<t - t/> =
cos [coAn(t — 1')].

Damit kann die Greensche Funktion als Losung der homogenen Differential-
gleichung in Analogie zu (7.78) wie folgt angeschrieben werden:

mit der Losung:

cos [co A, (t — 1')]

Golr,t:;v', 1) = %Z¢;(r')¢n(r){An i

sin [coA, (t — )]
pmitt =)

Hiebei sind A,, und B, Integrationskonstanten. Die vollstindige Losung ist
dann durch

t —t' sin[co\, [t — ]

G(r,t;r' t") = Zw {|t 7 5

A cos [co)\),\ft — "] . B, sin [CoA;:t — )] } (7.79)

gegeben.
Wir separieren nun G(r,¢;r’,t') in die retardierte Greensche Funktion fir
A,=0,B,=1,t>1t
. /
G (r, ;1)) = " " (7.80)

0 t<t
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und in die avancierte Greensche Funktion fir A, =0, B, = —1, t <t

0 t>t
G(r ;' 1) = . , (7.81)
o S () 2=

Wir suchen nun eine andere Darstellung der retardierten und der avancierten

Greenschen Funktion. Verwendet man:”
d(ax) = 5( )
||
0(x—0b) (z+Db)
S(x? —b?
=0 = o

so kann man die jeweiligen homogenen Losungen Gg/ “(x,2") auch wie folgt
schreiben:

G/ (2,0") = e S0 (1)(e) e 0 (2 = )

schreiben. Addieren wir diese Darstellung der homogenen Lésung zu (7.77),
so folgt:

Gr/(l(l’,.’lf — Zw ’l/}n /d/ie icok(t—t')

1 K 9 9
X [W + Zﬁmé(l{ — )\n)‘| s (782)
mit ‘+’ fiir die auslaufende und mit ‘-’ fiir die einlaufende Welle.
Betrachten wir nun den homogenen Raum, so hat der V?-Operator ein
kontinuierliches Spektrum und seine Eigenfunktionen sind ebene Wellen

1 ikr
U(r) = et (7.83)
und damit ist dann A\? = k2, mit k dem Wellenzahlvektor. Wir wollen weiters
annehmen, dafl es im Unendlichen keine Quellen gibt und damit kann man
fordern, daf} das Potential ¢(r,¢) im Unendlichen verschwindet. Damit folgt
fir (7.78):

1 ct- sin [cok(t — t')]
A 31. ik(r—r’)
Gile.2) = G s =7 /d he k

"Siehe F. Schiirrer Distributionen, Fouriertransformationen, Greensche Funktionen,
Skriptum zur Vorlesung Mathematische Methoden der Theoretischen Physik (1995), Seite
20 und 49.
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und weiters
Gy (x,2') = :F%OD(;U,SC')
1

D(l" IL‘I) - (27T>3 /dgkf eik(r_r/) sin [

cok(t — )]
K

Die Funktion D(z,z") entspricht dabei der iiblichen Definition der singuléren
Funktionen in der Quantenelektrodynamik.
Aus (7.82) folgt dann fiir den Fall ebener Wellen (7.83):

Gr/“(x,x/) _ (2(’27:-))4 /d3k 6ik(rfr/) /d/‘i e*icoli(tft/)

1 o Roe 2 g2
X [m:‘:lﬂ'm(s(ﬁ —k)

. (7.84)

7.4.5 Das Feld einer geradlinig und gleichférmig be-
wegten Punktladung

Wir behandeln hier, in gréferem Detail die Problemstellung, welche be-
reits im Abschnitt 7.4.1 behandelt wurde. Wir nehmen dazu an, daf} sich
die Punktladung parallel zur z—Achse mit einer konstanten Geschwindigkeit
v = (0,0,v) bewegt. Damit folgt fiir die Raumladungsdichte p(r,t) und die
Stromdichte j = (0,0, j,):

p(rt) = ed(x)d(y)o(z — vt)
J.(r,t) = wed(z)d(y)d(z — vt).

Somit gelten fiir das Potential ¢(r,?) und das Vektorpotential A(r,t) die
Wellengleichungen (7.33) und (7.34):

0"9,0(r, 1) = éé(w)é(y)cﬂz—w) (7.85)
09, A, (r, 1) = uov§5<x)5(y)5(z—vt). (7.86)

Die Losung von (7.85) ist durch

e

o(r, 1) / B dt G, 61, )0(2 — ot')6(y)o ()

€0

gegeben. Wir berechnen weiter:

602 —wvt')y =14 [v <Z;/ - t’)] = ﬁé <Z;/ - t')



und erhalten mit (7.84)

¢(r,t) =

kdﬁ)dzldtl eik1x+k2y+k3(zfz/)

. / 1 K
—icok(t—t") . 2 2 2,2
xe {k%—l—k%jtk%—/@?im_|/<;|5(k1+k2+k3 H)}

/
X —(5 S
lv|” \ v
Die Integration iiber ¢’ 148t sich leicht ausfithren und ergibt:

(b(r,t) _ e CO/ ‘,U‘ /d3kd klx+k2y+k3z)€7100.‘€t

50

1
X 27 + Z7T5(‘k| — K2 /dz’ —ik3z’ eicoz "k /v
k|” -
Wir bestimmen nun das letzte Integral

/Oodz" 51’2’00(5_37%) 25 (ﬁ - E) ’

Co Co v
und daraus folgt:
k= k33, k2 — k* = ki(1 — 3%).

Nun kénnen wir iiber « leicht integrieren, wodurch wir

e 1 4 1
1) = — /d3k ilk1z+koy+ks(z—uvt)]
el = e R TR TR0

k 2 2 2 2
im@6 kY + k3 + k31— 3 )}} (7.87)

erhalten.

Zur Untersuchung des Beitrages der §-Distribution in (7.87) betrachten
wir das Integral

I= /d3l<; S(? + k2 + k2 —3%k2)
—_————

=[k[?
in Polarkoordinaten (u = cosf)

1 o]
[ = 27r/du/dkk:25(k2— 22k2)

1 oo
= 271 [du [dkE*S(K*(1 — B%u?)).
[
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Da 8 < 1,u < 1 verschwindet das Argument der -Distribution nur fiir k£ = 0:

S(K*(1 — f2u?)) = %.

Das Integral ist also:

I = QW/Idufdka& =0
S 2k(1 — B%k2) ’

und dieser Beitrag zum skalaren Potential verschwindet.
Wir fithren nun die Transformation

ki :]{Zl, ké:]ﬂg, ]{Zé:/{?3\/1—52, dké:dk3\/1—62

ein und erhalten schliefSlich das Endergebnis

e Ky o+ ky+ Ry (z—vt)] (7.88)

1 1.
00t) = s [ e '

Dieses Ergebnis ist die Fourierdarstellung des Coulombpotentials einer mit
gleichméBiger Geschwindigkeit in Richtung der z—Achse bewegten elektri-
schen Ladung.

Man kann dieses Ergebnis auch auf viel einfachere Weise erhalten (dann
hétten wir allerdings nicht die soeben vorgestellte, wichtige Rechentechnik
kennengelernt): Wir betrachten wir ein Teilchen, welches im Koordinatenur-
sprung ruht:

o) = esr)
V() = —<o(r)
€0
/ 1 —ik(r—r’
Sr—r) = <2W)3/d3ke k(r—r")
ViG(r,r) = —0(r—71)
o) = — [d Gl
€0
Wir finden dann:
G(r,r') = —(VZ)_lcS(r—r')
1 -1 ike—r
- e e

—ik(r—r’

1 e )
= Bl ———
(2m)3 / k?
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was zZu

e 1 d3k efi[klvarkgerk:g'y(zfvt)]

E L2
fithrt. Mit der Lorentz-Transformation ¢'(r) = v¢(r’) ist wieder das Ergebnis
(7.88) aufgefunden.

¢(r) =

" g (2

7.4.6 Die Theorie der Cerenkov—Strahlung

Wir haben bereits in Abschnitt 7.4.2 gesehen, dafl die Geschwindigkeit eines
Elektrons die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit nie iiberschreiten kann. Bei der
Bewegung eines Elektrons in einem Medium kann jedoch seine Geschwindig-
keit v grofler als die Phasengeschwindigkeit des Lichtes in diesem Medium
sein. In diesem Fall “lauft” das Elektron dem elektromagnetischen Feld davon
— es wird also ein elektromagnetisches Feld abgestrahlt.

Die Geschwindigkeit v des Elektrons sei nun gréfler als die Phasenge-
schwindigkeit ¢’ der elektromagnetischen Wellen im linearen dielektrischen
Medium. Es gelte:

d =co/\E=cy/n <cy
(7.89)
d <v <.

Wir wollen dabei die Dispersion von ¢ nicht beriicksichtigen. Es ergibt sich
dann:

Volr.0) - (L) 2ot = ——ple)
- —a)ig(s@)a(y)a(z—m).

Die Losung dieser Gleichung findet man unmittelbar, indem man in (7.87)
co durch ¢ und gq durch e ersetzt, da von der Lorentztransformation nur
die z—Komponente betroffen ist. Es gilt dann:

e 1
Eo€ (271')3

(b(ra t) = /d?’k ei[k1x+k2y+k3(2—vt)]
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1
% {k% + k3 + k3(1 — 5%n?)

+ m%é [k:f + k3 + k3(1 — 52n2)} } : (7.90)
3

Wegen (7.89) folgt weiters unmittelbar:
2 2
(1-6%) = 1- (3) n2:1—(3,) <0
Co C

12 1

= ————>0.
v 32n2 — 1

Wir sehen daher, dafl die é6—Funktion in (7.90) nunmehr eine nicht triviale
Nullstelle aufweist. Wir finden also

ort) = =t

£oe (2m)?

/d?’/{i ei[k1l‘+k2y+k3(2’_vt)]

1 ks 2 2 2/ 12
: {k% TR T R R0 (o

Wir wollen nun die Integration in (7.91) ausfithren. Dazu ist es giinstig auf
Zylinderkoordinaten iiberzugehen:

k2 + k3 = k% Vv o= arctan%, ks
2 +y? = ph T = pcosa, Yy = psina
Es folgt dann:

exp {i [k1x + koy + k3 (2 — vt)]} =
exp {i [kpcostcosa+ kpsinysina + ks (z — vt)]}
= exp{ilkpcos(¢p —a) + k3(z — vt)]}.

Wir werten nun das Integral

0o 27 [
1= ik [ [ digetoeto
0 0 —00

, 1 k
ik3(z—ut) : 3 2 1.2/.02
x '8 {kQ—kg/’y’Q :I:m‘ks‘é(k k3 /vy )}

aus. Zuerst erfolgt die Winkelintegration
2m 2m
/dw eikpcos(zp—oz) _ /dw/ eikpcoszp’ — o J()(]{]p)
0 0
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mit der Besselfunktion Jy(z). Es folgt weiter

or,t) = / PG / dk kJo(kp)

eoe(2m)?
1 . k3 2 2712
: {k2 — K3/ im@(s(k ~ k%))

Die weitere Auswertung betrifft nun die Integration iiber k:

1
/ Ak (ho) 7 = (12 = &2/77]
T 1
- /dkkJo(k;p)m
0
T
- Ty,
" N[t

mit der Neumannfunktion Ny(z). Es gilt weiters:

[k kdo(l)s (K = 12) = 2 Jo([blo)

und damit folgt:

1) = dk’ iks(z—vt)
o(r,¢) 5052 (27)2 / ¢
ks
[imoukg\pmm—wNo<|k3\p/v'> (o)

No(|ks|p/7') ist eine gerade Funktion von k3 und Jo(|ks|p/v)ks/ |ks| ist eine
ungerade Funktion von k3. Zerlegt man ferner die Exponentialfunktion in
ihre sin— und cos—Anteile, so kann man sich fiir den gesamten Integranden
auf die Terme mit geraden Funktionen beschranken:

M /dk3 {£sin [k3 (z — vt)] Jo(ksp/7)

+ cos [k3(z — vt)] No(ksp/v")] -

¢(rv t) =

Aus der Theorie der Bessel- bzw. Neumannfunktionen folgt weiters:

/daz sin(ax) Jo(z5) = /d:c cos(ax)No(Bx) = o =p

0 6>a>0
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und damit erhalten wir das Endergebnis fiir die auslaufende Welle:

e 1 1 !
60_5(271_)\/(1}15—2)2—p2/’y/2 (vt—z)>p/7 >0

o(r,t) = (7.93)
0 p/v > (vt —z) > 0.

Fiir die einlaufende Welle erhalten wir ¢(r,t) = 0. Das Vektorpotential A
ist im Eigensystem des geladenen Teilchens gleich Null und daher hat die-
ses im System des Beobachters aufgrund der Lorentztransformation nur eine
z—Komponente, welche proportional ¢(r,t) ist. Damit kann dann alles aus-
schliellich iiber das skalare Potential beschrieben werden:

_0¢(r, 1) _ 099¢(r, 1) _209(r, 1)
Bp= = By=—mis Bo=o (7.94)
. 00(r. 1 00(r. 1)
r, r,
H, = vege oy H, = —vege R H,=0. (7.95)

Physikalische Interpretation des Ergebnisses

Eine solche gelingt am besten, wenn man das skalare Potential zum Zeitpunkt
t = 0 bestimmt. Es folgt aus (7.93):
(& 1 1 /
50_5(27r)\/22_p2/,y/2 —z>p/v >0
¢(r,0) = (7.96)

0 p/y > —z>0.

Daraus ergibt sich weiter, da die Aquipotentialflichen durch die Bedingung
2* — p?/4"* = konst. (7.97)

bestimmt sind. Diese Gleichung beschreibt Rotationshyperboloide, dabei ist
das skalare Potential und damit auch die davon abgeleiteten Felder nur im
Bereich negativer z—Werte von Null verschieden. Das Elektron fiihrt also fiir
den Beobachter einen Feldkegel mit sich, dessen Erzeugende durch

—z=p/y

beschrieben sind.
Mit Hilfe von (7.94) und (7.95) erhélt man dann die Felder:

1 er
B o= - 7.98
2mee 12 (22 — p2/7’2)3/2 ( )
H = cevxE. (7.99)
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r>0

Abbildung 7.6: Das Cerenkov-Feld. Die Aquipotentiallinien nach (7.97) sind
punktiert eingetragen.

Dies erlaubt die Bestimmung des Pointingschen Vektors

S=ExH
und damit ergibt sich:
S, = —wveeE,E, >0, 2<0 (7.100)
S. = wvepeE} >0, (7.101)

mit

E, = /B2 E2.
S=,/53+ 52 =vepeFE,

S, FE
cosﬁzFZEp:g.

Der Kegelmantel stellt eine Sprungfliche dar. Die Theorie solcher Sprung-
flichen wurde von Courant-Hilbert behandelt. Man erkennt aus dieser Theo-
rie, daf sich eine solche Sprungfliche mit der Lichtgeschwindigkeit des Medi-
ums fortpflanzt, wobei die Teilchengeschwindigkeit selbst grofier als diese ist.
Nachdem die Sprungflache aber nicht abreiflen kann, wird sie sich stets so
einstellen, dal der Winkel ¢ einen solchen Wert annimmt, daf§ die Projektion

Daraus folgt weiter

und
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der Teilchengeschwindigkeit v auf jeden Vektor normal zur Kegelfliche den
Wert ¢ annimmt.

AbschlieBend ist noch zu bemerken, daf§ eine Berechnung der vom Teil-
chen abgestrahlten Gesamtenergie unter der Bedingung, daf} € dispersionsfrei
ist, also € = konst., den Wert unendlich ergibt. In Realitdt nimmt aber der
Brechungsindex mit steigender Frequenz ab und der abgestrahlte Energiebe-
trag bleibt endlich.
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