Kapitel 2

Lagrange Feldtheorie

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Feld in jedem Raumpunkt als dy-
namische Variable und diese soll dann direkt quantisiert werden. Dieser Zu-
gang zur Quantenfeldtheorie verallgemeinert die klassische Mechanik und
ihre Quantisierung auf ein kontinuierliches System, also ein Feld. Hiezu wird
eine Lagrangefunktion eingefiihrt, aus welcher durch Anwendung des Ha-
miltonschen Prinzips Feldgleichungen folgen. Wir fiihren im weiteren die zu
den Feldern konjugierten Impulse ein und prigen diesen kanonische Vertau-
schungsrelationen auf. Auf diese Weise ist eine systematische Quantisierungs-
prozedur gegeben.

2.1 Klassische Lagrange Feldtheorie

Wir untersuchen ein System, welches zu seiner Bestimmung mehrere Felder
or(z*),r = 1,..., N benétigt, z# = (¢,r). Der Index r kann auch dazu ver-
wendet werden Komponenten desselben Feldes, etwa eines Vektorpotentiales
A(z") zu beschreiben. Wir beschréinken uns dabei auf eine Theorie, wel-
che unter Verwendung eines Variationsprinzipes aus einem Wirkungsintegral
iiber eine Lagrangedichte

L= L(¢r,0ur) (2.1)
abgeleitet werden kann. Hier bedeutet
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Gleichung (2.1) beschreibt natiirlich nicht den allgemeinst méglichen Fall,
aber ein Grofiteil der hier interessierenden physikalischen Probleme wird
durch (2.1) abgedeckt.



Wir definieren nun das Wirkungsintegral S(B) fiir eine beliebige Region
B des vierdimensionalen Raum-Zeitkontinuums durch

S(®) = [d'a L(6r,0,0r). (2.2
B

Wir postulieren nun, dafl die Bewegungsgleichungen — also die Feldgleichun-
gen — aus einem Variationsprinzip gewonnen werden, welches analog zum
Hamiltonprinzip ist. Wir betrachten daher in der Region B Variationen der
Felder

¢ (z") — @ (2¥) + b, (), (2.3)
welche an der Randfliche Sg, die B begrenzt, verschwinden:

5p(z") =0, V a* € S (2.4)

Die Felder ¢,(z*) kénnen dabei auch komplexwertig sein. In einem solchen
Fall deutet man dann die Felder ¢,(z*) und ¢}(z*) als unabhiingige Felder.

Wir fordern nun, daf§ im Bereich B das Wirkungsintegral (2.2) unter Va-
riationen (2.3) stationér bleibt:

0S(B) =0, (2.5)
oder

5S(B) = [ d'zL(¢r, Dudr)
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und somit ist die Forderung S(B) = 0 durch die Euler-Lagrange Gleichungen
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erfiillt. Sie sind auch die gesuchten Feldgleichungen.

Diese klassische Theorie soll nunmehr quantisiert werden. Dazu miissen
konjugierte Orts- und Impulsvariable eingefiihrt werden. Das hier studierte
System hat eine kontinuierlich unendliche Zahl von Freiheitsgraden, welche
den Feldwerten der Felder ¢,(x*) entsprechen. Diese Feldwerte sind in jedem
Raumpunkt r Funktionen der Zeit ¢. Zur Einfiihrung konjugierter Variabler
gehen wir vereinfachend auf ein System von abzihlbar vielen Freiheitsgraden
iiber und fithren am Ende wieder den Ubergang zum Kontinuum durch.

Wir betrachten dazu unser System zu einem festen Zeitpunkt ¢ und zerle-
gen den dreidimensionalen Raum, also die ebene Raumoberfliche ¢ = konst.
in kleine Zellen dr; von gleichem Volumen. Innerhalb dieser Zellen n&hern
wir die Feldwerte durch ihren Wert im Zentrum der Zelle r = r; an. Damit
ist das System durch einen diskreten Satz verallgemeinerter Koordinaten

¢i(t) = oe(i,t) = ¢ (t,r;), r=1,...,N; i=1,2,...

beschrieben, welche den Feldwerten an den diskreten Gitterpunkten r; ent-
sprechen. Ersetzen wir nun die Raumableitungen der Felder durch Differenz-
koeffizienten zwischen benachbarten Gitterpliatzen, so kann man die Lagran-
gefunktion des diskretisierten Systemes durch

L(t) = Zérici(qﬁr(z’, t), dr (i, 1), i (i, 1))

beschreiben, q.ﬁ,(i,t) = 0y, (i,t). Die Lagrangedichte in der i-ten Zelle, L,
héngt vom Feld in den benachbarten Gitterzellen i’ ab, da wir die Ortsablei-
tung durch eine entsprechende Differenzbildung ersetzt haben. Wir definieren
nun die zu g¢,; konjugierten Impulse in iiblicher Weise:

oL oL
rilt) = 25— = 0 = ,',té,-, 2.7
Peilt) = o= = 53 g = i) (27)
mit or
(i, 1) = ———. (2.8)
0, (i, 1)

Die Hamiltonfunktion des Systems ist dann durch
H = Zpr,iq'r,i - L
i

= Z(Sri [m(i, t)q'ﬁr(i,t) — Ei] (2.9)



gegeben. Wenn wir nun den Limes dr; — 0 bilden definieren wir die Felder
mr(z*), welche den Feldern ¢, (x*) konjugiert sind, iiber

oL
Oy (z)’

und wir erhalten fiir die Lagrangefunktion

- (z!) =

L(t) = / &’r L(¢r, Oudy), (2.10)
und fiir die Hamiltonfunktion
H(t) = /d% H(z"), (2.11)
mit der Hamiltondichte

H(z") = mp () $r (@) = L(br, Duhr)- (2.12)

2.2 Quantisierte Lagrange Feldtheorie

2.2.1 Vertauschungsrelationen

Der Ubergang von der klassischen zur Quantenmechanik ist nunmehr leicht
zu vollziehen: wir interpretieren die konjugierten Koordinaten und Impul-
se des diskreten Gitters als Heisenbergoperatoren und unterwerfen sie den
kanonischen Vertauschungsrelationen:

[cﬁr(j,t),frs(j',t)} - Z%
(2.13)
[Qgr(j, t)aés(jl’t)} = [’ﬁ'r(]’ t)’ﬁ-s(j’,t)] —o.

Geht nun dr; gegen Null, so gilt

5i
m -2 — d(r—r)
or;—0 (Sl'j

fiir r in Zelle j und r’ in Zelle j'. Daraus folgt fiir die Vertauschungsrelationen:
[@(r, 1), s (x, t)} = i6,,0(r — 1)
(2.14)
(60,6, 8)| = [ (e0), 72, 1)) = 0.
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Es muf} hier besonders betont werden, da§ die Kommutatoren (2.14) die
Felder zur selben Zeit enthalten. Es wird noch die Aufgabe spiterer Uberle-
gungen sein, die Vertauschungsrelationen fiir unterschiedliche Zeitpunkte zu
untersuchen.

2.2.2 Symmetrien und Erhaltungssitze
Noether Theorem

Aus der Heisenbergschen Bewegungsgleichung fiir den Operator O(t)
d A A -
i O(t) = [O(t),ﬂ]
folgt, daB O(t) eine Konstante der Bewegung ist, wenn
[O(t), H] —0

erfiillt ist. Konstante der Bewegung entspringen Invarianzeigenschaften von
Systemen unter der Wirkung von Elementen aus Transformationsgruppen.
(So fiihrt etwa die Translationsinvarianz zur Erhaltung des linearen Impulses
und die Drehinvarianz - also Invarianz unter Operationen der Drehgruppe
- zur Erhaltung des Drehimpulses.) Solche Transformationen erlauben auch
dquivalente Systembeschreibungen; etwa zwei Referenzsysteme, welche iiber
die Lorentztransformation in Beziehung stehen. In der Quantenmechanik
miissen zwei solche Systembeschreibungen iiber eine unitédre Transformation
U gekoppelt sein, welche Zustéinde und Operatoren wie folgt transformiert:

vy — [¢)=Uly)
(2.15)
O = O =000t

(Siehe auch Appendix B.1, in welchem Schrédingerbild, Heisenbergbild und
Wechselwirkungsbild als dquivalente Systembeschreibungen diskutiert wer-
den.) Durch die Unitaritéit der Transformation wird sichergestellt, daf§

(a) die Operatorgleichungen kovariant sind; sie haben also dieselbe Form
unabhingig davon, ob sie in den urspriinglichen oder in den trans-
formierten Operatoren angeschrieben wurden. Dies gilt insbesonders
fiir die Vertauschungsrelationen und fiir die Bewegungsgleichungen. (So
sind etwa die Maxwellgleichungen kovariant beziiglich der Lorentztrans-
formation.)
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(b) die Amplituden der Zustinde und damit die Erwartungswerte fiir die
Observablen invariant sind.

Im Fall von kontinuierlichen Transformationen kann U als

A - A

U=éel, T=T7T" aecZ (2.16)
geschrieben werden. Daraus ergibt sich die infinitesimale Transformation
U=1+idal, (2.17)
und wir erhalten fiir (2.15):

0 = 0+60
= (i + i5aT> O (i — iéaT)

A

50 = ida [T,OA}. (2.18)

Ist die Theorie unter solchen Transformationen invariant, so ist der Hamil-
tonoperator invariant, also 6H = 0, und damit [T, ﬁI] = 0 und 7T ist eine
Konstante der Bewegung.

Fiir eine Feldtheorie, deren Feldgleichungen aus einer Lagrangedichte £
abgeleitet wurden, kann man Erhaltungsgréfien konstruieren, indem man

die Symmetrietransformationen von £ untersucht. Wir betrachten zunéchst
Transformationen der Art:

o (z")  —  l(at) = ¢ (zH) + 6, (a). (2.19)
Dies induziert in £ eine Anderung §£:

oL oL

oL = —0¢, —04(0, 0,
8¢T ¢ +a(aﬂ¢r) (/«LQS)
——

%—aﬂ(%)ﬂ

oL oL
= aﬂ (a(8u¢r)> 5¢7‘ + a(auqsr) 5(aﬂ¢’r)

oL
= O (awm)é‘”) '

Ist nun £ invariant unter den Transformationen (2.19), also 0L = 0, so folgt
mit: ac

0 (7(5@) =0,f*(z") =0, 2.20

w a(au ¢7‘) 15 ( ) ( )
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unmittelbar eine Kontinuititsgleichung. Wir definieren
FH(t) = /d% fA(t,r), (2.21)
und erhalten:
. FH(t) = / @ 9, " (t,7) = 0
= /d3r Ao fO(t,r) + /d3r 9;f(t,r) =0,

oder J
ﬁFO(xO) + /d?’r 0; f?(a) = 0. (2.22)

Daraus folgt, dafl
F(2%) = /d3r O(z*) (2.23)

eine Erhaltungsgrofe ist. Setzt man also T = F°, so ist der zugehorige unitire
Operator durch (2.16) gegeben.

f* ist ein Vierervektor mit f° einer Volumensdichte und f7 einer Strom-
dichte der Erhaltungsgroéfe F°. Wird (2.22) auf ein endliches dreidimensiona-
les Volumen (2, welches von einer Oberfliche § abgeschlossen ist, angewendet,
so besagt diese Beziehung, da§ die Abnahme von F° innerhalb von Q gleich
dem Strom von F° durch die Oberfliche S ist. Man nennt daher den Vie-
rervektor f*  welcher (2.20) geniigt, einen Erhaltungsstrom. (Genauer: eine
Erhaltungs-Viererstromdichte.)

Theorem 2.1 (Noether Theorem) Die Invarianz der Lagrangedichte L
unter kontinuierlichen, einparametrigen Transformationen impliziert eine Er-
haltungsgrafse.

Aus (2.20) folgt weiter:

0 . oL _oc
f (‘Tu) - 8(60¢,,-) 5¢r($u) - aQﬁr(ﬂi“)éér(xu)
L m ()56, (o),
und somit erhalten wir:
FO(z%) = /d3r 7 (2*)ddy (xH). (2.24)
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Komplexwertige Felder, Ladung

Bisher haben wir uns mit reelwertigen Feldern ¢,(z*) auseinandergesetzt,
¢-(z*) kann aber auch komplexwertig sein. In der quantisierten Theorie ent-
sprechen diese dann nicht hermiteschen Operatoren. Es werden dann ¢, und
¢ als unabhéngige Felder behandelt. Ist nun £ invariant unter den Trans-
formationen

¢ = ¢ =G, = (1+1ie) ¢,
(2.25)

or = (8) =e g~ (1—ie) 4],
und mit € € R erhalten wir
56, = isd; 097 = —isg.
Damit folgt fiir (2.24):

PO = e / Pr [r () (@) — m (@) (2.26)

Da F° multipliziert mit einer beliebigen Konstanten ebenso erhalten bleibt,
betrachtet man

Q= —ig / @ [y (2 (a) — 2 () (%) (2.27)

als Erhaltungsgrofie, wobei ¢ eine noch zu bestimmende Konstante ist.
Wir quantisieren nun das System im Sinne von Abschnitt 2.2.1 und unter-
suchen die Vertauschungsrelation [Q, b (:v“)] und finden fiir gleiche Zeiten

() =)
[Qbntam] = =i [ {[Ra)da), b0

- [#@)s

0 (et ).
= —qp,(z"). (2.28)

Wir nehmen nun an, dafl der Operator QAEigenzustéinde |@Q") zum Eigenwert
@' besitzt, und bestimmen die Wirkung ¢, (z*) |Q'):

Q) = Q@)
) 6 (@)Q1Q) = Qé,(=")|Q)
06:(2) @) + Q0 (") |Q) = Qr(a") Q)
Qo (@) |Q) = (@ -9 Q). (229)
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Damit ist ¢, (z*) |Q') ein Eigenzustand der Erhaltungsgrofie Q zum Eigenwert
@' — q und wir konnen daher den Operator ¢,(z*) als Vernichtungsoperator
bezeichnen.

Wir bestimmen weiters:
(@8] = g @ {[")b(a"), 810
- [#E@")dlE"). )] |
= ql(z"), (2.30)
und finden:
A AEQIQ) = Q") |Q)
—q¢l(sv“)\@'>+égafl(:v“)\62’> = Q’aﬁl(:v“)jQ’>
Qol(a") Q) = (@ +q)dl(@") Q).  (2:31)

Daraus ist ersichtlich, daf der Zustand ¢ (z*) |Q’ ) ein Eigenzustand von Q
zum Eigenwert () +¢ ist. Damit kann der Operator ¢} (z#) als ein Erzeugungs-
operator bezeichnet werden. Der Eigenwert (' der Observablen () dndert sich
um =gq.

Es wird sich spiter noch herausstellen, dafl +¢q die elektrische Ladung
jener Teilchen ist, welche durch die komplexwertigen Felder ¢, (x*) beschrie-
ben werden. Damit wird dann ¢, (z*) ein Operator, welcher Teilchen mit der
Ladung +q vernichtet, oder Teilchen mit der Ladung —q erzeugt. Fiir den
Operator (/3:[ (z*) gilt umgekehrtes. Also interpretieren wir den Operator Q
als den Ladungsoperator. Somit ist die Ladung eine Erhaltungsgréfie, wenn
die Lagrangedichte gegeniiber Transformationen vom Typ (2.25) invariant
ist. Eine solche Transformation wird auch als globale Phasentransformation
bezeichnet, da die Phase ¢ in (2.25) von z* unabhéngig ist. Man bezeichnet
dies auch als Eichtransformation erster Art. Es folgt weiters aus (2.27), daf
komplexe Felder, also nicht hermitesche Feldoperatoren, notwendig sind um
im Rahmen einer Feldtheorie geladene Teilchen zu beschreiben. Hermitesche
Feldoperatoren beschreiben hingegen ungeladene Teilchen.

Zur Eindeutigkeit des Verfahrens ist es noch notwendig den Vakuumzu-
stand |0) geladener Teilchen zu definieren:

Q10) = 0. (2.32)

Die Transformation (2.25) kann man auch als

A~

U= eiaQ
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schreiben, was zu

¢, = €U0

(1+ iaQ)qﬁT(l - ian

(5: +i0Qd)(1 — iaQ)

~ ¢ —iaQ +iaQf,

= ¢ +ia [Q, ér}

= (1-iag)d, (2.33)

fithrt. Dies ist ident zu (2.25) fiir e = —ag.

Q

Wir haben hier von elektrischer Ladung gesprochen, die hier diskutierte
Analyse gilt aber uneingeschrankt fiir alle anderen Formen von Ladung.

Energie-, Impuls- und Drehimpulserhaltung

Die Energie-, Impuls- und Drehimpulserhaltung folgt aus der Invarianz der
Lagrangedichte £ gegeniiber Translationen und Rotationen. Diese Transfor-
mationen formen eine kontinuierliche Gruppe und es ist somit ausreichend
infinitesimale Transformationen zu betrachten, da jede Transformation durch
eine Folge infinitesimaler Transformationen realisiert werden kann.

Die Transformation ist ganz allgemein durch

To — Ty = To+0z4
= X4+ Eag.’Lﬂ + 0, (2.34)

gegeben. ¢, ist dabei eine infinitesimale Verschiebung und die €,43 sind Ele-
mente eines infinitesimalen, antisymmetrischen Tensors, 45 = —€g4, Welcher
die Invarianz des Skalarproduktes z,2® unter homogenen Lorentztransforma-
tionen (d, = 0) sicherstellt.

Die Transformation (2.34) resultiert in einer Feldtransformation, welche
von folgender Form sein soll:

b= B =6 g SR (2

z und z' bezeichnen dabei denselben Punkt in den beiden unterschiedlichen
Referenzsystemen und ¢, bzw. ¢, sind dann die Feldkomponenten in den
beiden Systemen.
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Die Invarianz unter den Transformationen (2.34) und (2.35) bedeutet, daf
die Lagrangedichte, ausgedriickt in den neuen Koordinaten, dieselbe funktio-
nale Form hat wie in den alten Koordinaten, also

L (67 (2"), Oar(a")) = L (¢,(2"), Ity (a)) - (2.36)

Aus (2.36) folgt dann die Kovarianz der Feldgleichungen und alles weitere.
Erhaltungssitze folgen wenn man die rechte Seite von (2.36) unter Verwen-
dung der urspriinglichen Koordinaten und Felder mit Hilfe von (2.34) und
(2.35) ausdriickt.

Die Anderung von ¢, (z*) mit unverindertem Argument wurde bereits in
(2.19) angegeben:

0¢r (2) = (") — ¢r(2") (2.37a)
und wir fithren noch die weitere Variation
or¢r(z) = ¢, (2"") — ¢r (") (2.37b)

ein. Wir konnen weiter schreiben:

o, (z") = [o(2") — ¢, ()] + [6r (™) — b, ()]
= ¢, (z"") + O, (2")0x4, (2.38)

mit dzz aus (2.34). In erster Ordnung kleiner Gréfen kann man (2.38) auch
als

Ordr (") = 0 (") + Opdr (2*)dx 5
schreiben und dann ergibt Gleichung (2.36)

0 = L(¢(2"),0,0,(2")) = L (dr(a"), Datbr(z"))
= 0L+ 0,L6z°. (2.39)

Es folgt, wie schon friiher:

L = 0, [im]

9(0atr)
oL
= S - ) 2.40
806 {a(aaQST) [5T¢r aﬁquéxﬁ]} ( )
Wir fassen (2.39) und (2.40) zusammen und finden
oL ol
aa {m [5T¢r — 8ﬂ¢,«5$ﬂ] -+ ﬁé.@ } = 0,
oder
aafa - Oa



mit

e = (afér) or¢r — (gﬁ%)aﬂqﬁ,axﬂ + Loz
- (afasr) o (af¢r)8ﬂ¢’"5” + Loy
— (afd)r)5T¢r T6xp. (2.41)
Der Tensor 7 ist durch
T = 5 (gjsr)aﬂqs,. — Lg*? (2.42)

gegeben.

Wir betrachten nun reine Translationen: fiir diese ist €44 = 0 und dz, =
0n. Damit ist d7¢, = 0 und wir erhalten

[ = =T bz, (2.43)

und da die vier Verschiebungen ¢, voneinander unabhéngig sind, folgen die
vier Kontinuitdtsgleichungen

0T =0, «a=0,1,2,3, (2.44)
Damit erhalten wir in Analogie zu (2.21) die vier Erhaltungsgréfien
pP* = / d*r 7%
(2_8) 3 Y Qo u O
= d’r [m(a")0%, (z") — Lg"?] . (2.45)
Wir erhalten weiter:
P = /d3r (7 (2")8° ¢, (2") — L]
=2 / d’rH =H, (2.46)

und schliefllich
pi= / Bz, (20 6, (). (2.47)

Damit kann P® als der Energie-Impuls Vierervektor identifiziert werden, mit
P? der Energiekomponente und P? den drei Impulskomponenten des Feldes.
Dem entsprechend nennt man den Tensor 7*? den Energie-Impulstensor des
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Feldes. Gleichung (2.44) beschreibt somit die Energie-Impuls Erhaltung unter
Translationstransformationen.

Im n&chsten Schritt untersuchen wir reine Drehungen, also d, = 0. In
diesem Fall folgt fiir f*:

fe= %%MW, (2.48)
mit or
apy _ B u Boy _ ygap
M a(aa%)ZS ps(ah) + [2P T — 27T . (2.49)

Die €, sind voneinander linear unabhéngig und damit folgt die Kontinuitéts-
gleichung
D M7 = . (2.50)

Wir haben als Erhaltungsgroen (wegen M%7 = — AMa78);

M = /d%MOO‘ﬁ

= /d% {[xaﬂﬂ 2?7 + 7, (z*) Zs b () } (2.51)

Fiir die Raumindizes (7,7 = 1,2,3) ist M%¥ der Drehimpuls(operator) des
Feldes. (So ist M*? die z-Komponente des Drehimpulses.) Man kann dabei
den Anteil in den eckigen Klammern von (2.51) als den Bahndrehimpuls
interpretieren. Der letzte Term wird dann als inner Spindrehimpuls des Feldes
interpretiert.

“Rezept” zur Feldquantisierung

1. Definition des klassischen Feldes ¢, (z#). (Dies erfolgt zumeist durch
Angabe der Feldgleichungen.)

2. Aufsuchen der Lagrangedichte.
3. Bestimmen der konjungierten Impulse , (z*).

4. Quantisierung. Die Feldfunktionen ¢,(z*) werden zu Feldoperatoren
¢r(z*) und die konjungierten Impulse 7, (z#) zu Operatoren 7, (z*).
Einfiihrung von Vertauschungsrelationen zwischen diesen beiden Ope-
ratoren.

5. Entwicklen der Feldoperatoren nach Losungen der klassischen Feldglei-
chungen. Dies fiihrt zu neuen Operatoren @ und af. (Anhang C)
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6. Ableitung der Vertauschungsrelationen dieser neuen Operatoren und
Bestimmung ihrer Eigenschaften. Von besonderem Interesse ist hier
noch der Operator afa.

7. Darstellung des Hamiltonoperators und anderer Erhaltungsgrofien un-
ter Verwendung der Operatoren @ und a'.
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