Kapitel 3

Das Klein-Gordon Feld

3.1 Quantisierung des Klein-Gordon Feldes

Man kann die Klein-Gordon Gleichung auch als Feldgleichung der Lagrange-
dichte

1
L= [0 (2*)0% p(2*) — mge” (z*)] (3.1)
auffassen. Dies wollen wir nun beweisen.
Die Feldgleichung fiir £ folgt aus (2.6):
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Es folgt also:
(0,0" + mj) ¢(a*) =0, w.z.b.w.

Damit konnten die ersten zwei Punkte des “Rezeptes” zur Feldquantisierung,
ndmlich Definition des klassischen Feldes und Aufsuchen der Lagrangedichte
abgeschlossen werden.

Die zu ¢(z*) konjugierten Impulse 7(z*) findet man aus

oL
09
91

= (B040°¢ + 0;607$ — me) .

w(z!) =

Nun ist aber N
003" = Dopdod = 99,
und damit folgt unmittelbar:

m(z") = Opo(z*) = p(2"). (3.2)

Wenn wir nun quantisieren, wird das reelle Feld ¢(z#) zum hermiteschen
Feldoperator ¢(z*) = ¢'(z*), welcher mit den konjugierten Impulsoperato-
ren 7(z*) folgende Gleichzeitigkeitsvertauschungsrelationen (20 = z'%) be-
friedigt:

[dam). 3] = id(e )
(3.3)
(6", 0(")| = [#(2), 7 (2™)] = 0.
Es soll nun gezeigt werden, dafl durch ein solches quantisiertes Feld Teil-

chen beschrieben werden, hierzu entwickelt man qg(x“) nach dem vollstandi-
gen Satz von Losungen der Klein-Gordon Gleichung:

o(z") = §*(a*) + ¢~ (a*), (3.4)

mit

b =3 (30s;) b0 55

und




wobei €2 das Volumen eines Grundgebietes ist, welches zur Einfiihrung pe-
riodischer Randbedingungen definiert wurde. Der Wellenzahlvektor k geht
iiber alle Werte, welche durch das periodische Grundgebiet zugelassen wer-

den:
2T

A
wenn L die Kantenldinge des Grundgebietes ist. (Siehe auch Anhang C.) Wir
erhalten weiter

k = nl,ng,ng,), nZ:0,:|:1,:|:2,

K = wy = (m2+ k)7 (3.7)
Daraus folgt, dal der Vektor
k* = (E,k)
ein Vierervektor ist, mit
B=uw=(md+K2)". (3.8)

(3.8) ist die Energie eines Teilchens der Ruhemasse mg und mit dem Impuls
k, wie man aus dem Vergleich mit Gleichung (D.12) unmittelbar ersieht.
SchlieBlich stellt die Tatsache, daf a(k) und af(k) stets paarweise auftreten,
sicher, daB ¢(z*) hermitesch ist.

Wollen wir nun die Vertauschungsrelationen fiir die Operatoren a(k) ab-
leiten, so miissen wir zunéchst die a(k) durch die Operatoren ¢(z*) aus-
driicken. Dazu ist es niitzlich die Zeitableitung von ¢(z*) zu bestimmen:

Dod(at) = ™ (") + Dod (a*)
= DN [al)e B +af (e
k

exp{ik,a"} = exp {i (koz® —kr)}
= exp {z (kaU - kl‘)} )

und damit wird

ik, T* . ik, ™
806116#56 — Zwkezk#w

do(zt) = Z Ny [—iwa(k)e™™ " + jwia’ (k)e* "] .

Man findet jetzt unmittelbar

a(k) = < 291%)% Q/ d3r ekne" [iaoé(x“) +wk<£(:c“)] : (3.9)
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und analog

a'(k) = (291wk)

Dies erlaubt die Berechnung der Vertauschungsrelation [a(k),a'(k')]:

=

/d?’r etkne” [—i@oq?)(x“) +wkq3(a:“)} : (3.10)
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df(kl)d(k) - NNy /d37“d37‘lezk“w“e_zkuzu

X [—i@oé(:r’“) + wk'é(xlu)} [i(’)oqg(x“) + wk‘/g(xu)]
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&(k)&T(k,) - &T(kl)&(k) = NNy /dsTdE;rl etkut o —ik '
x L [Q00(a), d(a™)] + i [Dod(a™), ()] }
_ 1 3. 3.1 ikyoh —ikl "
= Nka’/drdre "
X [wed (" — 1) + wid(r — 1')]
1 - ,

= 5k,k’7

also

[ak),a’ (k)] = bk
(3.11)
la(k),a(k)] = [a'(k),a'(K)] =0.

Damit wurden wieder die Vertauschungsrelationen fiir Leiteroperatoren des
harmonischen Oszillators aufgefunden, was es uns gestattet die Ergebnisse
des quantenmechanischen Oszillators (und von Anhang C) zu {ibernehmen.

Die Operatoren
i(k) = af (k)a(k)

haben als Eigenwerte die Besetzungszahlen ny = 0,1,2, ... und man kann die
Operatoren af(k) und a(k) wieder als Erzeugungs- bzw. Vernichtungsopera-
toren von Teilchen mit dem Impuls k und der Energie wy interpretieren.
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Der Hamiltonoperator folgt aus (2.46):
B = /d%% = /dsr [#2(2") = £(d(2"), Dad(a") |
= [er {0 - § [oubenorden - miden)]
= / d%% [7%2(95“) + V2h(at) + mﬁcﬁ(x“)] (3.12)
und aus (2.47)
pi— / 1 7 (20, (V). (3.13)
Durch Einsetzen von (3.9) und (3.10) folgt schlieBlich aus (3.12):

o Zk:wk [af(k)a(k) + %} (3.14)

und

P=>k [a*(k)a(k) + ﬂ : (3.15)

Aus diesen Ergebnissen folg weiters [I:I , 15] = 0 und P ist somit eine Kon-
stante der Bewegung.

Aus (3.14) ergibt sich, daf§ der Zustand niedrigster Energie, der Grundzu-
stand, des Klein-Gordon Feldes der Vakuumzustand ist, in welchem es keine
Partikel gibt (nx =0, Vk). Dieser Zustand ist durch

a(k) |0) =0, Vk (3.16)
oder durch X
¢T(a")[0) =0, V(") (3.17)
definiert.
Das Vakuum hat die unendliche Energie %Zwk, da aber nur Energie-
k

differenzen beobachtbar sind, ist dies kein Problem, da man alle Energien
relativ zur Energie des Vakuumzustandes mifit. Man kann aber das explizi-
te Auftreten solcher unendlicher Konstanten dadurch vermeiden, da} man
die Normalordnung von Operatoren einfiihrt. Im Normalprodukt stehen alle
Vernichtungsoperatoren rechts von allen Erzeugungsoperatoren:

N [a(ks)a(ks)a" (ks)] = af (ks)a(ki )a(ks) (3.18)
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N @)ow)| = N6 +d @) |6t +é )]}
= N[t @8] + N 61 @6 ()]
TN |67 (@) W) + N |67 ()6 ()]
= $HET W) + 6 (1) (")
+ () (W) + () (). (3.19)

Wegen (3.16) verschwindet dann offensichtlich jeder Vakuumerwartungswert
eines Normalproduktes. Damit kann man die Lagrangedichte £ und auch
die Energie, den Impuls, und den Drehimpuls eines Feldes iiber Normalpro-
dukte anschreiben. Auf diese Weise kann man (3.14) und (3.15) zu einem
Viererimpuls-Operator

P =(H,P)=) ki (k)a(k) (3.20)

zusammenfassen.

3.2 Das komplexe Klein-Gordon Feld

Fiir das komplexe Klein-Gordon Feld modifizieren wir die Lagrangedichte
(3.1) wie folgt:

L =N [0a8! ()0 $(a*) — mig! ()¢ (z")] . (3.21)

Die zueinader adjungierten Felder ¢(z#) und ¢'(2#) werden als unabhiingige
Felder behandelt, welche den Klein-Gordon Gleichungen

(0"0 +mg)p(z") = 0
(049, + md)p'(z") = 0 (3.22)

geniigen. Die konjugierten Felder folgen mit
m(at) = §l(a"), (") = g(a"), (3.23)
und daraus folgen die Vertauschungsrelationen fiir gleiche Zeiten (z° = z'°):
[Bam), 7 @™ = sl —r)
6@, 0@™)] = [6a),d' ") = [#a"),7G™)]  (329)
= [f@@"),7@")] = [8la"), 7(")] = 0.
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Wir erhalten dann fiir die Fourierentwicklung in Analogie zu (3.5) und (3.6):
dla") = §T(a*)+ ¢ (a")
1 \? | N
= a(k)e * e 4 T (k)ethve” 3.25
> (0m) [00e 7 wiimen=]. o2y

und

qST(x“) — (/§T(+)(mu)+q§f(f)(xu)

1

1 2 s , ,
= k)e " 4 Gt (k)et | . 2
zk:(mwk) (k) + (e (3.26)

Damit findet man die Vertauschungsrelationen:

[a(k), ' ()] = [b(k), B ()| = e, (3.27)

und alle anderen Vertauschungsrelationen sind Null. Damit kénnen die Ope-
ratoren a(k), b(k) bzw. die Operatoren af(k), bf(k) als Vernichtungs- bzw.
Erzeugungsoperatoren von zwei Teilchentypen, den a- und den b-Teilchen
angesehen werden. Die

fa(k) = a'(k)a(k), (k) = b (k)b(k) (3.28)

sind die zugehdorigen Teilchenzahloperatoren. Der Vakuumzustand |0) ist wie-
der durch A
a(k) |0) = b(k) |0) =0, Vk (3.29)

oder X A
¢t (") |0y = ' [0) =0, V(") (3-30)

definiert. Schliefllich finden wir fiir den Viererimpuls-Operator

A

Pt = (H,P) = Zk“[na ) + 7y (k)] . (3.31)

Fiir die Ladung ergibt sich jetzt aus (2.27)
Q= —iq [ @r N [#@iE) - 7@ @] @3

und die entsprechende Ladungs- und Stromdichte ist dann durch

82 (a) = (pla"),§(a")) = —iaN { [0°6 (@")] B(a*) — [0°0(*)] 1 (a") }
(3.33)
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gegeben, welches ganz offensichtlich
0,5% =0 (3.34)

erfiillt. Driicken wir schliefilich (3.32) mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren aus, so erhalten wir

Q=10 [fak) + Ap(k)], (3.35)

was zlu [Q,I:I} = 0 fiihrt. Die Teilchen der a- und der b-Klasse konnen

nun iiber die Ladungen ¢ und —¢ identifiziert werden, wobei diese Teilchen
sonst idente Eigenschaften haben. Austausch von & und b verindert ledig-
lich das Vorzeichen von (). Dieses Ergebnis ist nicht auf Spin Null Bosonen
beschrinkt, es gilt ganz allgemein. Das Auftreten von Antiteilchen im Zu-
sammenhang mit geladenen Teilchen ist eine fundamentale Eigenschaft der
relativistischen Quantenfeldtheorie und ist experimentell nachgewiesen.

Ein Beispiel fiir ein Teilchen - Antiteilchen Paar ist das Paar von gela-
denen 7-Mesonen. Fiir ¢ = e (> 0) kann man das 7+ und das 7~ Meson
mit den a- und b-Teilchen des komplexen Klein-Gordon Feldes identifizieren.
Fiir das reelle Feld ist die Ladung Null und ein solches Feld entspricht dann
einem neutralen Meson, wie etwa dem 7° Meson. (Solche Mesonen treten bei
der Kern-Kern Streuung auf.)

3.3 Kovariante Vertauschungsrelationen

Die bisher aufgefundenen Vertauschungsrelationen, welche auf gleiche Zeiten
beschrankt sind, sind nicht so offensichtlich kovariant, wie die Bewegungsglei-
chungen fiir das Feld. Wir konzentrieren uns in diesem Abschnitt auf reelle

Klein-Gordon Felder und wollen den Kommutator [(ZB(.I“), (;Aﬁ(y“)] fiir belie-

bige Raum-Zeitpunkte (z#) und (y*) bestimmen. Dieser Kommutator ist ein
Skalar und er muf} daher gleich einer invarianten Funktion sein.

Aus (3.4) folgen die Vertauschungsrelationen
6" (@), 6" ()] = [67(@"), 6" (w)| =0, (3.36)

da ¢t (¢) nur Vernichtungs (Erzeugungs)-Operatoren enthalten und diese

28



nach (3.11) vertauschen. Somit bleibt:
(3", 00")| = )dw") - dly")d(")
= |67 @) +67@)] |67 @) + 6w
|67 + 6 )]
= 0" (@) (v") + 6" (@ )
+67( )cé(“)—f(y“)aﬁ( ) < 6
—4~(y")d* (") — & (
= (6" @, 6 @)+ [ @), 6]

-

-~

+ |6 @),67 ("] + [47 @), 67w

= [0, 0] = 67,67 ()] + [4 @) 67w (337)

und es geniigt etwa [(Z;"'(.’E“), ¢~ (y“)] auszurechnen. Wir verwenden (3.11):

[(5*’(33“),(;5_@“)} - 292 /W Wy \ (k), T(k')} e kT ik Yy

_Jkk
- =tk (T —yu)
Zngke
1 Pk
= 0 [ — e #@mw) 3.38
20272 | wn € : (3:38)

wobei wir den Limes Q0 — oo ausgefiihrt haben. wy und k° stehen wieder
iiber Gleichung (3.7) in Beziehung. Wir definieren nun

At(at) = SN K = w (3.39)
2(2m)% J e ’ e '
und damit fogt fiir (3.38):
G (@), 67 (y")| = At (@ - y). (3.40)
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Wir finden weiter:

éf(xﬂ), Qg—i_ (y“)j| = 2Q Z wkwk’ (k’)} 1kl‘m”eik’"y,,

k,k’

=—b 1

1 1

= —_ _e_Zku(y/" —Z'y,)

2kak

= _# /ﬂ eiikﬂ(yﬂfxll')
2(271’)3 Wk

= —iAT(yF — 2H) = A (2 — ). (3.41)
Also erhélt man fiir (3.37):
(B 0| = i[ATE -y + A - )]
L GA(z — g, (3.42)
mit

A(z") = AT(")+ A (z")

= Z M _Zk”’z Z dg_keik“wl‘
) 2(27‘(’)3 Wk
— /d3k 1 zk“wu _ e*ik“wu)
1 Bk
= — n)? /w—k sin(k*x,,). (3.43)

Wir sehen, da8 A(z#) eine reelle ungerade Funktion ist, so wie es die Ver-
tauschungsrelation (3.42) fordert. Da ¢(2*) und ¢(y*) Losungen der Klein-
Gordon Gleichungen sind, folgt unmittelbar:

(0", +mg) A(a* — y*) =0, (3.44)

wobei der Operator 0#0, auf z# wirkt. Um eine Lorentz-kovariante Schreib-
weise zu erhalten, fithren wir die Vorzeichenfunktion

(ko) = Tl ~ (3.45)
0 -1 ko <O
ein und verwenden (3.7):
Az!) = —(2#703 /d4k §(kk, — mg)e(ko)e * e, (3.46)
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Daf (3.46) tatsichlich eine zu (3.43) idente Form ist, wird aus folgenden
Uberlegungen ersichtlich: zunéchst gilt

5(/{:“/{” _ mg) = 4 (kg —Kk?— mﬁ)
= 6(ki— (K +mg)) =06 (ki —wi)
= 0 ((ko — wi) (ko + wx)) -

Es ist weiterhin bekannt, daf}

1
0 ((z —2')(z —2")) = o [0(z — ') + 6(z — 2")]
-
gilt. Wir identifizieren nun z mit kg, ' mit wy und z” mit —wy und setzen
dies in (3.46) ein. Ausintegrieren ergibt dann unmittelbar (3.43).

Man kann nun zeigen, dafi A(z*) in der Form (3.46) der Klein-Gordon
Gleichung geniigt. Wir erhalten:

(00, +mg) Alz") = — (2;)3 / Ak 5 (k" K, — m2)e(ko) (940, + m2)e" o
=0 w.z.b.w.

Fiir gleiche Zeiten, was zu ko = kj, fiihrt, gilt weiters

~

[qz(r, 1), o(r', t)] —iA(r —1',0) =0, (3.47)

was auch gerne als Anfangsbedingung fiir A(z*) interpretiert wird. Schlie8lich
erhalten wir noch:

i : —ikr
B0 =~ / Bk 5(kky, — m2)e(ko) (—iko)e~™
1 —zkr
- - / Bl e / e (ko)3 (k"k,, — m2) ko,
Nun ist
k2
/dk() koG(ko)d(kuk“ — mg) = /dko 2|T£‘]€0 {5 (k'() — Cdk) + ) (ko + wk)}
= 1
und damit folgt
1 —ikr
DA (T")| =0 = — 2r)? /dske kr — —6(r). (3.48)
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Abbildung 3.1: Zur Kontourintegraldarstellung der A-Funktion.

Zusammengefaflt ergibt dies:

(0"0u +mg) A(z*) = 0 (3.49a)
A(@")|gg=0 = 0 (3.49b)
AT ) ooso = —5(r). (3.49¢)

Aus (3.49Db) folgt zunéchst, dal Felder in zwei beliebigen Punkten (z*) und
(y"), welche nur rdumlich getrennt sind, vertauschen. Beschreibt das Feld
eine Observable, so bedeutet dies, daf} die Feldmessungen an zwei nur rdum-
lich getrennten Punkten nicht miteinander interferrieren diirfen. Dies wird
auch als Mikrokausalitit bezeichnet, da sich fiir rein rdumliche Trennung, so
klein sie auch sein mag, das Signal schneller als Licht ausbreiten miifite um
Interferenz hervorrufen zu konnen. Dies ist aber im Gegensatz zur speziellen
Relativitdtstheorie.

Abschlielend wollen wir noch eine Kontourintegral-Darstellung der A-
Funktion aufsuchen. Wir untersuchen folgendes Integral:

Pk
//kﬂk —mO Haus [k, —mg = kg — wg] -

k(c

Wir haben also zwei Pole bei kg = =+ |wik|- Damit ergibt das Integral iiber kg
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allein (sieche Abb. 3.1):

dk -
I. = / 5 0 5 e R e
ky — wi

(¢)

_ / dky otk ay
(Ko — lwrc]) (Ko + |wxc])

C

' e_ik“zu ' e—ik”z,,
= 2m 7k — 2m 7]€
0 ‘wk| ko=—]wx| o+ |wk‘ ko=|wi|
_ 2m o—i(koz—kr) _ p—ilkoz®—kr)
2(.(.)k ko=—|wk| ko=|wk|

— Z_ﬂ- [ei(wkzo—l—kr) _ e—i(wkxo—kr)} '
Wk
Zum anderen gilt aber

: 3
Aty = — v /M (ez’k#x,, _ e—ik“z“)

(27)3 J wk

: 3

b R e k) _ i(eda®—kr)
(27T)3 Wk —
:ei(‘wk|w0+kr)

(wir haben k = —k' gesetzt) und es folgt (Impulsdarstellung!):

1 d*k .
Az") = — ik 3.50
(+*) el /) e (3.50)
und weiters ) .
AT (zH) = — —ikpzt 3.51
(=) (2%)4([) kik, — mge (8:51)

3.4 Der Mesonenpropagator

Wir bilden zun#chst den Grundzustandserwartungswert, (Vakuumerwartungs-
wert) von (3.40):

(o] [8*@).6-()][0) = (0]é* @) ()

0) = (016~ (y") $* (") 0)
= (0]¢* @6 (")

gl
0)
= (0]é"dt) o)

= (0]iA*(a" —y*) [0) = iA*(z* —y*)(0]0),
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also
iat (@t — ) = (0] d=)d(w") |0). (3.52)

Wir fiihren weiters das zeitgeordnete Produkt von Operatoren ein:

A~ A~

o Bat)d™) wo > (t>1)
T{d@)d"} =9

p(@")p(at) zo <zy (t<T),
oder wir schreiben unter Verwendung der Stufenfunktion

1 t>0
e(t):{o t<0

fiir das zeitgeordnete Produkt:

T{om)™) } = 00t = )d(")3™) + 00 = )3")d(*).  (353)

Wir definieren nun die Feynman A-Funktion als den Vakuumerwartungswert
des zeitgeordneten Produktes zweier Feldoperatoren:

iAp(zh — o) = <0 \ T {(;(xu)qa(x'“)} ‘0> (3.54)
oder

Ap(z") = O()AT(z") — O(-t)A™ (a")
{ At(z*) t>0

A-(z) t<0. (3.55)

Man kann sich die Bedeutung von Ap nach (3.53) durchaus vorstellen: fiir
t > t' haben wir den Vakuumerwartungswert <0 ‘ d(x)p(z™) 0> und dies

entspricht dem Erwartungswert dafiir, da§ im Raum-Zeitpunkt (z'#) ein Me-
son erzeugt wird, welches sich dann zum Raum-Zeitpunkt (z#) bewegt, wo
es vernichtet wird. Fiir ¢ < ¢’ gilt dhnliches. Somit ist Ap ein Propagator und
er wird, nach Feynman, durch folgende Graphen dargestellt:

—>t  m— {
'
s |
\\X X
\ /
\ /
\ ’
\ /
‘\ /
\ A
\ /
\ /
\ /
AY 7
x" 4
)
F<t t'>t
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Solche Propagatoren entstehen bei der Untersuchung der Nukleon-Nukleon
Streuung. In einem solchen Prozess gibt es im Anfangs- und im Endzustand
keine Mesonen, die Streuung der Nukleonen aneinander, also deren Wech-
selwirkung miteinander, entspricht dann dem Austausch virtueller Mesonen
zwischen den Nukleonen, also graphisch dargestellt:

Die vollen Linien entsprechen dabei den Nukleonen und die strichlierten den
Mesonen.

Es wichtig festzustellen, dafl die zwei Prozesse, welche von t > t' bzw.
t < t' abhéngig sind, nicht Lorentz-invariant sind, wenn (2*) — (2'*) nur einer
rdumlichen Trennung entspricht. (Dies entspricht dann einer nicht retardier-
ten Wechselwirkung.) Betrachtet man hingegen beide Prozesse zusammen,
so erhilt man den kovarianten Feynman Propagator (3.54), welcher durch

kw
=

>«

dargestellt wird. (Diese hier eingefiihrten graphischen Darstellungen entspre-
chen sogenannten Feynman Graphen, welche noch zu begriinden sein wer-
den.)

Sehr hiufig benétigt man eine Darstellung des Mesonenpropagators im
Impuls- und nicht im Ortsraum. Dazu verwendet man in Analogie zu (3.51)
folgende Impulsdarstellung:

1 6—ilc,‘m“

By — _— 4~

Arle") = i / T s (3.56)
(cr)
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T\

Abbildung 3.2: Integrationsweg in Gleichung (3.56)

. Jm k.
ky = -(@-in) °
+

Re k,

H

k, = o,-in

Abbildung 3.3: Integrationsweg in Gleichung (3.57)

mit dem Integrationsweg cg entsprechend Abbildung 3.2. Man kann aber
auch die Pole um einen infinitesimalen Betrag von der reellen Achse weg in
die komplexe ko-Ebene verschieben und dann die ky-Integration entlang der
gesamten reellen Achse ausfiihren (siehe Abb. 3.3):

Br o2 _ 32,2
ktk, —mg = ki — wy

4 1 " e k' au
AF(m ) = (271_)4 d kk2

0~ (wk - i77)2

L g 3.57

B (27r)4/ kik, —m3 + ie’ (3:57)

mit € = 2nwy, einer kleinen positiven Zahl, welche nach der Integration zu
Null wird.

Man kann selbstverstéindlich alle Ergebnisse dieses Abschnittes auf den
Fall eines komplexen Skalarfeldes ausdehnen. Der Propagator des geladenen
Mesons ist dann durch

(0 ‘T{qé(x”)&s’f(x'“)} ‘o> (3.58)
gegeben.



