Kapitel 9

Strahlungskorrekturen,
Regularisierung, Renormierung

9.1 Allgemeines

Wir haben bisher nur QED in niedrigster Ordnung untersucht. Geht man
zu hoherer Ordnung iiber, so sind Korrekturen von der Gréflenordnung der
Feinstrukturkonstante o zu erwarten. Wenn man aber solche Rechnungen
ausfiihrt, so trifft man auf divergente Integrale.

In diesem Kapitel soll nun gezeigt werden, wie man diese Probleme iiber-
windet, indem man zuerst die Theorie regularisiert, sie also so modifiziert,
daB sie endlich und wohldefiniert in jeder Ordnung Stérungstheorie bleibt.
Der zweite Schritt folgt der Erkenntnis, daf§ die nicht wechelwirkenden Lep-
tonen und Photonen, von welchen die Stérungstheorie ausgeht, nicht dasselbe
sind, wie die tatsdchlichen Teilchen, welche wechselwirken. Die Wechselwir-
kung modifiziert die Eigenschaften der Teilchen - Ladung und Masse des
Elektrons und die Vorhersagen der Theorie miissen durch die Eigenschaften
der physikalischen Teilchen beschrieben werden, und nicht durch die nicht
wechselwirkenden, freien, idealisierten Teilchen. Dieser Schrit wird Renor-
malisierung genannt. In einem letzten, dritten, Schritt geht man dann von
der regularisierten Theorie wieder auf die QED zuriick.

Die Divergenzen der QED erscheinen dann in den Beziehungen zwischen
den “nackten” und den physikalischen Teilchen. Die Divergenzen sind na-
tiirlich, so wie die nackten Teilchen nicht beobachtbar. Die Observablen der
Theorie ausgedriickt durch die beobachteten Massen und Ladungen der Teil-
chen bleiben endlich. Insbesonders bleiben die Strahlungskorrekturen endlich
und von der Ordnung o.
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Abbildung 9.1: Die vier Beitrdge zu den Strahlungskorrekturen zweiter Ord-
nung zur Elektronenstreuung.

Dieses hier skizzierte Programm kann fiir alle Ordnungen Stérungstheorie
ausgefiihrt werden, sodafl man Strahlungskorrekturen auflerordentlich genau
bestimmen kann. Die vollstindige Ubereinstimmung dieser Vorhersagen mit
ebenso prizisen Experimenten - etwa fiir die anomalen Momente der Lep-
tonen, oder fiir die Lamb-Shift - stellen einen grofien Triumph fiir die QED
dar.

9.2 Die Korrekturen zweiter Ordnung

Wir finden diese Korrekturen direkt aus der S-Matrix Entwicklung unter An-
wendung der Feynman Regeln. Die Strahlungskorrekturen fiihren zu zusétz-
lichen Vertizes und die Vorgangsweise demonstriert man am einfachsten, in-
dem man die Streuung von Elektronen am stationiren Feld studiert. Wir
hatten die Feynman Amplitude

MO = iegu(p’) Ac(p' — P)u(p), (9.1)

welche aus dem bekannten Diagramm auf Seite 150 resultiert. Wir bezeichnen
hier, und damit auch weiterhin, mit ey die Ladungszahl des nackten (also
nicht wechselwirkenden) Elektrons; seine Masse wird mit mj, bezeichnet. (Wir
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Abbildung 9.2: Die Korrekturen zweiter Ordnung zu Fermionen und Photo-
nen Linien und zum Vertex: (a) die Fermionen Selbstenergie 723 (p#), (b) die
Photonen Selbstenergie ie311(g*) und (c) die Vertexkorrektur e2A#(p", p¥).

haben hier das Feld als schwach angenommen; dies gestattet es uns nur Terme
linear in A#(x*) mitzunehmen.) Wir untersuchten die Entwicklung

L
T {N ($ i) - (5 ) } Y

und die Feynman Amplitude M©® gehért zum Beitrag n = 1. Der Beitrag fiir
n = 2 ist dann linear im quantisierten Strahlungsfeld A%(z#). Er enthilt so-
mit die Emission oder die Absorption eines Photons - wir erhalten also Terme,
welche den Diagrammen der Bremsstrahlung entsprechen. Strahlungskorrek-
turen zweiter Ordnung, wie sie in Abb. 9.1 dargestellt sind, folgen dann fiir
n=3.

Es ist hervorzuheben, daf§ alle Diagramme in den dufleren Linien dieselben
Zusténde angeben. Die Diagramme (a) und (b) aus Abb. 9.1 entsprechen
Loopdiagrammen der Selbstenergie von Leptonen und beschreiben somit den
ersten Schritt von einem “nackten” Lepton zu einem physikalischen. Ganz
allgemein werden die in Abb. 9.2 dargestellten Schritte moglich sein.
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Fiir das Feynman Digramm (a) aus Abb. 9.1 finden wir die folgende

Feynman Amplitude:
Drei virtuelle Teilchen: 2 Elektronen, 1 Photon:

P k '

v MP = iequ(p') Ae(p' - P)iSk (")
p_k . (260)

X @) /d4k iDrap(k*)y*iSE(p — k)Y u(p)

PP = ieyii(p) Ae(p' — P)iSr(p")iedS(p")u(p),
* (9.3)

mit dem FElektronen-Selbstenergiebeitrag

et (p*) = ((;i;)))i /d4k iDpag(k*)Y*iSr(p — k)y°. (9.4)

Nach denselben Regeln erhalten fiir das Feynman Diagramm (b) aus Abb. 9.1:

MY = ieou(B)iei (" )iSr (") Ac(p' = p)u(p) (9.5)
Im weiteren finden wir fiir das Feynman Diagramm (c) von Abb. 9.1:
(i€0)2

M&Q) = ieoa(p')

4 o I W _ B
@) /d k~y*iSr(p' — k)y"iSr(p — k)

XiDpap(k*)u(p)Acu(p’ — P)
= ieoti(p')eg A" (P, p)u(p) Aeu(p' — P), (9.6)

mit der Vertexkorrektur:

e%Aﬂ(p',ngji; [dhise! — Dr¥iSulo — K PiDras(R). 91

SchlieBlich finden wir fiir das Feynman Diagramm (d) aus Abb. 9.1
M = iequ(p)) u(p)iDrau(e")
X% Tr/d‘*m WS (P + 4)7" 1Sk (") Aes (P’ — P)
= iegu(P')7 u(P)iDrau(a")ieg 1" (¢) Aes (p' — D), (9-8)

mit der Photonen-Selbstenergie:

€20 () = (—1 >“e° T [dprtise+ 0 ise@). (©9)

Der Beitrag I1(¢g#) wird auch haufig Vakuumpolarisation genannt. Der Fak-
tor (—1) und die Spurbildung in Gleichung (9.8) folgt aus der geschlossenen
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Leptonen-Schleife, welche in Diagramm (d) aufscheint. (Regel sechs der Feyn-
man Regeln auf Seite 119.)

Aufgrund dieser Ergebnisse wird es offensichtlich, dafl die Strahlungskor-
rektur zweiter Ordnung von drei Typen von Loopintegralen bestimmt wird.
Alle drei Integrale sind fiir grole Werte der Integrationsvariablen divergent.
Die Divergenz in der Elektronen-Selbstenergie ist von der Ordnung k, die
Vetrexkorrektur von der Ordnung Ink und die Photonen-Selbstenergie von
der Ordnung p%. Durch diese drei Integrale werden aber alle Strahlungskor-
rekturen zweiter Ordnung abgedeckt.

9.2.1 Die Photonen-Selbstenergie

Wir untersuchen nun die Auswirkungen der Photonen-Selbstenergie auf ein
virtuelles Photon:

p
IRERREEEE > ’E‘Q'k"
p-k
iDyo(K) iD e (KYie, T (K)iD (k)
mit
oy € o Te[y (B K+ mg)y” (B + mg)]
eIl (k) = (2m)4 /d [(p+ k)2 — m'} +ic] [p? — m/§ +ig] (9.10)

Dieses Integral ist fiir grofle p quadratisch divergent. Es mufl daher regulari-
siert werden, damit es ein wohldefiniertes, endliches Integral wird. Man kann
dies durch Multiplikation mit einem Konvergenzfaktor

f@*A%) = (%) (9.11)

erreichen. A ist hier ein sogenannter ‘cut-off Parameter’. Fiir grofle, aber
endliche Werte von A verhilt sich nun das Integral in (9.10) fiir grofie p wie
Jd*p/p® und ist damit konvergent. Fiir A — oo geht aber der Konvergenzfak-
tor (9.11) gegen 1 und die urspriingliche Theorie ist wiederhergestellt. Man
kann nun solche Konvergenzfaktoren als mathematisches Hilfsmittel auffas-
sen, welches dazu dient unangenehmes Verhalten der QED zu beheben. Man
konnte sie aber auch als Modifikation der QED im Hochenergiebereich auf-
fassen, welche im Experiment beobachtbar sein sollten.
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Eine korrekte Regularisierung der QED muf} aber die Eichinvarianz der
Theorie einerseits und andererseits die Ruhemasse Null fiir das Photon in
allen Ordnungen Stérungstheorie sicherstellen. Fiir unsere Rechnungen wol-
len wir aber annehmen, daf§ (9.10) geeignet regularisiert wurde. Wir haben
dann:

p
____/\ _____ » ————k ————— -+ —E—Q—k—n.}. .....
p-k
iDmﬁ(k“) iDFcr,[i(k“) + D Fn,u(kc)ieoznw(ks)iD Fvﬁ(kc) e
—19ap —9a8 | ~ou . 21y oy —i9vs
— —ie 11" (k —.
k? + i k2+ie k24 ° ( )k2+ze

Dieser Ausdruck muff Lorentz-invariant sein. Da IT*(k?) ein zweistufiger
Tensor ist, welcher von einem Vierervektor abhéingt, konnen wir die einfachste
Form eines solchen zweistufigen Tensors unmittelbar angeben:

™ (k%) = —g" A(K?) + k"k* B(k?). (9.12)

Der Photonenpropagator ist auch immer an erhaltene Stréme gekoppelt, was
zu Ausdriicken der Form (7.14) fiihrt:

(2i)4 / 4k 8 (—k7) p D ()5 (7).

Wir setzen nun:

@ / d*k st (—k%) [Dryu(k?) + iDppuo (k)ieg117 (k*)iDpy,, (k)] s5(k?) =
1

- G / 0k $(— k%) [Dip (k) — iDip (K°)ie2g°" A(K2)iDir (k)
Yis
+ Do (k*)iegk” k™ B(k*)iDpry (k°)] s5 (k7).

Die Stromerhaltung

Oust(z") =0
in der Impulsdarstellung als
k,s"(k”) =0

geschrieben, fiihrt nun dazu, dafl der Term proportional B(k?) verschwindet
und wir erhalten folgende Substitution:

—19ap —10ap —U0ay . 9 v oy —19uB
— — Ak
k2 + ie k2 +ie  k2+ iswog ( )k2 + ie
_ —19ap _ —19ap 2 A ()2 L
Pt Rt eg
—10ap 2 2 1
= 1 —e Ak . 9.13
e |1 AN (9.13)
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Wir haben somit den Photonenpropagator gefunden, wie er durch Photonen-
Selbstenergie Effekte modifiziert wird. Nehmen wir nun e? als klein an, so ist
(9.13) das Ergebnis einer entsprechenden Entwicklung und wir schreiben:

_igaﬂ _iga,B 4
(@) 9.14
K +ic | K 4ic+ e2 A(k?) +O(e), (9-14)
T ~ -~ J
Y

mit X als den Propagator des nackten, nicht wechselwirkenden Photons der
Ruhemasse Null und Y dem Photonpropagator mit Selbstenergiekorrektur
zweiter Ordnung, welcher bereits ein physikalisches Photon bis zur Ordnung
O(e?) beschreibt. Die Ruhemasse dieses physikalischen Photons mufl aber
auch gleich Null sein! Es muf also der Propagator fiir k*k, = k* = 0 einen
Pol aufweisen. Daher ist

A0)= A2 =0)=0 (9.15)
zu fordern. Dann konnen wir aber
A(k2) = kQA'(O) + kQHC(kQ)

schreiben, mit

A(0) = A'(K2 = 0) =

k2=0
und II.(k?) ist eine Funktion, welche mit k? fiir k> = 0 linear verschwindet.
Wir erhalten dann fiir (9.13)

e [1 — 2A(R?) } =

k2 + ie k? + ie
_ ~igap [) egk®A'(0)  egh®TI (K?)
k? + ie k? + ¢ K2+ |’
oder
. 2 . 2 .
—19ap€) —19ap€) 2 41 tJaB 4 2
1—e;A II.(k%). N

Pric * i 1o O+ el (6.16)

Wir haben hier links und rechts mit €3 multipliziert, da ja jedes Ende ei-
ner virtuellen Photonenlinie durch einen Vertex gebildet wird und fiir jeden
Vertex ein Faktor ey auftritt.

Wir sehen nun, dafl der erste Term auf der rechten Seite von (9.16) ge-
rade gleich dem Term auf der linken Seite entspricht, wobei noch mit einer
Konstanten [1 — e3 A’(0)] multipliziert wurde. Es ist also so, als ob die Gréfie
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der zwei Ladungen, welche iiber den Photonenpropagator mit einander wech-
selwirken, nicht durch ey sondern durch

e’ =ep [1—efA'(0)] (9.17)

gegeben ist. (9.17) fiihrt das Konzept der Ladungsrenormierung ein und
(9.17) definiert die renormierte Elektronenladung (—e), also die Ladung des
physikalischen, wechselwirkenden Elektrons. Da wir nur Terme bis zu zweiter
Ordnung beriicksichtigt haben, kénnen wir allgemeiner

1
e = de() = €y 1-— 56314’(0) + 0(63) (918)

schreiben, wobei mit Z3 eine Renormierungskonstante eingefithrt wurde.

Natiirlich wird die Ladung (—e) des physikalischen Elektrons beobach-
tet und nicht die Ladung (—eg), welche als Koppelungskonstante freier Fel-
der eingefiihrt wurde. Es miissen daher alle beobachtbaren Groéflen, wie et-
wa Wirkungsquerschnitte, unter Verwendung der wirklichen Ladung ausge-
driickt werden. Die Umkehrung von (9.18) ergibt

eo =e[l—O(e?)]

und wir finden fiir (9.16):

. 2 . 2 .
—%9ap o —%9ap€ “%9ep 4 2 6
— II.(k @ . 9.19
k? +ie k2+ie+k2+ise (k) +O() (9:19)
Der erste Term entspricht nun dem Photonpropagator, welcher an die reelle
Ladung ankoppelt, und der zweite Term, welcher von der Ordnung o im
Vergleich zum ersten ist, enthélt die beobachtete Strahlungskorrektur.

Diese Renormalisierungen enthalten natiirlich noch den cut-off Parameter
A. Wir sind daher noch nicht im Grenzfall A — oo, welcher die QED wieder-
herstellt. Man kann zeigen, daf in diesem Limes II.(k?) einem wohldefinierten
Grenzwert zustrebt, welcher von der gewihlten Regularisierungsmethode un-
abhéngig ist. Die Divergenzen erscheinen natiirlich wieder, nun aber in der
Beziehung zwischen e und eg; es werden also A’(0) und Z3 unendlich. Die-
se Beziehung stellt aber einen Zusammenhang zwischen der beobachteten,
reellen Ladung e und der hypothetischen, nicht beobachtbaren Ladung eg
dar. Somit ist (9.18) einer experimentellen Uberpriifung nicht zuginglich,
und durch die soeben beschriebenen Prozeduren wurden die Divergenzen zur
Génze in den nicht beobachtbaren Bereich verschoben. Die Gleichung (9.19)
wird dann auch im QED-Limes nur die beobachtete Ladung enthalten und
den wohldefinierten Beitrag aus der Photonen-Selbstenergie.
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9.2.2 Die Elektronen-Selbstenergie

Wir untersuchen nun die Elektronenselbstenergie nach Gleichung (9.4). Wir
vereinfachen diesen Ausdruck unter Verwendung der in Anhang F angegebe-
nen Verjiingungsidentititen zu

e2 1 2§—2k—4m!
25 O [d'k 0_. 2
iegXi(p") = (2m)* / k? +ie (p— k)2 —mb® + ic (9:20)

Dieses Integral hat eine Ultraviolettdivergenz fiir £ — oo und es kann dhn-
lich behandelt werden, wie das Integral fiir die Photonenselbstenergie. Ein
Unterschied besteht aber darin, dafl die Regularisierung mit anschliefender
Renormierung von (9.20) zu Integralen fiihrt, welche nicht nur im Ultravio-
letten sondern auch im Infraroten divergent sind; sie haben also auch eine
Divergenz fiir £ — 0. Mit einer solchen Divergenz wurden wir bereits in
Abschnitt 8.7 konfrontiert. Wir entfernen beide Divergenzen mit Hilfe des

Ansatzes
1 1 1

_) — R

k? + ie k2 — X2 +ie  k?—A?+ie

mit A einem kleinen Abbruchparameter im Infraroten, welcher am Ende auf
Null gesetzt wird. Damit wird dem Photon eine kleine, nicht verschwindende

Restmasse gegeben. A ist der Abbruchparameter im Ultravioletten und A —
oo stellt die QED wieder her.

Entsprechen Abb. 9.2a erhalten wir dann folgenden, modifizierten Pro-
pagator:

(9.21)

k
S — S + - /'/ ;\\ - + .....
p V4 b p-k P
i i i y i
— — — + —ieg(pt) ——F——
p—my +ie p—mh+ic p—mh+ic ° v) — mg + i€
(9.22)
Wir verwenden nun die Operatoridentitét

1 1 1 1 1 .11
—+—-B—+—-B—B—+

ABAAAAAA

welche fiir beliebige Operatoren A und B, welche nicht notwendiger Weise
kommutieren, gilt. Angewendet auf (9.22) ergibt dies:
N ! +O(ed). (9.23)
p—my+ic  P—mh+elS(pt) + ic
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Diue linke Seite dieser Gleichung ist der Propagator des nicht wechselwirken-
den Teilchens, welcher einen Pol fiir y = mj hat, da ja

i _ i(p+ my)
p—my+ic p?—m'i+ie

ist, was einen Pol bei p? = m/; hat. Auf der rechten Seite von (9.23) steht
dann der Propagator des wechselwirkenden, physikalischen Fermions. Dieser
verlangt einen Pol bei g = m( mit

my = m6 + (5m0, (924)

mit mg der reellen Ruhemasse des Fermions. In unserer Storungsrechnung ist
dmy eine Potenzreihe in €3 und in niedrigster Ordnung ist dmg = O(e3). my
ist dann die renormierte Masse und das Ersetzen von mj mit m( nennt man
die Massenrenormierung.

Um den Pol des modifizierten Propagators (9.23) in p = mg angeben zu
kénnen, schreiben wir den Nenner um. Aus der Lorentzinvarianz folgt, dafl
Y(p*) von p* nur iiber ¥ und p?(=p ¥) abhiingen kann. Man entwickelt also
Y (p*) nach Potenzen von (g — my)

S(p') = A+ (P —mo) B+ ($— mo)Xc(p") (9.25)

mit Konstanten A und B. X, (p*) verschwindet linear mit (f—my) in g = my.
Insbesonders gilt
A= 3" e, - (9.26)

Setzt man (9.24) und (9.25) in den modifizierten Propagator (9.23) ein, so
sieht man, daf} er einen Pol in g = my, hat, wenn

dmy = —etA (9.27)
gilt. Daraus folgt schliefllich
l l 4
— - - — +
B —mo+ i (B—mo)(1+ €ZB) + e2($ — mo)Xc(pH) + ic

oder, wenn man sich auf Terme der Ordnung e? beschréinkt:
i R i
p—my+ic  Pp—mg+ic

(1 - &B) — &S] + Ol (9.29)

Man kann aber die Massenrenormalisierung auch anders ausfithren. Dazu
driickt man den Hamiltonoperator der QED durch die wahre Masse my und
nicht durch m{ aus. Wir schreiben

H="Ho+H,

172



P ¥ P

Abbildung 9.3: Zweilinien Graph zur Beschreibung des Massenkompensati-
onsterms —&moth! (z#)y (z*).

mit
? 1 0 Av 1 A A
Ho = —00A, (@) A (") + [auAu(x#)} [8“A“(:v“)]

+i)t (2) Dot () — () (# — mo) (™),

und

Hi = —eotb(a*) Al*) (") — Smotp(x# ) ().
Damit ist ’}:[0 der Hamiltonoperator der freien Felder und ’):[1 ein Wechsel-
wirkungsoperator. Das nicht wechselwirkende Fermion hat dabei die physi-
kalische Masse mg und gehorcht der Diracgleichung

(i §—mo) P(a*) =0,
und daraus folgt der Fermionenpropagator in niedrigster Ordnung mit

1

Se(p*) = F—motic

Die Verwendung der reellen Elektronenmasse fiir das nicht wechselwirkende
Elektron wird durch den Massenkompensationsterm —émotht (z#)ih(z), wel-
cher eine zusitzliche Wechselwirkung beschreibt, “legalisiert”. Er wird durch
den Zweiliniengraphen nach Abb. 9.3 beschrieben. In diesem wird ein Elek-
tron (Positron) vernichtet und wieder erzeugt.

Wollen wir die hier eingefiihrte Unterteilung verwenden, so miissen die
Feynman Regeln erneut modifiziert werden:

1. Die “nackte” Masse my ist iiberall durch die reelle Fermionenmasse my
zu ersetzen.

2. Die neue Wechselwirkung fiihrt zu zusétzlichen Beitrdgen in der S-
Matrix Enetwicklung, welche durch den neuen Zweilinien Graph beriick-
sichtigt werden. Man schreibt also fiir einen solchen Vertex:

» % > z(SmO = —je2A = —ielY p“ —mg- 9.30
0 0 P=mo

Es folgt also als Konsequenz des Ersatzes my — my fiir das freie Elektron, daf
jeder Feynman Graph, welcher einen Selbstenergie-Loop enthélt zusammen
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mit einem identen Graph zu untersuchen ist, in welchem der Selbstenergie-
Loop durch den Zweilinien Graph ersetzt wird. Die Auswirkung auf die Feyn-
man Amplitude ist durch den Ersatz

iean(p")  —  degX(ph)+idmg = deg(P—mo) B+ier(P—mo)Xc(p), (9.31)

gegeben, wobei (9.25) und (9.30) Anwendung fanden. Daraus wird ersicht-
lich, dafl der Massenkompensationsterm den konstanten Beitrag A in (9.25),
welcher aus dem Selbstenergie-Loop entsteht, aufhebt.

Betrachten wir nun wieder (9.23), so sehen wir, dafi unter Verwendung
von my — mp und (9.31)
v !
$—mg+ie (B—mo)(1+ €3B) + €3(p — mo)Xc(p*) + ic

+ O(ep)

(9.32)
erhalten wird. Dies entspricht unserem friitheren Ergebnis (9.28), wie es auch
sein muf}, da sich die beiden Zuginge nur in der Aufspaltung des Hamil-
tonoperators in den Anteil des freien Feldes und den der Wechselwirkung
voneinander unterscheiden.

Der modifizierte Fermionenoperator wurde bisher unter Verwendung der
“nackten” Ladung ey angeschrieben. Wir definieren nun die renormierte La-
dung

e? = Zyel = e2(1 — el B) + O(e)). (9.33)
Diese Renormierung hat aber im Gegensatz zum vorhergehenden Abschnitt

einen anderen Ursprung: sie folgt aus der Fermionen Selbstenergie. Wir mul-
tiplizieren (9.29) mit eZ und driicken ey durch e aus. Dies fiihrt zum Ergebnis

2 2
e e

%
ﬁ—mo-f‘ié‘ [d—mo-i-ié‘

[1—e’2.(p")] + O(e°). (9.34)

Die rechte Seite von (9.34) gibt den renormierten Fermionenoperator bis auf
Korrekturen der Ordnung e* an. Der Term, welcher ¥, (p#) enthélt, ist eine
Strahlungskorrektur der Ordnung « in nullter Ndherung.

Will man die QED wieder erreichen, so mufl man den Grenziibergang
A — oo ausfithren. Aus (9.20) ist zu erkennen, da8 das Integral in diesem
Limes linear divergiert. Eigentlich ist es aber eine logarithmische Divergenz,
wie jetzt gezeigt werden soll. Aus (9.26), (9.27) und (9.4) folgt fiir dmy:

e e? (8= K+ mo)va
bmo = u(p) {_ (27)* /d4k (p—k)? —mg +ie

y ! 1 (p) (9.35)
X tic K—Atie| [P '
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(9.35) modifiziert man unter Verwendung der in Anhang F eingefiihrten
Verjiingungsidentitéten und indem man pu(p) = mou(p) und p? = m3 setzt.
Beachtet man ferner, dafl fiir das Produkt von zwei quadratischen Faktoren
a und b die Identitdt ,
1
= dtt? 9.36
ab  a-—b / ( )

a

gilt, so kann man (9.21) als

A2

1 1 / di
k2 — X244 Kk2—A244e (k? —t +ie)?
A2

schreiben. Dies ergibt dann fiir (9.35)

A2
_ et i 20K+ my) dt
o = (27T)4u(p) /d "kt ie/ (k2 —t + ic)? u(p).  (9:37)
A2

Die in Anhang H besprochenen Integrationsmethoden ergeben auf (9.37)
angewendet:

e . S iy 4(K + myg)z "
oo = (2m)* () /A dt/d /d g [k2 — 2pk(1 — 2) — tz + ie]® ().

0

Das Integral iiber d*k findet man in Integraltabellen und wir erhalten weiter:

moe? 2z — 22
) = d dt
o 872 /Z/ tz +m3(1 — 2)?

mox A%z +mi(1 — 2)?
= dz(2—2z)In . 9.38
27 / 2(2-2) A2z +mi(1—2)? (9:38)

0

Dieses Ergebnis bleibt im Limes A — 0 (also im Infraroten) endlich und man
kann in (9.38) A = 0 setzen. Fiir A — oo divergiert das Integral logarthmisch
mit dem fiihrenden Beitrag:

_ omea, A?
sm = %1 mo/dz(Q 2)+0(1)
0
3mear . A
= In —
ST + O(1).
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Der Vergleich mit (9.27) zeigt, daf§

A= _3mo In A
871'2 my
Damit ist A ebenfalls nur logarithmisch divergent. Gleiches gilt fiir die Kon-
stanten B und Z, aus (9.33). Der Korrekturterm X.(p#) bleibt hingegen
endlich und ist von den Details der Regularisierung unabhéngig. Aus diesem
Beitrag folgen auch die mefibaren Strahlungskorrketuren der Ordnung «, da
die divergenten Beitrdge A, B und Z5 nur im nicht iiberpriifbaren Bereich,
welcher die physikalischen mit den nackten Teilchen verkniipft, auftreten.

Bringt man ferner Strahlungskorrekturen an externen Linien an, so tre-
ten dort nur die Strahlungskorrekturen e = \/Zse, fiir Photonenlinien, bzw.
e = v/Ze, fiir Elektronenlinien auf. Fiir letztere gibt es auch noch die Mas-
senrenormierung 0my. Weitere Beitriage treten nicht auf. Durch sie wird also
der Ubergang bzu reellen Teilchen vollstéindig beschrieben.

9.2.3 Die Vertexkorrektur

Auch hier geht man nach den bereits besprochenen Argumenten vor. Man
findet

iegy" — i (p', p) = ieo [v*(1 + egL) + egA¥ (v, p)], (9.39)
und dies legt wieder eine Ladungsrenormierung
e= ;—01 =eo(1+€lL) + O(e)) (9.40)
nahe. Wir finden den Ersatz:
iegT* — iT*(p', p) = ie [v* + AL (D, p)] + O(°). (9.41)

Kombiniert man nun alle Ergebnisse, so finden wir das Nettoergebnis der
Ladungsrenormierung an einem Vertex (zwei Elektronen- und eine Photo-

nenlinie) mit:
NIAYA

€= et 222 (9.42)

Z
Diese Ergebnisse sind aber eher als unbefriedigend zu bezeichnen, da wir
offensichtlich fiir alle Linien und Vertizes eines Feynman Diagrammes unter-
schiedliche Renormalisierungen einzusetzen haben. Die sogenannte WARD-
Identitit! erlaubt nun aber eine besondere Vereinfachung. Sie gibt einen Zu-

sammenhang zwischen (9.7) und (9.4) an

a%]]()]:”) = A“(p, p), (9.43)

'siehe etwa J.M. Jauch und F. Rohrlich Theory of Photons and Electrons, Springer,
New York (1976), pp. 215 und pp. 496.
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wobei diese Identitdt noch verallgemeinert werden kann und in dieser Form
fiir alle Ordnungen Storungstheorie gilt. Eine Folge dieser Identitét ist, dafl
fiir alle Ordnungen Stérungstheorie Z; = Z5 ist. Somit reduziert sich die
Ladungsrenormierung auf die Beziehung (9.18). Sie hiingt also nicht mehr
von der Elektronen-Selbstenergie oder von den Vertexkorrekturen ab, sie folgt
ausschlieflich aus den Beitragen der Vakuumpolarisation.

9.3 Allgemeine Regularisierung der Matrix-
elemente

Es wurde bereits festgestellt, dal nur die Matrixelemente niedrigster Ord-
nung ein regulidres Verhalten aufweisen. Es miissen also zur Durchfiihrung
des, durch die S-Matrix vorgegebenen Iterationsalgorithmus, die auftreten-
den Divergenzen physikalisch sinnvoll beseitigt werden. Dies geschieht in zwei
Schritten: zunédchst konnen die Matrixelemente rein formal durch konver-
genzerzeugende Terme (mittels Einfithrung formaler Parameter, etwa fiktiver
Massen) regularisiert werden. Damit kénnen alle Integrationen in mathema-
tisch einwandfreier Weise ausgefiihrt werden. In zweiten Schritt werden die
formalen Parameter (Hilfsmassen) durch die Einfithrung physikalisch gerecht-
fertigter Korrekturterme beseitigt, wobei zunéchst in die Rechnung eingegan-
gene physikalische Gréflen, welche den freien Teilchen zugeordnet sind, durch
regularisierte Groflen, welche experimentell ermittelten Werten entsprechen,
ersetzt werden. (Beispiel: Massen- und Ladungsrenormierung des Elektrons.)

Die im folgenden dargelegte Methode basiert auf der Erkenntnis, dafl man
die einfachste Photonen - Greensche Funktion, die kausale, ? (5.48),

1
D§ (k") = — 9.44
0( ) kuk“’ ( )
wie folgt regularisieren kann:
[D5(k)]g = Dg(k") = D, (k")
1 1 M?
= (9.45)

Tkek,  MZ— Kk, kik, (M2 — kRky)

’Die Gleichung (9.44) fiihrt zur bekannten Formel fiir die kausale Greensche Funktion
des elektromagnetischen Feldes:

c 1 i 1 r —irz?
DO(.CL”“) = 4— [6($2) - —:| = 4—71_2 /dTe .
0

T Tx?
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Hier ist M? eine beliebigen Hilfsmasse. Dies entspricht der Einfiihrung eines
Konvergenzfakrors M?/(M? — k*k,,). Die so regularisierte Funktion hat am
Lichtkegel nicht mehr die stirksten Singulrititen §(2?) und =2, Andererseits
gilt aber immer noch

lim [DG(k*)] = DG(k").

M —00

Wir beziehen uns nun in der weiteren Argumentation auf den Propagator
der Klein-Gordon Gleichung (3.46). Fiihrt man in (3.46) die Integration {iber
k° und die Integration iiber den Raumwinkel des k-Raumes aus, so kann man
das Ergebnis als

1 0
A(z*) = w
)= aap ™)
mit
p i R . e—ik“x,‘ 5 o 2 5
f(x):_g d'k %0 = f(mez?), ko =1/ [k|” —mg

schreiben. Die Funktion f(x*) selbst setzt sich aus Bessel- und Neumann-
funktionen zum Argument mgv22, 22 = (2°)2 — |r|> zusammen.? Aus den
Eigenschaften der Bessel- und Neumannfunktionen folgt weiter, dafi A(z*)
in Ordnung z? durch

. . 2 2 2
s = b Moy moVIE Mmooy (g )

Alzh) = — _
(@) =4 Ar2z2 ' 82 2 167

gegeben ist.* Es gilt weiter
0

@fl (mz?) = mi fo(m3z?) (9.47)

bis auf Beitrige der Ordnung £(z°) und 6(x?). Es ist nun das Ziel solche
Kombinationen von Propagatoren (oder Greenschen Funktionen) aufzubau-
en, welche am Lichtkegel Nullstellen (in Bezug auf x?) von geniigend hoher
Ordnung aufweisen, was dann sicherstellt, dafl Singularititen in den Ablei-
tungen nach z? in passender Ordnung nicht auftreten werden. Die Singula-
ritdten, welche aus £(z°) und 6(x?) herriihren, treten wegen §(z?) bzw. 6(z?)

3Siehe: N.N. Bogoliubov und D.V. Shirkov, Theory of Quantized Fields, Interscience
Monographs in Physics and Astronomy, Vol. III, Interscience Publishers, N.Y. (1959),
Gleichung (15.7), Seite 149.

4Siehe: N.N. Bogoliubov und D.V. Shirkov, Theory of Quantized Fields, Interscience
Monographs in Physics and Astronomy, Vol. III, Interscience Publishers, N.Y. (1959),
Gleichung (15.16), Seite 152.
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nur am Lichtkegel auf und werden somit durch solche Nullstellen in Bezug
auf 22, welche von geniigend hoher Ordnung ist, aufgehoben.

Aus Gleichung (9.46) und (9.47) folgt unmittelbar, daf die Singularititen
72 und §(x?) nicht von der Masse m, abhiingen (also auch bei Photonen
auftreten werden), die Singularitéiten In z? und #(z?) haben aber Vorfaktoren,
welche proportional mg sind. Bilden wir nun eine Linearkombination aus
unterschiedlichen Funktionen A, welche zu Feldern unterschiedlicher Massen
gehoren, so erhalten wir unter Verwendung der Notation

Ap = A; — 2iA, (9.48)

nunmehr regularisierte Funktionen fiir den Real- und Imaginérteil des Pro-
pagators:

Ar = A(k)+ c1A(k1) + oA (ko) Zc, K;) (9.49a)
(A)r = Ai(K) + 1A (k1) + 241 (K2) Zc, ).(9.49b)

In den Gleichungen (9.49) sind die x; Hilfsmassen und die ¢; unbestimmte
Koeffizienten. Durch Bedingungsgleichungen

Yo =0 (9.50a)
1=0

D er? =0, (9.50D)
=0

wird ein Ergebnis erhalten, welches keine Singularitdten am Lichtkegel hat.

Will man nun aber einen Ausdruck erhalten, welcher mit all seinen Ab-
leitungen bis zur Ordnung n — 1 kontinuierlich ist, so ist es ausreichend eine
Form zu konstruieren, welche in der Umgebung von 22 = |r|> (dem Lichtke-
gel) eine Nullstelle mindestens von Ordnung n hat. Dies kann man erreichen,
indem man die Koeffizienten ¢; aus (9.50) einer grofileren Zahl, n + 1, von
Bedingungen der Form (9.50) unterwirft:

i ¢ =0, i cik? =0, icmf" =0. (9.51)
=0 =0 =0

Die mindest notwendige Zahl von Massen iiberschreitet n + 2 nicht. In der
Prozedur setzt man nun eine der Massen gleich der fundamentalen Masse my
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des Feldes und setzt den zugehorigen Koeffizienten gleich Eins. Dann folgt
fiir (9.50) und (9.51):

1+ ¢ = 0, (9.52a)
=1
me+ Y ekl = 0 (9.52b)
=1
me" 2+ " = 0. (9.52¢)
=1

Wir verwenden nun das Symbol A auch fiir eine der beiden Greenschen
Funktionen Sp oder Dy und miissen nur beachten, dafl im Fall von Dp,
die fiir das Feld signifikante Masse Null ist. Wir erhalten dann ldngs des
Lichtkegels:

AR‘$%:|1-\2 = i5(332) —{ my /1677 ]
sY el - { 57| )

1 m2 m
(Arlgopr = 55— 1o (5 V1)

8m2x2 1672

2

+3 e 1 1n(ﬁ |332|) (9.53b)
— “or222 1672 2 ’ )

Die Koeffizienten geniigen dem System (9.52) fiir n = 2:

01+CQ+1 = 0

2 2 2
ClKll +02K/2 +m0 == 0
2 2 2 2
my — HQ ffl —m
o o= MoTR o _FIZM g
Ko — K Ky — K
2 1 2 1

Wir setzen ein:

- 1
AR 2_| |2 = —(5(.1'2) (]. +c + CQ)
zo=|r 4 N————

=0

- > 0

2
— (M2 + 12 + c2) { 16 _ o (9.559)

=0
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und

1
(Arlgope = gz tatce)
=0
1
T (Mg + c1k7 + c2k3) In /22| (9.55b)
T\ >
=0
1
+4—7r2 (mg In ? + k7 1n % + k2 1n %) # 0, und stetig

Damit ist gezeigt, daf} diese Methode tatsédchlich zu einer Regularisierung
fiihrt.

Man kann weiters zeigen, dafl man die kompensierenden Massen k; so
withlen kann, da beim Ubergang x; — oo die Koeffizienten ¢; endlich blei-
ben. Dann hat man fiir grofle, aber endliche Massen eine Situation, in welcher
die Werte der Hilfsfunktionen A(k;) iiberall sehr klein werden, aufer in einem
schmalen Bereich um den Lichtkegel. Damit wird die regularisierte Funktion
Apg von A praktisch nur im Bereich des Lichtkegels abweichen, wo Ag konti-
nuierlich bleibt zusammen mit einer bestimmten Zahl von Ableitungen. Mit
steigenden Werten der Hilfsmassen wird der Bereich um den Lichtkegel im-
mer kleiner, innerhalb dessen die Differenz Az — A von Null verschieden ist,
wahrend die endlichen Werte von Ag und seiner Ableitungen immer gréfier
werden. Fiir k; — oo sind die beiden Funktionen nicht mehr von einander zu
unterscheiden.

Die hier vorgestellte Methode der Regularisierung ist die PAULI-VILLARS
Regularisierung. Diese Methode ist auch dquivalent der Einfiihrung zusétzli-
cher Felder, welche Masse haben, und welche dazu dienen die Singularitidten
des fundamentalen Feldes zu eliminieren.

Physikalisch ist dieses Konzept kompensierender Felder ohne Inhalt, da
einige A(k;) notwendig negative Koeffizienten haben miissen [siehe Gleichung
(9.54)], was zu grundsétzlichen Widerspriichen fiihrt. Es handelt sich hier um
eine formale Methode der Regularisierung.

Natiirlich ist die hier vorgestellte Methode Nédherungen einzufiihren nicht
die einzige. Man kann etwa auch regularisierte Naherungen fiir die Propa-
gatoren durch Begrenzung des Integrationsbereiches im Impulsraum oder
durch die Einfiihrung eines Abbruchfaktors (Formfaktor) erhalten. Bei all
diesen Methoden ist aber zu beachten, dafl relativistische Invarianz erhalten
bleiben muf. Auch sollte keine Mischung der Anteile positiver und negativer
Frequenz auftreten; schliefflich sollte eine Regularisierung simultan fiir alle
Anteile positiver und negativer Frequenz erfolgen.

Die S-Matrixelemente werden nun mit Hilfe der Integraldarstellungen
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(5.48)

DNV 1% gwj d4k e—ik"‘wu
F(x)__(%)4/ Ktk + ie

/d4k K+ mg o ikhay
(2m)4 krk, —mi + ie

sowie (5.21), (5.22), (5.23) und (4.8) in den Impulsraum transformiert. Da zu
jedem “Eckpunkt” z7 eines Diagrammes eine d-Distribution gehort, kénnen
stets n — 1 Integrationen fiir einen Beitrag n-ter Ordnung ausgefiihrt wer-
den. Beim Ubergang vom Orts- in den Impulsraum gehen die Divergenzen
am Lichtkegel in die Ultravioletdivergenzen k¥ — oo iiber. Das Verhalten
in der Umgebung dieser Ultravioletdivergenz wird durch die jeweils hochste
Zahlerpotenz des Integranden bestimmt. Die Anzahl der notwendigen Kon-
terterme eines Matrixelementes héngt nun, entsprechend der vorhergehenden
Analyse, von dieser maximalen Zahlerpotenz vermindert um die Nennerpo-
tenz ab. Diese Grofle, welche somit fiir die Regularisierbarkeit der Theorie
von entscheidender Bedeutung ist, wird der primitive Divergenzgrad D eines
Matrixelementes genannt. Man spricht auch vom Divergenzgrad des Feynman
Graphen, welcher dem Matrixelement zugeordnet ist.

und (4.32)

SF(.’I?“) =

Y

Wenn mit stéindig wachsender Verfeinerung der Feynman Graphen (Uber—
gang zu hoheren Ndherungen in der S-Matrix Entwicklung) der Divergenz-
grad unbeschriankt wichst, so ist keine finite Regularisierung der Theorie
moglich. Man hat demnach zwischen renormierbaren und nicht renormier-
baren Theorien zu unterscheiden und dies héngt einzig von der analytischen
Form der Lagrangefunktion ab, welche der Theorie zugrunde liegt.

9.4 Der primitive Divergenzgrad

Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten unterschiedliche Typen von
divergenten Diagrammen diskutiert: das Vakuumfluktuations-Diagramm (An-
hang H), die Selbstenergiediagramme und die Vetexkorrektur zweiter Ord-
nung. Es gibt natiirlich viel mehr divergente Diagramme und man kann dazu
leicht Beispiele konstruieren. Sie werden aber in den meisten Féllen Kombi-
nationen von Elektron- und Photonselbstenergie Korrekturen mit Vetexkor-
rekturen sein. Sie enthalten somit keine neuen Divergenzen.

Um die méglichen Diagrammtypen unetrsuchen zu kénnen, welche durch
Einbau divergenter Teile entstehen, hat DYSON den primitiven Divergenzgrad
eingefithrt. Ein Diagramm ist primitiv divergent, wenn es nach Offnung einer
beliebigen inneren Linie konvergent wird. (Die ehemals innere Linie zerfillt
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somit in zwei duflere Linien.) Anders ausgedriickt: wird irgendein Vierervek-
tor, welcher zu einer inneren Linie gehort, festgehalten, so ist das Integral
konvergent.

M sei nun der analytische Ausdruck, welcher zu einem primitiv divergen-
ten Integral gehort. Er wird ein Vielfachintegral der Ordnung 4p sein. Die
Zahl der unabhéngigen Vierervektoren p wird von der Zahl der Vertizes n und
der Zahl E; und P; interner Fermionen- und Photonenlinien abh&ngen. Zu
jeder internen Linie gehort ein Vierervektor und jeder entspricht einem Vier-
fachintegral. Diese Vektoren sind aber nicht unabhéngig. Fiir jeden Vertex
tritt eine 6-Distribution auf, welche bestimmte lineare Beziehungen zwi-
schen den Vektoren herstellt. Niitzt man diese 6*-Distributionen aus, bleibt
nur mehr eine 6-Distribution iibrig, welche nur mehr von den externen Va-
riablen abhéngt, und welche als Faktor im Endausdruck verbleibt. Die Zahl
von unabhéngigen Vektorbeziehungen ist daher (n — 1) und wir finden die
Zahl unabhéngiger Vektoren mit

p=FE,+PFP —n+1.

Der Integrand von M ist eine rationale Funktion. Wir kénnen dann die Er-
gebnisse von Anhang H beniitzen und werden ein Integral der Form

1 1
Z
M:/dm/dy---/d‘*kl---d‘%pﬁ (9.56)
0 0

vorfinden. Die Integrale iiber die Hilfsvariablen fiihren keine Divergenzen ein
und die Konvergenz bzw. Divergenz von M ist ausschliellich vom Integral
iiber die p Vierervektoren kf', kj, ..., k% bestimmt. Man verformt nun den
Pfad der k-Integration wie in Anhang H beschrieben und damit wird der
Nenner N ein positiv definiter Ausdruck fiir grole Werte der Integrationsva-
riablen.

Ziahler Z und Nenner N in (9.56) sind Polynome in den Variablen kY, k%,
..+, kb Der Zihler ist von der Ordnung E; und der Nenner von der Ordnung
2F; + 2P;. Da das Integral konvergiert, wenn einer der k! gestgehalten wird,
so ist das Integral nur dann divergent, wenn

Wir konnen somit den primitiven Divergenzgrad D angeben:

D =3E; 4+ 2P, — 4n + 4. (9.57)
Ist der Divergenzgrad 0, 1, 2, ..., so wird das Integral logarithmisch, linear,
quadratisch, ...divergent genannt.
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Aus der Vertexstruktur der Diagramme folgt fiir die Zahl n der Vertizes
eines Diagrammes, ausgedriickt durch interne (Index “i”) und externe (Index
“e¢”) Linien

1
n:EZ-+§Ee:2B+Pe,

und setzt man dies in (9.57) ein, so folgt:

1
D = 3EZ~+2PZ~—3<EZ~+§E6)—2PZ~—P6+4

= 4- GEe + Pe> . (9.58)

Wir haben das bemerkenswerte Ergebnis erhalten, dafl in (9.58) die Ordnung
des Diagrammes n gar nicht mehr eingeht. Der primitive Divergenzgrad hingt
somit ausschlieBlich von der Zahl der dufleren Linien ab. Wiirde die rechte
Seite von (9.58) mit n ansteigen, so wiirden wir fiir jeden Prozess primitiv di-
vergente Integrale erhalten, soferne die Ordnung n ausreichend grof ist. Dies
wiirde zu einer unbegrenzten Zahl primitiv divergenter Diagramme fiihren.
Gleichung (9.58) impliziert zudem, daf8 ein Diagramm zumindest so viele
Vertizes wie duflere Linien aufweisen mufl um divergent zu sein; also gilt fiir
primitiv divergente Integrale

n>FE,+ P,

und wir stellen fest, daf§ n — E, — P, stets eine gerade Zahl ist.
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