Anhang A

A.1 Elemente der affinen Geometrie

A.1.1 Das Skalarprodukt

Wir betrachten einen n—dimensionalen metrischen Raum. Durch die Ele-
mente e, €, ..., €, wird eine abelsche Gruppe gebildet, welche {iber dem
Grundkdorper der reellen Zahlen errichtet wird. Ein Element dieser Gruppe
wird mit Hilfe von

n
a= Zaiei =d'e; (A1)
i=1

gebildet. Durch diese Elemente a wird ein n—dimensionaler Vektorraum R"
aufgespannt. Wir fiihren nun das Skalarprodukt zweier Vektoren aund b € R"
ein, welches dem distributiven Gesetz gehorchen soll:

a,b,c € R"
(a+b)-c = a-ct+b-c
und daraus folgt mit (A.1):
a-b = de; Ve
= d't (e; - e)).
Wir setzen nun
G9ij = e; - ej, (A2)

wobei g;; eine Zahl des Grundkdorpers ist. Diese Zahlen prégen dem Vektor-
raum R" eine Metrik auf, und es gilt fiir das Skalarprodukt:

a-b= gijaibj.

Daraus ist unmittelbar ersichtlich, dafl das Skalarprodukt, wie schon der
Name ausdriickt, ein Skalar ist.
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Wir fithren nun einen zweiten Satz von Elementen ein:
{ei}izl n € Rn’ (A3)
und definieren fiir diese . '
e - €; = 5” (A4)

Damit werden mit den Siitzen {e;} und {e’} zwei n—Beine definiert, wobei
wegen (A.4) {e;} das zu {e'} orthogonale n-Bein ist. Ist nun e;-e; = 1 = e'-e’,
so kénnen wir die {e;} bzw. die {e’} als Basisvektoren des R" bezeichnen.

Wir kénnen natiirlich a aus (A.1) auch wie folgt ausdriicken:
a = q;e". (A.5)

Man bezeichnet nun den Satz von Komponenten {a;} als die kovarianten
und den Satz {a’} als die kontravarianten Komponenten des Vektors a. Der
Ubergang von einem Satz zum anderen ist leicht gfunden:

a-e = d'(ep-e)=d"(ep-€)=d
= a;(e"-e') =a; (e - &) = apg"
= d = g (A.6)
oder umgekehrt:
a; = gkiak. (A?)

Man spricht vom Herauf- bzw. Herunterziehen des Index.

Fiir das Skalarprodukt gilt:

a-b = ae'-bie, =qb" (e - ep) = ;b

= d'e; - bye® = d'by (e; - ) = a'b;.

Nachdem das Skalarprodukt ein Skalar ist, ist das Ergebnis eine Invariante
und es muf} gelten: . '
a-b=aqab =ab; =Inv. (A.8)

Es kann nun der Zusammenhang zwischen den Komponenten g;; und ¢**
leicht hergestellt werden:

o = (- e)e; = gte,

e;-e" = 5" =g"=¢"(e; €)= g"g;,

also gilt: '
5" = gi9™. (A.9)
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Dies ist ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der metrischen Kom-
ponenten g'* bei Kenntnis der Komponenten g;;. Als Losung erhélt man:

gjk = Gijéik - % - % (A.10)
g g g
mit
g = det (gi5) .

Die G;’s sind dabei die algebraischen Komplemente der g;;’s. Es reicht somit
die Kenntnis eines n—Beines aus um das andere bestimmen zu konnen.

A.1.2 Der Minkovski Vierervektor
Definition

Aus der Vorlesung iiber analytische Mechanik! wissen wir, daf in der spezi-
ellen Relativitéitstheorie die Zeit eine relative Grofle ist, dafl wir also die Zeit
als eine zusétzliche Koordinate einfiihren konnen. Unser Konfigurationsraum
wird also ein vierdimensionaler Vektorraum sein, und ein Punkt (Ereignis)
wird in diesem Raum durch einen Vierervektor

(z#) = a# = (2%, 2%, 2°) (A.11)

beschrieben, wobei wir im speziellen z° = ¢ (die Zeit, ¢ = 1!) setzen und die
27,5 = 1,2,3 sind dann die drei Raumkomponenten.? (Griechische Indizes
konnen demnach, nach Konvention, die Werte 0,...,3 annehmen, wihrend
lateinische Indizes die Werte 1, 2 und 3 annehmen.)

Der neue Raum soll eben (euklidisch) sein, er soll aber auch in seiner Me-
trik spezielle Eigenschaften der kovarianten Wellenausbreitung beriicksichti-
gen. Dazu benotigen wir einige Ergebnisse zur inhomogenen Wellengleichung.

Die inhomogene Wellengleichung

Die inhomogene Wellengleichung lautet:

<V2 — g—;) f(r,t) = g(r, 1), (A.12)

1Siehe: B. Schnizer, Skriptum zur Vorlesung Analytische Mechanik, Kapitel 10.
2In einer #lteren Nomenklatur wurde eine vierte Komponente 2* = it an Stelle von z
eingefiihrt.

0
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mit g(r,t) als den Quellen der Schwingung. (A.12) ist eine lineare Differen-
tialgleichung, welche nach der Methode der Greenschen Funktionen gelost
werden kann. Man bestimmt also zuerst die Lésung von

2
(Vz — %) Gir—r't—t)=6(r—1")o(t—1)

unter Beriicksichtigung der Homogenitit des leeren Raumes. Die Greensche
Funktion G(r — r', ¢t — t') wird dabei mit

Gr—r't—t)=0, (t—t)<|r—1| (A.13)
bestimmt. Es beschreibt daher
r-r— xjxj = (331)2 + (m2)2 -+ (m3)2 <t?= (3:0)2

das Innere eines vierdimensionalen Kegels, des Lichtkegels.

Im Vakuum breiten sich alle Wirkungen mit Lichtgeschwindigkeit aus und
daher wird G(r —r',t — t') nur auf dem Lichtkegel von Null verschieden sein.
Ist nun r' im Ursprung gelegen, so folgt als Bedingung:

(x0)2 —27z; = 0. (A.14)

Die Minkovski Metrik

Die Minkowski Metrik der Raumzeit 148t sich nun unmittelbar fiir einen
Vierervektor (A.11) unter Verwendung von (A.7) und (A.8) begriinden:

v

T,T gutz”

(=) = @) = (%) = (=)’

woraus unmittelbar

Juw = 0, N#V
1

900 = —g11 = —G22 = —g33 = (A.15)

folgt. Damit konnte die Minkovski Metrik der Raumzeit aufgefunden werden.

Sie wird auch hiufig als eine pseudo—euklidische Metrik bezeichnet. Es ist dies
eine Metrik mit negativer Signatur.

185



Das Transformationsverhalten

Wir definieren zunéchst im n—dimensionalen Raum einen zweistufigen Tensor
T iiber eine lineare Vektorfunktion?

a="TDhb, a,beR", (A.16)
und suchen die Komponenten des Tensors 7. Wir schreiben
a=Tb=p,q, b, (A.17)

wobei p,q, das diadische Produkt zweier Vektoren p,, und q,, ist.

Sind nun a und b zwei Vektoren

a = qe'
i
b = bie ,

so definieren wir die Dyade © (etwa im R?) iiber*

© = ab
= aieibjej

= aibele! + ajbrele? + ajbsele® + ...

Die Dyade ist somit durch sechs unabhéngige Gréflen bestimmt. Ein Tensor
zweiter Stufe ist, in drei Dimensionen, hingegen durch neun unabhéngige
Gréflen bestimmt. Wir verallgemeinern nun die Dyade zum Tensor durch:

T = ae'e' +pe'e? +vye'e® +
o'e’el + fe’e? + y'e’e® +
a//e3e1 + ﬁ//e3e2 + ")/”6363

= pie' + pse’ + p3e’ (A.18)
mit

p1 = ae'+d'e’+a"ed
p2 — ﬂel +ﬁ'e2 _{_ﬁlle{i
ps = ,Yel +’)/Ie2+’)/”e3.

3Tensoren werden iiblicher Weise iiber das Transformationsverhalten eingefiihrt, hier
wollen wir aber einen anderen Weg gehen, welcher die Einfithrung der Dyade notwendig
macht. Dieses Element wird vor allem in &lterer Literatur zur Elektrodynamik angewendet.
4W. Papousek, Vektor-Tensor Rechnung I, Definition 4.1.
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Wir bestimmen im weiteren das Skalarprodukt zwischen Dyade und Vektor:

Op = Ople;
= a;bje'(e’ - pFey)
= {ej -ep = (5jk}
= aieibjpk(Sjk
= aieibjpj
= ae' (b-p)
= a(b-p) (A.19)

und das Ergebnis ist somit ein Vektor. Die Gleichung (A.17) kann nun leicht
im Sinne von Gleichung (A.18) und (A.19) verstanden werden. In Kompo-
nenten folgt fiir (A.17):

i = Dp iGn " = Tyb* (A.20)
und wir finden weiter:

Tek = Pn (qn . ek)
Pnln,i (eZ ’ ek)

= Pnlnk (A.21)
Te,-e = (Pn-€)nk

= Pniln,k
= Ty = Tey-e;. (A.22)

Daraus folgt schliefllich:
T = T = pid)
T, = Tei-€ =p, ¢y
Tjik = Tek C € = pn,ian-

Man kann nun offensichtlich, wie schon bei den Vektoren, Indizes hinauf- und
herunterziehen:

Tik = pnian
= §"Pnrg"qns
g7 " T, (A.23)

Wir kénnen nun wieder zum eigentlichen Problem zuriickkehren: die Norm
eines Vierervektors ist ein Skalar, welcher natiirlich bei Transformationen von

187



einem Inertialsystem zum anderen invariant bleiben mufi. Wir haben also
Transformationen der Form

Ly (A.24)
mit der Forderung
a'zl, = oz, = Tnv (A.25)
oder
12— (") = (@) = (@) == (o) - ()" - (°)", (A20)

was durch eine Galilei Transformation nicht bewerkstelligt werden kann. Es
folgt:

:E'“xij = A 2"A, "z,
= A A27
< 'z,
Daraus folgt unmittelbar:
A AT =061 (A.27)

als Forderung fiir die Komponenten jenes Transformationstensors, welcher
a#z, invariant 1a8t. Somit ist ein beliebiges vierkomponentiges Objekt s*
(su), welches wie 2* unter Lorentztransformationen transformiert, also s*s,
invariant hilt, ein kontravarianter (kovarianter) Vierervektor.

Wir untersuchen nun, ob die Lorentztransformation die gesuchte Trans-
formationseigenschaft aufweist. Dazu schreiben wir die spezielle Lorentz-
transformation in der Form:

20 ~a® — B
o= gl

m/2 — $2

? = y1® — yBa°, (A.28)

mit
1

Y= /71 — /82’
mit v der relativen Geschwindigkeit (bezogen auf die Lichtgeschwindigkeit)
der beiden Koordinatensysteme, und setzen in (A.26) ein:

()" = ()" = (=)° = (=")" =
= (12°=980%)" - (")’ - (+*) - (32" - 7Ba")”
= -8 (") - @)= @) = (1= 8) (@)
) - (@)

) @) - @) - (@)

f=v, (A.29)
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Damit ist gezeigt, daf die spezielle Lorentztransformation (und natiirlich
auch die allgemeine, ohne Beweis) die geforderte Invarianzeigenschaft auf-
weist. Man sagt auch, daf ein Vierervektor Lorentz kovariant ist.

Fiir die Transformation (A.24) finden wir noch:

vy 00 —p
0 10 0

A== 0 01 o (A.30)
-8 00 v

Die zweifache Anwendung einer Lorentztransformation ist wieder eine
Lorentztransformation, es existiert weiters das Einselement (fiir v = 0) und
es existiert die inverse Transformation. Damit bilden die Lorentztransforma-
tionen eine Gruppe, die Lorentzgruppe.

Die vierdimensionale Verallgemeinerung des Nablaoperators

,_ (0 2 0 0
B\ 0x0 0zt 022’ 03

transformiert wie jeder andere Vierervektor. Ist nun ¢(z*) eine skalare Funk-
tion, so gelte

_ 09 ¢ .

und wir schreiben verkiirzt

0¢ .

fan - Ou®
als kovarianten Vierervektor, oder

09

B -7

oz, ¢

als kontravarianten Vierervektor. Daraus folgt dann weiters der vierdimen-
sionale Laplaceoperator

62
0y = =5 -V
= ¢",, (A.31)

als Lorentz invarianter Operator.
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