Anhang H

H.1 Integrale der S-Matrix

H.1.1 Feynmans Methode

Bei der Berechnung der S-Matrix treten Integrale iiber Zwischenzustéinde
auf und die praktische Methode zur Bestimmung solcher Integrale wurde von
FEYNMAN angegeben. Diese Methode fiihrt Hilfsvariable derart ein, dafl die
urspriingliche Integration iiber den Viererimpulsraum der virtuellen Teilchen
auf ein Standardintegral zuriickgefiihrt wird. Es bleibt dann eine Integration
iiber die Hilfsvariablen. Diese Vorgangsweise hat Vorteile: (1) sie ist explizit
kovariant, (2) die Zahl der Pole wird auf zwei reduziert und (3) sie kann auf
alle Integrale angewendet werden, welche bei der Bestimmung von Elementen
der S-Matrix auftreten (inklusive divergente Integrale).

Ein typisches Integral hat die Form
F(k+
I:/d4k #, (H.1)
aias - - - Gy
mit den a; als Polynom zweiter Ordnung des Vierervektors k* und F(k*) ist

ein Polynom der Ordnung n'.

Wir fiihren nun Hilfsvariable z;, x5, ...ein mit dem Ziel, dafl der Nenner
aias - - - a, die n-te Potenz eines Polynoms zweiter Ordnung in £* wird:

Tn—2
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0

X .
[a1Zn—1 + a2 (Tp—9 — Tn-1) + ...+ an(l — z1)]"

Ein Produkt aus n Polynomen benétigt daher n — 1 Hilfsvariable. (H.2) kann
man durch Induktion beweisen. Fiir n = 1 benétigt man keine Hilfsvariable,
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fiir n = 2 gilt
1

dx , H.3
0/ (a1 + as( 1—37:)]2 (H.3)

was durch Ausintegrieren unmittelbar bewiesen wird. Man fiithrt nun die
neuen Variablen uy wie folgt ein:

1 = U
Tg = UiU2
Tp-1 = UWlU2-* - Up—1,

und damit wird (H.2) in die Form

1 1 1

71 n—
o a, (n—l)!/dulu1 /duzu 5. /dun_l (H.4)

0 0 0
1

[a1u1 cccUp—1 + aguq - - Up—2 (]. — U;nfl) + ...+ Qp, (1 - ul)]n

iibergefiihrt. Die Integrationen iiber die Variablen uq,..., u, 1 sind dabei
vertauschbar. Wir nehmen nun an, daf§ (H.2) und damit (H.4) fiir n Polynome
giiltig ist. Dann erhalten wir fiir n + 1 Polynome:

1
1

1 1
=m-D![ dugu? % [du, . ~ ,
a1G2 * * * ApQp i1 0 J Ay, 14

mit A" dem Nenner im Integranden von (H.4). Man kann dies aber als

1

n—1 1
/du Y =
/) [Au+B(1- w)]"tt nA"B

schreiben, was wiederum elementar zu beweisen ist. Wir finden daher fiir
u=1uyund B = a,,1:

1 1
1 / 1
=n! [ du u"l.../du ,
103 - - Aplpi1 ) 00 ) mot [Aug + any1(1 — uo)]’“L1

und damit ist (H.4) bewiesen.
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H.1.2 Konvergente Integrale

Es wird nun angenommen, daf} das auszuwertende Integral I absolut konver-
gent ist. Der Nenner in (H.2) oder (H.4) kann dann stets wie

A= (k= g + )"

geschrieben werden, wobei der Vierervektor g* und der Skalar a von der Inte-
grationsvariablen £* unabhingig sind, aber von der Hilfsvariablen x abhéingen.
Da das Integral konvergieren soll, kann man den Ursprung im k*-Raum ver-
schieben:
Kt — k4o,
und A™ wird zu
A™ = (k* + a®)".

Wir mitteln nun den Integranden iiber die Richtungen des Vierervektors k*,
was der Substitution

1
kuk,, = Zg,wk2
1
kukokak, = ﬂ(/fQ)2 (9w 9ro + Gurgvo + GuoGur)

entspricht. Mit Hilfe dieser Ausdriicke haben dann die Integrale die Form:
k2)m72
Lnn = | d*k (7. H.5
/ (k? + a?)n (H.5)

Wir behandeln nun die Pole entsprechend Abschnitt 3.4 und beriicksichtigen,
da jedem der urspriinglichen Nenner a; ein rein imaginirer Beitrag —ic;
hinzugefiigt werden mufl. Gleichung (H.2) oder (H.4) ersetzen diese —ic;
derart durch einen neuen Term —ie, daf} die 2n einfachen Pole durch zwei Pole
n-ter Ordnung ersetzt werden, welche, nach Verschiebung des Ursprungs, in

den Punkten
K = £4/ \k|2 + a?

aufgefunden werden. Man kann nun, wie in Abb. H.1 dargestellt, den Inte-
grationsweg in der komplexen k°-Ebene um 90° drehen, ohne einen Pol zu
kreuzen und man integriert dann von —ioo nach z00. Wir setzen

K =ik, k=K,

sodaB £° von —oo nach oo integriert wird. Aus (H.5) wird dann:

) (kIQ)mf2
Imn = 2/d4kl m (HG)
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Abbildung H.1: Die k°-Integration in der komplexen k’-Ebene.

Die Integration wird nun iiber den vierdimensionalen sphiirischen Raum k"2 =
|k’ |2 + K (2) ausgefiihrt. Man kann vierdimensionale Polarkoordinaten &, ¢, 9
und y einfiihren:

2w ™
/d%'z/dmﬁ/dgp/dﬁ sinﬁ/ dx sin2X227rQ/d/£/<c3.
0
0 0

Man integriert (H.6) zunéchst iiber die Winkel und erhélt im weiteren:

o0
m2 3
272 dm
/<;2+a2
0
(o]

_in? T(m)L(n—m)
" 0/ dtt—l—a? T @ Ty

Somit erhalten wir:

. (k.?)m—Q B ,L'7T2 o
/d k(k2+a2)n - (a2)n—mB( ? )’

mit B(m,n — m) = I'(m)['(n — m)/T'(n), der GAussschen Betafunktion.
Die Bedingung fiir die Existenz ist n > m > 0 und dies ist somit auch die
Bedingung fiir die Konvergenz der Integrale.
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