Kapitel 5

Aufspaltung der
Energiebander; Grenzfall fast
freier Elektronen

5.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt sollen “fast freie Elektronen” untersucht werden; es wird
dabei angenommen, dafl die Elektronen einem schwachen gitterperiodischen
Potential V' (r) ausgesetzt sind. In diesem Fall kann die Schrédingergleichung
(2.25) unter Verwendung der storungstheoretischen Methoden der Quanten-
mechanik! niherungsweise gelost werden. Hierbei sind die Losungen des un-
gestorten Problems

Hy |k) = ¢ [k)

mit Hy = P2/2m aus der Sommerfeld-Theorie bekannt: in der Ortsdarstel-
lung handelt es sich bei den |k) um ebene Wellen mit dem Wellenzahlvektor
k mit den zugehérigen Energiecigenwerten e = (h%/2m)k>.

Um die mathematischen Probleme so klein wie moglich zu halten, beschréanken
wir uns im folgenden auf einen eindimensionalen Kristall. In diesem Fall lau-

ten die Figenwerte und -funktionen des ungestoérten Systems

‘ h2
k) = —= e'*® und e,(go) = %kQ , (5.1)

wobei L das Grundgebiet ("Kettenlédnge’) des eindimensionalen Kristalls cha-
rakterisiert. Wir fithren nun eine schwache Stérung in Form des gitterperi-
odischen Potentials

V(z) =V(z+a)

mit der Gitterkonstante a ein.

lsiehe z. B. F. Schwabl, Quantenmechanik, Springer-Verlag Berlin, 1988, S. 179ff.
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5.2 Storungstheorie erster Ordnung

Die Energie-Korrektur erster Ordnung zu einem ungestorten Zustand |k) ist
gegeben durch

AelV) = <k ) v ) k> (5.2)

wobei V den Storoperator, im konkreten Fall das gitterperiodische Potential,
bedeutet. Das obige Matrixelement lautet in der Ortsdarstellung

"~ . 1 —ikx zkm_l _
<k‘V‘k>_L/(L)d:ce V(z)e _L/(L)de(:c)_v,

ist also unabhéngig vom Blochindex k. Es ergibt sich somit
Ae) =V (5.3)

e Die Storungsrechnung erster Ordnung ergibt lediglich eine Verschie-
bung der ungestorten free-electron Bandstruktur um eine konstante
Energie V, die den rdumlichen Mittelwert des Kristallpotentials dar-
stellt. Physikalisch ist diese Korrektur von nur geringem Interesse.

5.3 Storungstheorie zweiter Ordnung

Die Energie-Korrektur zweiter Ordnung zu einem ungestorten nicht entarte-
ten Zustand |k) ist gegeben durch

. 2
o5 [F]V]E)
S
Das Matrixelement im Zahler des obigen Bruches lautet
N 1 . /
<l<;’ V‘k:> - —/ dz V (z) ei-=¥)e (5.5)
L J)

Nun gilt fiir die Fourier-Entwicklung des Storpotentials (s. Kap. 2.2.1)
V(z) = Z v, B (5.6)

wobei K, = (2 /a)n mit n = 0,41, £2, ... der n-te reziproke Gitter “vektor”
des Kristalls und v,, der entsprechende Fourier-Koeffizient ist. Einsetzen von
(5.6) in (5.5) fithrt zu

N 1 : /
(K| |Ry = 23 o [ oo r = S g,
. Jw )

n

LOw ket e
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In der Formel (5.4) kommt das Absolutquadrat dieses Matrixelementes vor,
das folgendermassen zu behandeln ist:

|<]€/ V ‘ /{Z>‘2 = Z Z vzlvm 5k/7k+Kn1 5k/,k+Kn2 .

nl n2
Wegen der Identitét

5k/,k+Kn1 5k/,k+Kn2 = O ot Kt OK 1, K

reduziert sich die obige Doppelsumme zu
|<k’ v } k:>|2 =3 Swkrr [onf?

Setzt man diesen Ausdruck in die Glg. (5.4) ein, ergibt sich

2

@ _ . 2 Ok ot Kn vy,
Ae” = ZZ |vn| kz e,(f) ~ 61(60) = ; 61(90)[( ~ Ez(go) :
n / 4 n +Kn
~—
k£k!

Setzt man in den Nenner dieses Ausdrucks die ungestorten Energiewerte (5.1)
ein, erhélt man das Ergebnis

2m 1 v2
Ae? = 22 2 n . 5.7
L R 2 ; Kok + K,/2) (5:7)

Wie man sofort sieht, gibt es bei der Auswertung der Korrekturformel (5.7)

ein ernstes Problem, ndmlich Singularitédten an den Stellen

k=-=2,
2

also an den Grenzen der Brillouinzonen (s. Abb. 4.3 in diesem Skriptum).

Dieses Versagen der Storungsrechnung zweiter Ordnung fiir alle k an den
Grenzen der Brillouinzonen ist darauf zuriickzufiihren, dafl die ungestorten
Energiewerte an diesem Stellen des reziproken Raumes entartet sind. Es ha-
ben namlich die ungestorten Eigenvektoren |k > und |k + K, > fiir

k = — K, /2 denselben Energiewert

o B K\
6 =— | = -
2m 2
e Die Konsequenz daraus lautet, dal man an diesen Stellen im k-Raum
keine Storungsrechnung fiir nicht-entartete Zustéinde durchfiihren darf.
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5.4 Storungstheorie erster Ordnung fiir ent-
artete Zustande

Fir k = —K,,/2 und K,, # 0 mufl man die Eigenwerte der Sédkularmatriz
in bezug auf den von |k) und |k + K,,) gebildeten Eigen-Unterraum berech-
nen, d. h.; man stellt die Wellenfunktion des gestorten Zustandes durch eine
Linearkombination der ungestorten Zusténde |k > und |k + K,, > dar:

lp >=alk > +Blk+ K, > .

A~

Setzt man diesen Ansatz in die Schrodingergleichung (H — ¢€)|¢ >= 0 ein, so
ergibt sich mit = Hy + V und € = ¢© + Ael)

(Hy—€© +V — AeéWDY [alk > +8k+ K, >] = 0.

Da |k > und |k + K,, > Eigenvektoren von Hy zu € sind, reduziert sich
dieser Ausdruck zu

(V—AeD) [alk > 48]k + K, >] =0.
Erweitert man diese Gleichung von links mit < k| bzw. < k 4 K|, so ergibt

sich
a <klV =AWk > +8 < kV - Ak + K, >=0

bzw.
a<k+ K )V—AWk>+8<k+ K,V -AY|k+ K, >=0.

Da die Vektoren |k > und |k + K, > Eigenvektoren desselben Operators H,
sind, miissen sie die Orthonormalitétsrelation

< k3|/{3 + K, >= 5[(”70

erfiillen. Nachdem aber am Beginn dieses Abschnittes ausdriicklich K, # 0
gefordert wurde, fallen alle derartigen Vektorprodukte weg, und die beiden
linearen Gleichungen

a < k:|V|l€ > —alAe < klk > +p5 < k|V|k¢+Kn > — AWM < klk+K, >=0
und

a <k+EK,|V]k>—-aAeV < k+ K,|k>+8 < k+ K,|V|k+ K, > —
—BAY < k+ K |k+ K, >=0

vereinfachen sich zu
a < k|V]k > —aAeV) + 8 < k|V|k + K, >=0

und
a<k+ K VIk>48<k+ K,|V|k+ K, > —BAY =0
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Unter Beriicksichtigung der Orthonormalitit von |k > und |k + K,, > ergibt
sich also das homogene, lineare Gleichungssystem

N SR LT R TN

(kK| V]EY (ki K|V [k 4+ K ) = Al

und unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass die beiden Matrixelemente
entlang der Hauptdiagonalen den Wert V' haben, und dass weiters die Nicht-
diagonalelemente den Fourierkoeffizienten v,, entsprechen:

<k‘V‘k+Kn>:<k+Kn

V‘k>:vn,

erhélt man fiir die Berechnung der Energiekorrekturen erster Ordnung das
Eigenwertproblem

7 A )
Det ( V- A o ):(V—Ae,(j’)tvg:o

Up, V- Ae,(gl)
mit den Ergebnissen B
Ael(j) =V +|u,].

Es tritt somit am (dueren) Rand der n-ten Brillouinzone ein Energiesprung
von der GroBe 2|v,| auf.

e Die Ergebnisse dieses Kapitels (s. auch Abb. 5.1) kénnen demnach wie
folgt zusammengefasst werden:

ERR V2 K,
- _ n fi _Zn s,
o=k +V Qm; AT k#——F  (58)
h? - K,

e Wie man aus diesem Diagramm auch sieht, sind die korrigierten Ener-
giewerte zweiter Ordnung nicht nur an den Brillouinzonen-Grenzen ob-
solet, sondern auch in der Ndhe dieser Grenzen. In diesen Bereichen
miiite man offenbar die Ordnung des storungstheoretischen Ansatzes
erhohen. Eine aufwindigere Bandstrukturrechnung wiirde die Kurve
(o) ergeben.
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Abbildung 5.1: Energiedispersion im eztended eindimensionalen k-Raum. k-
und Energiewerte in atomaren Einheiten. Die vertikalen Linien bedeuten
die Grenzen der Brillouinzonen. Strichlierte Linie: Sommerfeld-Parabel;

ausgezogene Linie: Storungstheorie erster und zweiter Ordnung fiir einfache
Zusténde (5.8); e : Storungstheorie erster Ordnung fiir entartete Zustdnde

an den BZ-Grenzen (5.9); ¢ : aufwendigere Bandstrukturrechnung (plane wa-
ve Rechnung).
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