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6.1 Einleitung

Das Finite-Elemente Verfahren hat im Rahmen der Computersimulation in
den letzten Jahren zunehmend an Bedeutung gewonnen. Es wird in vielen
Bereichen des Ingenieurwesens erfolgreich angewandt, hat aber durchaus sei-
nen Platz als wichtiges Werkzeug in vielen Bereichen der angewandten und
Grundlagen-Forschung.

Die Finite-Elemente Methode wird angewandt um physikalische Proble-
me, welche in Berechnungen oder Konstruktionen auftreten können, zu lösen.
Der erste Schritt besteht dabei in der Idealisierung des physikalischen Pro-
blems auf ein mathematisches Modell, welches zumeist als Satz von Diffe-
rentialgleichungen formuliert wird. Die Finite-Elemente Methode löst dann
dieses mathematische Modell. Das Verfahren ist numerisch, daher ist einer-
seits eine Festlegung der erforderlichen Genauigkeit, andererseits aber auch
die Überprüfung der Rechengenauigkeit erforderlich. Wir erkennen aber, daß
der Idealisierung auf ein geeignetes mathematisches Modell entscheidende
Bedeutung für die Qualität und Relevanz der Ergebnisse zukommt.

Wir werden in diesem Teil der Vorlesung ‘Computersimulationen’ den Zu-
gang zum idealisierten mathematischen Modell anhand von Beispielen ent-
wickeln, bevor wir die Grundlagen einer Finite-Elemente Lösung dieses Mo-
delles besprechen. Dieses Lösungsverfahren wird dann schließlich am Beispiel
der Wärmeleitungsgleichung mit Randbedingungen diskutiert.

Das Finite-Elemente Verfahren selbst wurde aus der Strukturmechanik
entwickelt, was zu einer entsprechenden Terminologie geführt hat, welche in
anderen Zusammenhängen angewandt ‘fremd’ klingt.
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6.2 Diskrete mathematische Modelle mit kon-

zentrierten Parametern

Für solche Probleme ist es wesentlich, daß der Zustand des Systems mit
ausreichender Genauigkeit durch Werte einer endlichen Zahl von Zustands-
größen direkt beschrieben werden kann. Zur Lösung sind folgende Schritte
erforderlich:

(1) Idealisierung des Systems: das vorgegebene System wird als Verbund
von Elementen idealisiert.

(2) Gleichgewicht am Element : die Gleichgewichtsbedingungen (bzw. Be-
wegungsgleichungen) für jedes Element werden unter Verwendung von
Zustandsvariablen aufgestellt.

(3) Verbund der Elemente: die Bedingungen für die Verbindung der Ele-
mente untereinander, die Element-Vermaschungsbedingungen, werden
dazu herangezogen, um ein Gleichgewichtssystem für die unbekannten
Zustandsvariablen aufzustellen.

(4) Berechnung der Antwort (Reaktion): das Gleichungssystem wird nach
den Zustandsvariablen aufgelöst und die Antwort für jedes Element
unter Verwendung der Gleichgewichtsbedingungen bestimmt.

Wir können des weiteren folgene Problemklassen einführen:

(a) stationäre Probleme,

(b) Ausbreitungsprobleme,

(c) Eigenwertprobleme.

Damit wurden zwar nicht alle, wohl aber die bedeutensten Problemklassen
angeführt. Sie decken weitestgehend Probleme der Strukturmechanik, Elek-
trodynamik, Fluid-Dynamik und Wärmeübertragung ab.

6.2.1 Stationäre Probleme

Die Antwort des Systems ändert sich nicht mit der Zeit. Das Gleichungssys-
tem zur Bestimmung der Zustandsvariablen enthält damit die Zeit nicht als
Variable.

Wir untersuchen als Beispiel die in Abb. 6.1 dargestellte Wand, welche aus
zwei homogenen Platten besteht, welche sich berühren. Im stationären Zu-
stand werden die Temperaturen in der Wand von den Temperaturen T1 und
T3 an den beiden Außenflächen und der Temperatur T2 an der Trennfläche
bestimmt. Sie sind daher logische Zustandsgrößen. Es sind die durch diese
Temperaturen ausgedrückten Gleichgewichtsbeziehungen aufzustellen, wobei
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Abbildung 6.1: Geschichtete Platte unter Temperaturrandbedingungen

die Temperaturen T0 und T4 bekannt sind. Generell gilt für den Wärmedurch-
gang

Q

A
= k∆T, (6.1)

Q ist dabei der gesamte Wärmestrom, A die Wandfläche, ∆T das Tempe-
raturgefälle in Richtung des Wärmestroms und k der Durchgangs- bzw. der
Übergangskoeffizient. In Abb. 6.1 sind k1 und k4 Wärmeübergangskoeffizien-
ten und k2 und k3 die Wärmedurchgangskoeffizienten der Plattenmaterialien.
(Die beiden Platten seien dabei in idealer Weise aneinander gekoppelt.) Pro
Flächeneinheit gelten dann die Element-Gleichgewichtsbeziehungen:

Linke Oberfläche: q1 = k1 (T0 − T1)
Linke Platte: q2 = k2 (T1 − T2)
Rechte Platte: q3 = k3 (T2 − T3)
Rechte Oberfläche: q4 = k4 (T3 − T4) ,

(6.2)

mit qi = Qi/A. Die Gleichgewichtsbedingung für den Wärmestrom lautet:

q1 = q2 = q3 = q4 (6.3)

und dies ergibt:

k1 (T0 − T1) = k2 (T1 − T2)

k2 (T1 − T2) = k3 (T2 − T3) (6.4)

k3 (T2 − T3) = k4 (T3 − T4) .

In Matrixform angeschrieben ethalten wir:




k1 + k2 −k2 0
−k2 k2 + k3 −k3

0 −k3 k3 + k4









T1

T2

T3



 =





k1T0

0
k4T4



 , (6.5)

oder
KT = f , (6.6)
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mit der Koeffizientenmatrix K, T = (T1 T2 T3) und f = (k1T0 0 k4T4). Die
Gleichgewichtsbeziehung (6.6) kann man auch über die direkte Steifigkeitsme-
thode bestimmen. Man geht hier von der typischen Element-Gleichgewichts-
beziehung aus
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(
1 −1
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)(
Ti

Tj

)

=

(
qi

qj

)

, (6.7)

wobei qi, qj die Wärmeströme in das Element und Ti und Tj die Element
Endtemperaturen sind. Die direkte Steifigkeitsmethode besagt nun, daß die
Gleichgewichtsbeziehung für das Gesamtsystem durch

ST = r (6.8)

gegeben ist, wobei r die Randbedingung angibt. Die Steifigkeitsmatrix S ist
wiederum durch

S =
n⊕

i=1

S(i) (6.9)

bestimmt, wobei die S(i) die Elementsteifigkeitsmatrizen sind. Im vorliegen-
den Fall haben wir zwei wärmeleitende Elemente für welche die Element-
Gleichgewichtsbeziehung (6.7) anzuwenden ist. Wir erhalten daher:





k2 −k2 0
−k2 k2 0
0 0 0



 +





0 0 0
0 k3 −k3

0 −k3 k3



 =





k2 −k2 0
−k2 k2 + k3 −k3

0 −k3 k3



 .

Eingesetzt in (6.8) ergibt dies:




k2 −k2 0
−k2 k2 + k3 −k3

0 −k3 k3









T1

T2

T3



 =





k1(T0 − T1)
0

k4(T4 − T3)



 .

T1 und T3 sind Unbekannte und eine entsprechende Umformung ergibt die
Gleichgewichtsbeziehung in der Form (6.5).

Es ist insbesonders festzustellen, daß die Matrizen S und K symmetri-
sche Bandmatrizen sind, welche im allgemeinen auch positiv definit sind.
Man kann daher aus der Gleichgewichtsbeziehung (6.6) die Zustandsgröße T

unmittelbar bestimmen.
Im hier diskutierten Beispiel wurden die systembestimmenden Gleichge-

wichtsbeziehungen auf direktem Wege aufgestellt. Es ist aber von besonde-
rer Bedeutung, daß diese Gleichgewichtsbeziehungen für die Zustandsgrößen
auch mit Hilfe von Extremal- oder Variationsformulierungen gewonnen wer-
den können. Man spricht dann von einer schwachen Formulierung.
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Bei einer Extremwertaufgabe ist ein Satz, oder sind Sätze von Werten
(Zustandsgrößen) Ui, i = 1, 2, . . . , n so zu bestimmen, daß ein gegebenes
Funktional Π(U1, . . . , Un) maximal oder minimal wird, oder einen Sattel-
punkt hat. Die Gleichungen für die Zustandsvariablen erhält man dann aus
der Beziehung

δΠ = 0. (6.10)

Da weiters

δΠ =
∂Π

∂U1
δU1 + · · · +

∂Π

∂Un

δUn

gilt, muß
∂Π

∂Ui

= 0, i = 1, . . . , n (6.11)

erfüllt sein. δUi steht dabei für Variationen der Zustandsvariablen Ui, welche
beliebig sind, außer, daß sie an den Rändern entsprechend den Randbedin-
gungen für die Zustandsvariablen verschwinden müssen. Die zweiten Ablei-
tungen von Π nach den Zustandsvariablen entscheideen dann, ob die Lösung
einem Maximum, Minimum, oder einem Sattelpunkt entspricht.

Bei der Lösung von Modellen mit konzentrierten Parametern kann man
davon ausgehen, daß Π so definiert ist, daß die Bedingungen (6.11) die be-
herrschenden Gleichgewichtsbeziehungen erzeugen.

6.2.2 Ausbreitungsprobleme

Die Antwort des Systems ändert sich mit der Zeit. Es werden aber im wesent-
lichen dieselben Verfahren wie für die Untersuchung stationärer Systeme an-
gewandt; die Zustandsvariablen und die Element-Gleichgewichtsbeziehungen
hängen nun aber von der Zeit ab.

Pseudo-stationäre Probleme liegen dann vor, wenn der Einfluß der Zeit auf
die Element-Gleichgewichtsbeziehungen vernachlässigbar ist, der Lastvektor
aber von der Zeit abhängt. Man erhält dann die Systemantwort aus den Glei-
chungen, welche das stationäre Problem beschreiben, und anstelle des stati-
onären Lastvektors wird der zeitabhängige Lastvektor gesetzt. Damit wird
die stationäre Berechnung für beliebige Zeiten t ausgeführt. In den wirklichen
Ausbreitungsproblemen sind auch die Element-Gleichgewichtsbeziehungen
zeitabhängig.

Wir wollen die Problemstellung wieder an Hand eines Beispieles studie-
ren: Bestimmung des Wärmeaugleichstromes in einer Elektronenröhre. Die
Geometrie der Anordnung ist aus Abb. 6.2 zu ersehen, während die einzelnen
Prozesse in ihrem Zusammenwirken in Abb. 6.3 dargestellt sind.

Ein Heizfaden wird auf die Temperatur Tf erhitzt; dieser gibt Wärme
durch Konvektion an das umgebende Gas ab, aber auch Wärme durch Strah-
lung and die Glaswand der Röhre. Diese Glaswand erhält aber auch Wärme
durch Konvektion aus dem Gas. Schließlich gibt die Glaswand Wärme durch
Konvektion an die umgebende Atmosphäre ab, welche die Temperatur Ta
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Abbildung 6.2: Wärmeübertragung in einer Elektronenröhre.
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Abbildung 6.3: Blockdiagramm zur Wärmeübertragung in einer Elektro-
nenröhre.

hat. Die Wärmekapazität des Gases sei durch C1 gegeben und die der Glas-
wand durch C2. Der Wärmeübergangskoeffizient vom Heizfaden zum Gas sei
durch k1 beschrieben, der vom Gas zur Glaswand durch k2 und der von der
Glaswand zur Atmosphäre durch k3.

Die Temperaturen T1 des Gases und T2 der Glaswand sind die unbekann-
ten Zustandsgrößen und die System-Gleichgewichtsbeziehungen ergeben sich
aus dem Wärmestromgleichgewicht von Gas und Wand. Damit ergibt sich
für das Gas

C1
d2T1

dt2
= k1(Tf − T1) − k2(T1 − T2)

und für die Glaswand

C2
d2T2

dt2
= kr(T

4
f − T 4

2 ) + k2(T1 − T2) − k3(T2 − Ta),

wie man aus Abb. 6.3 unschwer entnehmen kann. Diese Gleichungen können
zu

CT̈ + KT = f (6.12)
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zusammengefaßt werden. Hiebei ist

C =

(
C1 0
0 C2

)

, K =

(
k1 + k2 −k2

−k2 k2 + k3

)

,

und

f =

(
k1Tf

kr(T
4
f − T 4

2 ) + k3Ta

)

.

Der nicht zeitabhängige Teil von (6.12) ist dem stationären Ergebnis (6.8)
ähnlich. Allerdings haben wir nunmehr, aufgrund der Wärmeübertragung
durch Strahlung, ein nicht lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von
T vorliegen.

6.2.3 Eigenwertprobleme

Wir sind zuvor von der Existenz einer Lösung für die Antwort des Sy-
stems ausgegangen. Ein Kennzeichen von Eigenwertproblemen ist hingegen,
daß es nicht nur eine eindeutige Lösung für die Reaktion des Systems gibt,
das Ziel ist vielmehr die Ermittlung der verschiedenen möglichen Lösungen.
Grundsätzlich treten Eigenwertprobleme sowohl bei statischen als auch bei
dynamischen Berechnungen auf.

Das verallgemeinerte Eigenwert-Problem ist von der Form (Eigenwert-
gleichung)

Av = λBv, (6.13)

mit A und B zwei symmetrischen Matrizen und λ einem Skalar. Erfüllen die
Werte λi und die Vektoren vi obige Gleichung, so spricht man vom Eigen-
vektor vi zum Eigenwert λi.

In stationären Problemen formuliert man das Eigenwertproblem, wenn
man die physikalische Stabilität des Systems untersuchen möchte. Es stellt
sich nämlich die Frage: gibt es neben der stationären Lösung des Systems
eine weitere Lösung, in welche das System übergehen kann, wenn es in seiner
Gleichgewichtslage gestört wird?

Der Grundgedanke wird wieder an einem einfachen Beispiel demonstriert:
wir betrachten den in Abb. 6.4 dargestellten elektrischen Schwingkreis. Wir
wollen dabei vereinfachend annehmen, daß L1 = L2 = L und C1 = C2 = C
ist. Wir bestimmen zunächst die dynamischen Gleichgewichtsbeziehungen
und benötigen dazu die Element-Gleichgewichtsbeziehungen. Diese lauten
etwa für die Induktivität (Spule)

L
dI

dt
= U, (6.14)

und für die Kapazität (Kondensator)

I = C
dU

dt
. (6.15)
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Abbildung 6.4: Elektrischer Schwingkreis

Als Zustandsgrößen dienen die Ströme I1 und I2 (siehe Abb. 6.4). Die Gleich-
gewichtsbeziehung erhält man schließlich aus der Element-Vermaschungsbe-
dingung, in diesem Fall der Kirchoffschen Spannungsregel:

UC1 + UL2 + UC2 = 0

UL1 + UL2 + Uc2 = 0. (6.16)

Wir differenzieren (6.14) und (6.15) nach der Zeit und setzen in (6.16) ein.
Dies ergibt:

L
d2I1

dt2
+ L

d2I2

dt2
+ 2

I1

C
+

I2

C
= 0

2L
d2T1

dt2
+ L

d2I2

dt2
+

I2

C
+

I1

C
= 0.

In Matrixform angeschrieben ergibt sich daraus:

L

(
1 1
2 1

)(
Ï1

Ï2

)

+
1

C

(
2 1
1 1

)(
I1

I2

)

=

(
0
0

)

,

oder kompakt:

AÏ +
1

LC
BI = 0. (6.17)

Der Lösungsansatz
I = I0 sin(ωt + ϕ)

ergibt

AI0 sin(ωt + ϕ) +
1

LC
B

︸ ︷︷ ︸

=K

I0 sin(ωt + ϕ),

oder
KI0 + ω2AI0 = 0. (6.18)

Damit konnten wir die Eigenwertgleichung des Problemes auffinden.
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6.3 Lösung mathematischer Modelle von Kon-

tinuumssystemen

Der Weg zur Lösung ist ähnlich jenem, welcher im vorhergehenden Abschnitt
behandelt wurde. Wir haben jetzt aber anstelle von diskreten Elementen
differentielle Modelle vorliegen. Unser Ziel ist es Differentialgleichungen zu
gewinnen, welche die Element-Gleichgewichtsbeziehungen, die konstruktiven
Beziehungen und die Bedingungen für den Elementverbund ausdrücken. Die-
se Differentialgleichungen müssen im gesamten Bereich, welchen das System
einnimmt, gelten. Sie müssen durch Randbedingungen (Randwertproblem)
und für dynamische Untersuchungen auch durch Anfangsbedingungen (An-
fangswertproblem) ergänzt werden.

Die systembeherrschenden Differentialgleichungen können mit Hilfe von
zwei verschiedenen Verfahren erzeugt werden:

• direkte Metode (differentielle Formulierung),

• Variationsmethode.

6.3.1 Differentielle Formulierung

In dieser Formulierung werden die Gleichgewichtsbedingungen und die kon-
struktiven Gleichungen für ein typisches differentielles Element in den Zu-
standsgrößen aufgestellt. Dies führt zu einem System von Differentialglei-
chungen in den Zustandsgrößen. Vervollständigt wird die Formulierung des
Problemes schließlich mit der Aufstellung aller Randbedingungen und, in
dynamischen Untersuchungen, auch Anfangsbedingungen. Zusätzliche Diffe-
rentialgleichungen beschränken die Zustandsgrößen derart, daß alle Kompa-
tibilitätsbedingungen erfüllt werden.

Für die mathematische Behandlung ist es zweckmäßig die problembe-
herrschende Differentialgleichung zu klassifizieren. Dazu wird die im Bereich
(x, y) definierte allgemeine partielle Differentialgleichung

A(x, y)
∂2u

∂x2
+ 2B(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ C(x, y)

∂2u

∂y2
= ϕ

(

x, y, u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)

(6.19)

betrachtet, in der u = u(x, y) die unbekannte Zustandsgröße ist. Je nach
ihren Koeffizienten bezeichnet man die Differentialgleichung (6.19) als

B2 − AC







< 0 elliptisch,

= 0 parabolisch,

> 0 hyperbolisch.

In ihrer jeweils einfachsten Form können diese drei Typen mit der La-

placeschen Gleichung, der Wärmeleitungsgleichung und der Wellengleichung
identifiziert werden.
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Abbildung 6.5: Eindimensionales Wärmeleitungsproblem. a) Gesamtanord-
nung, b) infinitesimales Streifenelement.

Wir wollen wieder das Entstehen der problembeherrschenden Differen-
tialgleichung an einem einfachen Beispiel diskutieren: in Abb. 6.5a ist ein
sehr langer Plattenstreifen dargestellt. Er ist durch eine konstante Wärme-
leitfähigkeit k, durch die Massendichte ρ und durch die Wärmekapazität C
pro Einheitsmasse charakterisiert. Er hat eine konstante Anfangstemperatur
Ti. Er wird plötzlich zur Zeit t = 0+ von einem konstanten, gleichförmigen
Wärmestrom q0(x = 0, t > 0) getroffen. Die Plattenoberfläche bei x = L
wird auf der Temperatur Ti gehalten. Wir nehmen an, daß der Wärmestrom
eindimensional ist.

Die Element-Gleichgewichtsbeziehung für das differentielle Element (siehe
Abb. 6.5b) des Plattenstreifen ergibt sich aus der Forderung, daß die Differenz
des ein- und auslaufenden Wärmestroms gleich der im Element gespeicherten
Wärmemenge ist:

A q|x −

(

qA|x + A
∂q

∂x

∣
∣
∣
∣
x

dx

)

= ρAC
∂T

∂t

∣
∣
∣
∣
x

dx. (6.20)

Die konstitutive Gleichung ist hier das Fouriersche Wärmeleitungsgesetz

q = −k
∂T

∂x
. (6.21)

Wir setzen dies in (6.20) ein und erhalten mit

k
∂2T

∂x2
= ρC

∂T

∂t
(6.22)

102



die Wärmeleitungsgleichung. (Wir haben hier, stillschweigend, vorausgesetzt,
daß T eine zweifach differenzierbare Funktion von x ist.) Es gelten die Rand-
bedingungen:

∂T (0, t)

∂t
= −

q0(0, t)

k
, t > 0 (6.23)

und
T (L, t) = Ti, (6.24)

für alle Zeiten. Schließlich haben wir noch die Anfangsbedingung:

T (x, t = 0) = Ti, 0 ≤ x ≤ L. (6.25)

Somit wurde das Problem vollständig definiert.
Es sei hier noch angemerkt, daß parabolische und hyperbolische Differen-

tialgleichungen im Gegensatz zu den elliptischen die Zeit als unabhängigen
Parameter enthalten. Sie kennzeichnen also Ausbreitungsprobleme.

6.3.2 Variationsformulierung

Es ist das Gesamtpotential Π gegeben, welches auch das Funktional des Pro-
blemes genannt wird. Ist in einem solchen Funktional die höchste Ablei-
tung einer Zustandgröße nach einer Raumkoordinate von m-ter Ordnung, so
spricht man von einem Cm−1-Variationsproblem. Es gibt des weiteren zwei
Klassen von Randbedingungen, die wesentlichen und die natürlichen Rand-
bedingungen.

Die wesentlichen Randbedingungen heißen auch oft geometrische Rand-
bedingungen, weil sie Verschiebungen oder Verdrehungen entsprechen, oder
Dirichletsche Randbedingungen. Die Ordnung der Ableitungen in den we-
sentlichen Randbedingungen beträgt Cm−1-Problemen höchstens m − 1.

Die natürlichen Randbedingungen heißen auch oft dynamische Randbe-
dingungen, Kraft-Randbedingungen, oder von Neumann Randbedingun-
gen. Die höchsten Ableitungen nach Raumkoordinaten, welche in solchen
Randbedingungen auftreten können sind von m-ter bis (2m − 1)-ter Ord-
nung. Sie sind Bestandteil des Funktionals Π.

Zur Demonstration verwenden wir wieder das vorhergehende Beispiel des
sehr langen Plattenstreifens nach Abb. 6.5a. Das Funktional, welches die
Temperaturverteilung regelt sei durch

Π =

L∫

0

dx
1

2
k

(
∂T

∂x

)2

−

L∫

0

dx qBT − T0q0 (6.26)

gegeben, mit T0 = T (0, t). Der Term q0T0 ist dabei die von Neumann

Randbedingung. Weiters haben wir noch die wesentliche Randbedingung:

T (L, t) = TL = Ti, (6.27)
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und qB ist die pro Einheitsvolumen erzeugte Wärmemenge. Aus der Forde-
rung, daß Π stationär sein muß erhält man die Bestimmungsgleichung und
die natürliche Randbedingung in expliziter Formulierung.

Es handelt sich hier offensichtlich um ein C0-Problem. Die wesentliche
Randbedingung kann sich daher nur auf eine vorgegebene Temperatur bezie-
hen [vgl. (6.27)]; die natürliche Randbedingung muß hingegen einem Tempe-
raturgradienten oder einem Randwärmestrom entsprechen. Es gilt:

δΠ = 0

=

L∫

0

dx

(
∂T

∂x

)(

δ
∂T

∂x

)

−

L∫

0

dx qBδT − q0δT,

wobei

δ
∂T

∂x
=

∂

∂x
δT

gilt. Partielle Integration führt zu

δΠ = −

L∫

0

dx δT

(

k
∂2T

∂x2
+ qB

)

+ k
∂T

∂x

∣
∣
∣
∣
x=L

δTL −

[

k
∂T

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

+ q0

]

δT0

= 0.

Die Variation der wesentlichen Randbedingungen ist Null, also ist δTL = 0.
Nehmen wir nun weiter an, daß δT0 = 0, aber sonst δT 6= 0, folgt unmittelbar

k
∂2T

∂x2
+ qB = 0. (6.28)

Wir nehmen nun umgekehrt an, daß δT = 0, ∀ x 6= 0 und δT 6= 0 für x = 0
gelte. Dies ergibt

k
∂T

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

+ q0 = 0, (6.29)

was der nürlichen Randbedingung (Fouriersches Wärmeleitungsgesetz) ent-
spricht. Setzen wir schließlich

qB = −ρC
∂T

∂t
,

so folgt die Wärmeleitungsgleichung (6.21). Bis zu diesem letzten Schritt
haben wir aber das Problem so behandelt als wäre es ein stationäres Problem.
Die Zeitabhängigkeit von qB wandelt das Problem in ein quasistationäres um.

Die hier vorgestellten Überlegungen führen notwendig zur Frage, wie man
das Funktional eines Problemes aufstellen kann. Zunächst ist es unschwer
festzustellen, daß Π die Lagrange-Funktion des Problemes ist, und daß
δΠ = 0 dem Grundprinzip der Minimalisierung der freien Energie, wie sie im
Hamilton-Lagrange-Formalismus der analytischen Mechanik formuliert
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ist, entspricht. Üblicher Weise geht man bei der Aufstellung der Lagrange-
Funktion von der Differentialgleichung aus, welche das System beschreibt.
Man formt diese in eine Integralgleichung um und benützt das so gefundene
Ergebnis um einen Ansatz für die Lagrange-Funktion zu entwickeln. Die
Variation δΠ = 0 muß dann wieder zur bestimmenden Differentialgleichung
führen. Da dieser Prozess aber nicht eindeutig ist, kann man oft mehrere
Funktionale definieren, welche für ein und dasselbe Problem gleich gut ge-
eignet sind.

Hat man aber einmal für eine bestimmte Klasse von Problemen das Funk-
tional aufgestellt, so kann man es dazu verwenden die beherrschende Differen-
tialgleichung für alle Probleme dieser Klasse aufzustellen. Das Funktional ist
also ein umfassend einsetzbares analytisches Werkzeug. Vom Gesichtspunkt
der “Nützlichkeit” kann man festhalten:

1. Die Variationsmethode kann einen relativ einfachen Weg zur Aufstel-
lung der bestimmenden Differentialglkeichung eines Systemes bieten.
Die Ursache liegt darin, daß im Variationsformalismus eher skalare
Größen (wie Energie, Potentiale, etc.) und nicht Vektorgrößen betrach-
tet werden.

2. Ein Variationsverfahren kann auf direktem Weg zu den systembeherr-
schenden Gleichungen und den Randbedingungen führen. Man muß
einige Variable, welche in einer direkten Formulierung einbezogen wer-
den müssen, in einer Variationsformulierung nicht berücksichtigen, wie
etwa innere Kräfte, welche keine äußere Arbeit leisten.

3. Zur Ermittlung von Näherungslösungen kann bei Variationsformulie-
rungen eine größere Klasse von Ansatzfunktionen verwendet werden,
als für die differentielle Formulierung; nachdem die natürlichen Rand-
bedingungen im Funktional enthalten sind, müssen die Ansatzfunktio-
nen diese natürlichen Randbedingungen nicht befriedigen.

6.3.3 Lösungsverfahren

Will man nun die Lösung komplexer Probleme aufsuchen, so muß man zur
Lösung Näherungsverfahren anwenden. Grundsätzlich haben wir die differen-
tielle Formulierung eines stationären Problems in der Form

D̂ϕ = r, in G ⊂ R
4 (6.30)

vorliegen, wobei D̂ eine linearer Differentialoperator der Ordnung 2m ist
(Defintionsbereich G), ϕ ist die zu bestimmende Zustandsgröße und r die
Erregerfunktion. Die Lösung des Problemes muß auch die Randbedingungen

B̂iϕ = qi|am Rand Si
, i = 1, 2, . . . (6.31)

105



enthalten, mit Operatoren B̂i, welche auf ϕ wirkend den Randwert qi ergeben.
Bei physikalisch relevanten Problemen werden die Operatoren D̂ symmetrisch
und positiv definit sein, es wird also die Symmetriebedingung

∫

G

dG
(

D̂u
)

v =

∫

G

dG
(

D̂v
)

u,

und die Bedingung der positiven Bestimmtheit

∫

G

dG u
(

D̂u
)

> 0

gelten. u und v sind hier beliebige Funktionen, welche homogene wesentliche
und natürliche Randbedingungen erfüllen.

Das Verfahren der gewichteten Residuen oder das Ritzsche Verfahren
geht von einer Lösung der Form

ϕ̄ =
n∑

i=1

aifi (6.32)

aus, wobei der Satz {fi| i = 1, 2, . . . , n} ein Satz linear unabhängiger Ansatz-
funktionen ist und die ai sind die zu bestimmenden Entwicklungskoeffizien-
ten.

Im Verfahren der gewichteten Residuen wählt man die Funktionen fi der-
art, daß sie die Randbedingungen (6.31) erfüllen und berechnet das Residuum

R = r − D̂

[
n∑

i=1

aifi

]

. (6.33)

Für die exakte Lösung gilt R = 0. Im allgemeinen werden die ai so bestimmt,
daß ein gewichtetes Mittel von R verschwindet.

Im Galerkin-Verfahren, eine Variante obigen Verfahrens, werden die
Parameter ai aus den n Gleichungen

∫

G

dG fiR = 0 (6.34)

bestimmt. Dies ist allerdings unhandlich, da die Ansatzfunktionen 2m-fach
differentierbar sein müssen.

6.3.4 Einführung in die Finite-Elemente Lösung

Wir untersuchen hiezu beispielhaft das in Abb. 6.6a dargestellte Problem.
Wir führen als Zustandsgröße die Verschiebung u(x, t) ein, welche der Stab
vom Querschnitt A unter dem Einfluß der Streckenlast fB(x) = ax und der
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Abbildung 6.6: Gleichförmiger Stab unter der Streckenlast fB(x) und Ein-
zellast R

Endlast R erleidet. Diese Endlast wird für Zeiten t > 0 ‘eingeschaltet’. Das
Stabmaterial sei durch den Elastizitätsmodul E gekennzeichnet.

Nach dem d’Alembertschen Prinzip lautet das Element-Kräftegleichge-
wicht am infinitesimalen Stabelement (siehe Abb. 6.6b):

σA|x+dx − σA|x = σA|x + A
∂σ

∂x

∣
∣
∣
∣
x

dx − σA|x

= ρA
∂2u

∂t2

∣
∣
∣
∣
x

dx. (6.35)

Die konstitutive Gleichung ist

σ = E
∂u

∂x
. (6.36)

Daraus ergibt sich:

∂σ

∂x
= E

∂2u

∂x2

EA
∂2u

∂x2
dx = ρA

∂2u

∂t2
dx

∂2u

∂x2
=

ρ

E

∂2u

∂t2
,

und mit c =
√

E/ρ erhalten wir die Wellengleichung

∂2u

∂x2
=

1

c2

∂2u

∂t2
(6.37)

als systembestimmende Differentialgleichung. Die Vermaschungsbeziehung
ist erfüllt, da u(x, t) als kontinuierliche Funktion von x angenommen wurde.
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Die Randbedingungen sind

u(0, t) = 0, der Stab ist bei x = 0 eingespannt

EA
∂u(L, t)

∂x
= R(t), t > 0, (6.38)

und die Anfangsbedingungen lauten:

u(x, 0) = 0,

∂u(x, 0)

∂t
= 0. (6.39)

Konzentrieren wir uns auf das stationäre Problem, so finden wir die dif-
ferentielle Formulierung :

EA
d2u

dx2
+ fB = 0, (6.40)

u(x = 0) = 0 (6.41)

EA
du(x)

dx

∣
∣
∣
∣
L

= R, (6.42)

mit R nunmehr als Betrag einer stationären Endkraft. Mit der Streckenlast
fB(x) = ax erhält man die Lösung:

u(x) =
(R + aL2/2)x − (ax3/6)

EA
. (6.43)

(6.40) gewährleistet das Gleichgewicht in jedem Punkt x des Stabes, (6.41)
ist die wesentliche (geometrische) Randbedingung und (6.42) ist die natürli-
che (Kraft-)Randbedingung. u(x) ist eine stetige, zweifach differenzierbare
Funktion. Verallgemeinernd kann man sagen, daß die Lösung von (6.40),
(6.41) und (6.42) für jede kontinuierliche Last fB(x) im Raum der stetigen
und zweifach differenzierbaren Funktionen, welche (6.41) und (6.42) erfüllen,
liegt.

Eine Variantionsformulierung ergibt das Funktional

Π =
1

2

L∫

0

dxEA

[
du(x)

dx

]2

−

L∫

0

dx u(x)fB(x) − Ru(x = L) (6.44)

und daraus folgt:

δΠ = 0 (6.45)

u(x = 0) = 0 (6.46)

δu(x = 0) = 0. (6.47)
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Die Beziehungen (6.44), (6.45), (6.46) und (6.47) sowie (6.40), (6.41) und
(6.42) sind vollkommen äquivalent. Fordert man nämlich (6.45), integriert
partiell und verwendet (6.47), so ergibt sich (6.40) bis (6.42). δu(x) ist eine
beliebige Variation von u(x), welche der Bedingung δu(x = 0) = 0 gehorcht;
man kann daher δu(x) als eine beliebige kontinuierliche Funktion auffassen,
welche die Bedingung (6.47) erfüllt.

Die Variationsformulierung kann aber auch unschwer aus der differenti-
ellen Formulierung abgeleitet werden. (6.40) ist für alle Punkte des Stabes
gültig und damit gilt auch

[

EA
d2u(x)

dx2
+ fB(x)

]

δu(x) = 0,

mit δu(x) einer beliebigen Variation von u(x) (oder einer beliebigen stetigen
Funktion) mit δu(x = 0) = 0. Es gilt dann auch

L∫

0

dx

[

EA
d2u(x)

dx2
+ fB(x)

]

δu(x) = 0;

partielle Integration ergibt:

EA

L∫

0

dx
dδu(x)

dx

du(x)

dx
=

L∫

0

dx fB(x)δu(x) + EA
du(x)

dx
δu(x)|L0 .

Wir verwenden die Randbedingung (6.42) und erhalten

EA

L∫

0

dx
dδu(x)

dx

du(x)

dx
=

L∫

0

dx fB(x)δu(x) + R δu(x)|x=L (6.48)

mit
u(x = 0) = 0, δu(x = 0) = 0.

Dieses so erhaltene Ergebnis wird auch das Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen (Prinzip der virtuellen Arbeit) genannt. (6.48) kann man natürlich
auch als

δ







L∫

0

dx

[

EA

2

(
du(x)

dx

)2

− fB(x)u(x)

]

− Ru(x = L)






= 0

schreiben, was dann wieder der Variationsaussage (6.45) entspricht.
Alle drei Formulierungen sind einander äquivalent, das heißt, daß die

Lösung u(x) nach (6.43) die eindeutige Lösung ist. Wir sehen aber, daß die
Variationsformulierung und das Prinzip der virtuellen Arbeit nur erste Ab-
leitungen der Funktionen δu(x) und u(x) enthalten. Der Funktionenraum,
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in welchem nach einer Lösung gesucht wird, ist jetzt größer als der für die
Lösung von (6.40) verwendete. Es stellt sich somit die Frage ob es bedeutsam
und wichtig ist, wenn man zur Lösung des Problemes unter Verwendung des
Prinzips der virtuellen Arbeit einen größeren Funktionenraum verwendet.
(Natürlich enthält dieser erweiterte Funktionenraum vollständig jenen Funk-
tionenraum, welcher bei der differentiellen Beschreibung verwendet wurde.)

Es können im vorliegenden Beispiel, und natürlich im allgemeinen Fall,
zusätzliche Bedingungen dort auftreten, wo Einzelkräfte wirken, oder Sprünge
in den Materialeigenschaften oder im Querschnittsverlauf vorliegen. Mit dem
Prinzip der virtuellen Arbeit werden diese unmittelbar in die Lösung einbezo-
gen. An solchen Stellen ist die erste Ableitung von u(x) unstetig. Im Fall der
differentiellen Formulierung wird man jeden Abschnitt des Stabes getrennt
behandeln und die aneinander grenzenden Abschnitte durch Rand- und Über-
gangsbedingungen verknüpfen. Deshalb sind Variationsformulierungen und
das Prinzip der virtuellen Arbeit in diesen Fällen die etwas direkteren und
leistungsfähigeren Lösungsverfahren.

Alle diese Überlegungen haben auf ein allgemeines Verfahren zur Formu-
lierung einer numerischen Lösung unseres Problemes geführt. Wir ersetzen
δu(x) durch die Testfunktion v(x) und finden

L∫

0

dx

[

EA
d2u(x)

dx2
+ fB(x)

]

v(x) = 0, (6.49)

mit u(x = 0) = v(x = 0) = 0. Dies ergibt nach partieller Integration

EA

L∫

0

dx
dv(x)

dx

du(x)

dx
=

L∫

0

dx fB(x)v(x) + Rv(x = L). (6.50)

Dies ist eine Anwendung des Verfahrens nach Galerkin in Zusammenhang
mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit. Sie besagt: Wenn u(x) die Lösung
des Problemes sein soll, dann muß die linke Seite von (6.50), also die innere
virtuelle Arbeit, gleich der rechten Seite von (6.50), der äußeren virtuellen
Arbeit für beliebige Testfunktionen v(x) (oder virtuelle Verschiebungsfunktio-
nen) sein. Diese sind stetig und erfüllen die Bedingung v(x = 0) = 0. Wir
können also formulieren:

Finde u(x) ∈ V so, daß a(u, v) = f(v) ∀ v ∈ V. (6.51)

V ist dabei der Funktionenraum, a(u, v) eine bilineare und f(v) eine lineare
Form des Problems. Der Funktionenraum V ist dabei durch

V =

{

v| v ∈ L2(L),
dv

dx
∈ L2(L), v(x = 0) = 0

}

(6.52)

gegeben, wobei L2(L) der Raum der über die Stablänge (0 ≤ x ≤ L) quadra-
tintegrierbaren Funktionen ist. In unserem speziellen Fall findet man durch
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Vergleich mit (6.50)

a(u, v) =

L∫

0

dx
dv(x)

dx

du(x)

dx

f(v) =

L∫

0

dx fB(x)v(x) + Rv(x = L).

Weiters verlangt die Definition des Funktionenraums V, daß für jedes v ∈ V

v(x = 0) = 0,

L∫

0

v2(x) < ∞, und

L∫

0

dx

[
dv(x)

dx

]2

< ∞

gelten muß.
Für die Galerkinsche, oder Finite-Elemente Lösung wird der Raum der

Test- oder Finite-Elemente-Funktionen Vh als

Vh =

{

vh| vh ∈ L2(L),
dvh

dx
∈ L2(L), vh|Sh

= 0

}

(6.53)

definiert. Dabei bezeichnet Sh die Oberfläche, auf welcher die Nullverschie-
bung vorgegeben ist. Der Index h soll darauf hinweisen, das eine ganz be-
stimmte Finite-Elemente Diskretisierung vorliegt, wobei sich h auf die “Größe”
der Elemente bezieht. Somit lautet die Finite-Elemente Formulierung oder
schwache Formulierung des Problems:

Finde uh(x) ∈ Vh so, daß a(uh, vh) = f(vh) ∀ vh ∈ Vh. (6.54)

Dies ist wieder das Prinzip der virtuellen Arbeit angewandt unter Verwen-
dung der in Vh enthaltenen Testfunktionen. Es entspricht auch der Minima-
lisierung der gesamten potentiellen Energie im Raum der Testfunktionen.

Ganz allgemein findet man, wenn man dem hier beispielhaft vorgezeich-
neten Weg folgt, das Prinzip der virtuellen Verschiebungen für allgemeine
Berechnungen von Festkörpern und Strukturen, das Prinzip der virtuellen
Temperaturen für allgemeine Wärmestrom- und Temperaturberechnungen
von Festkörpern und das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten für all-
gemeine strömungsmechanische Berechnungen.

6.3.5 Finite-Differenzen Verfahren

In Finite-Differenzen Verfahren werden die Differenzialquotienten näherungs-
weise durch Differenzenquotienten ersetzt. Wir betrachten wieder den Stab
aus Abb. 6.6 und das Problem wird von der Differentialgleichung

d2u(x)

dx2
︸ ︷︷ ︸

=u′′(x)

+
fB(x)

EA
= 0
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h

Abbildung 6.7: Berechnung eines Stabes mit der Methode der finiten Diffe-
renzen. a) Zu berechnender Stab. b) Finite-Differenzen Gitterpunkte i−1, i,
i+1, (die Punkte i− 1

2
, i+ 1

2
sind keine Gitterpunkte). c) Fiktiver Gitterpunkt

n + 1 außerhalb des Stabes.

bestimmt. Es gelten die Randbedingungen

u(x = 0) = 0, EA u′(x)|x = L = R.

Mit gleich großer Schritt- oder Maschenweite h zwischen Finite-Differenzen
Gitterpunkten (siehe Abb. 6.7b) kann für den vorderen bzw. hinteren (ersten)
Differenzenquotienten

u′|i+ 1
2

=
ui+1 − ui

h
, u′|i− 1

2
=

ui − ui−1

h
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geschrieben werden. Der zweite Differenzenquotient

u′′|i =
u′|i+ 1

2
− u′|i− 1

2

h

=
1

h2
(ui+1 − ui − ui + ui−1)

=
1

h2
(ui+1 − 2ui + ui−1) .

Damit folgt anstelle der Differentialgleichung die Differenzengleichung

1

h2
(ui+1 − 2ui + ui−1) +

fB
i

EA
= 0

EA

h
(2ui − ui+1 − ui−1) = fB

i h (6.55)

mit fB
i der Streckenlast fB(x) im Gitterpunkt i. Man kann sich fB

i als Ge-
samtlast des Abschnittes h vorstellen.

Nun wird der Stab mit n + 1 äquidistanten Gitterpunkten in n gleiche
Abschnitte unterteilt, wobei der Punkt i = 0 am festen, und der Punkt i = n
am freien Ende des Stabes liegt. Es gelten dann die Randbedingungen:

u0 = 0, EA
un+1 − un−1

2h
= R.

Die Finite-Differenz Lösung erhält man dann indem man (6.55) auf jeden
inneren Rasterpunkt i = 1, . . . , n anwendet

EA

h












2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
. . .

−1 2 −1
−1 1























u1

u2

u3
...

un−1

un












=












R1

R2

R3
...

Rn−1

Rn












,

mit
Ri = fB

i h, i = 1, . . . , n − 1, Rn = fB
n h/2 + R.

In Matrixnotation erhalten wir

KU = f . (6.56)

Diese Gleichung ist ident jener Gleichung, welche man erhalten würde, wenn
man eine Kette von n Federelementen der Steifigkeit EA/h untersucht. Man
bezeichnet deshalb auch in diesem Fall die Matrix K als Steifigkeitsmatrix.

Diesselbe Koeffizientenmatrix erhält man, wenn das Ritzsche Verfahren
mit der Variationsformulierung des mathematischen Modelles

Π =
EA

2

L∫

0

dx[u′(x)]2 −

L∫

0

dx fB(x)u(x) − Ru(x = L)
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Abbildung 6.8: Typische Ritzsche oder Galerkinsche Basisfunktion zur
Verwendung in Stabproblemen

und speziellen Ritzschen ‘Hut’-Funktionen (Abb. 6.8)

u(ξ) =

{(
1 − ξ

h

)
ui 0 ≤ ξ ≤ h

(
1 + ξ

h

)
ui −h ≤ ξ ≤ 0

angewandt wird.

6.4 Die Finite-Element Gleichungen

6.4.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Der in Abb. 6.9 dargestellte, beliebig geformte Körper befindet sich in einem
stationären Koordinatensystem x, y, z. Er stützt sich auf die Fläche Su und
die Verschiebungen USu sind vorgegeben. (Sie sind zumeist gleich Null, es
könnte aber auch ein Rollenlager vorgesehen sein, welches Verschiebungen
in eine Richtung zuläßt.) Die Oberfläche Sf (Sf ∩ Su = 0) ist Oberflächen-
spannungen fSf ausgesetzt. (Kräfte pro Flächeneinheit) Die Gesamtfläche
ist durch S = Sf ∪ Su gegeben. Als äußere Lasten wirken auf den Körper
Volumenskräfte fB (Kräfte pro Einheitsvolumen) und auch Einzelkräfte Ri,
welche den Angriffspunkt i haben. In Komponentenschreibweise gelte

fB =





fB
x

fB
y

fB
z



 , fSf =






f
Sf
x

f
Sf
y

f
Sf
z




 , Ri =





Ri
x

Ri
y

Ri
z



 ,

wobei die Komponenten selbst wieder Funktionen von x, y und z sind.
Die Verschiebungen des Körpers aus der unbelasteten Konfiguration wer-

den durch den Verschiebungsvektor

UT =
(
Ux, Uy, Uz

)
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Abbildung 6.9: Beliebig geformter Körper mit einem dreidimensionalen Acht-
Knoten Element

beschrieben. Auf der Oberfläche sind die entsprechenden Verschiebungen
durch Vektoren USf beschrieben. Den Verschiebungen U entsprechen Ver-
zerrungen

εT =
(
εxx εyy εzz γxy γyz γzx

)
(6.57)

mit

εii =
∂Ui

∂xi

und γij =
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

, i, j = x, y, z. (6.58)

Diesen Verzerrungen entsprechen die Spannungen

τ T =
(
τxx τyy τzz τxy τyz τzx

)
(6.59)

mit
τ = Cε + τ I . (6.60)

C ist dabei die Spannungs-Verzerrungs-Materialmatrix und der Vektor τ I er-
faßt vorgegebene Anfangsspannungen; er ist in den Komponenten wie (6.59)
geordnet.

Es ist folgendes Problem zu lösen:

• Gegeben ist die Geometrie des Körpers, die Belastungen fSf , fB , Ri, i =
1, 2, . . ., die Art der Lagerung auf Su, das Spannungs-Verzerrungsgesetz
des Materials, C, und der Anfangsspannungszustand τ I .

• Zu berechnen sind die Verschiebungen U des Körpers und daraus die
Verzerrungen ε und die Spannungen τ .
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Bei der Lösung wird geometrische und materielle Linearität vorausge-
setzt, was bedeutet, daß die Verschiebungen infinitesimal sein sollen, sodaß
(6.58) gilt, und daß das Gleichgewicht des Körpers bezüglich der unbelaste-
ten Konfiguration aufgestellt (und gelöst) werden kann. Die Elemente von C

können Funktionen von x, y, z sein, sie sind aber sonst konstant und vom
Spannungszustand unabhängig. (Dies vereinfacht die Rechnung ist aber kei-
ne notwendige Voraussetzung. Man kann auch Finite-Elemente Vefahren für
nicht lineare Probleme entwickeln.)

Will man die Reaktion des Körpers bestimmen, so muß man die beherr-
schenden Differentialgleichungen aufstellen und unter Berücksichtigung der
Randbedingungen lösen, was im allgemeinen nur für einfache Geometrien
möglich ist. Wir wenden also, wie schon diskutiert, das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen auf den Körper von Abb. 6.9 an. Zur Vereinfachung wollen
wir zunächst annehmen, daß die Oberfläche frei von Einzellasten Ri sei (bzw.
daß die Einzellasten in den Komponenten von fSf enthalten sind. Die Lösung
unseres Problems muß die Differentialgleichung

3∑

j=1

∂τij

∂xj

+ fB
i = 0 (6.61)

im ganzen Körper erfüllen, mit x1 = x, x2 = y, x3 = z, fB
1 = fB

x , etc. und
τ11 = τxx, etc. Es gelten die natürlichen (Kraft-)Randbedingungen

3∑

j=1

τijni = f
Sf

i ∈ Sf (6.62)

mit ni den Komponenten des Flächennormalvektors n auf die Oberfläche Sf .
Weiters gilt die wesentliche Randbedingung

U = USu ∈ Su. (6.63)

Wir betrachten nun beliebig gewählte kontinuierliche Verschiebungen ū, wel-
che

ū = 0 ∈ Su (6.64)

erfüllen. Es gilt weiters wegen (6.61)

3∑

i=1

[
3∑

j=1

∂τij

∂xj

+ fB
i

]

ūi = 0

und auch
∫

V

dV

3∑

i=1

[
3∑

j=1

∂τij

∂xj

+ fB
i

]

ūi = 0. (6.65)
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Da die virtuellen Verschiebungen ū beliebig sind, ist (6.64) nur gültig, wenn
die eckige Klammer im Integranden verschwindet und damit ist (6.64) äqui-
valent (6.61). Wir verwenden nun

∑

i,j

∂

∂xj

(τij ūi) =
∑

i,j

(
∂τij

∂xj

ūi + τij

∂ūi

∂xj

)

und damit folgt für (6.65):

∫

V

dV
∑

i

{
∑

j

[
∂

∂xj

(τij ūi) − τij

∂ūi

∂xj

]

+ fB
i ūi

}

= 0.

Mit ∫

V

dV
∑

i,j

∂

∂xj

(τij ūi) =

∮

S

dS
∑

i,j

τij ūinj ,

folgt weiter:

∫

V

dV
∑

i

[

−
∑

j

τij

∂ūi

∂xk

+ fB
i ūi

]

+

∮

S

dS
∑

i,j

τij ūinj = 0.

Verwenden wir nun weiter (6.62) und (6.64), so erkennen wir, daß das Ober-
flächenintegral auf die Oberfläche Sf beschränkt ist, woraus sich

∫

V

dV
∑

i

[

−
∑

j

τij

∂ūi

∂xk

+ fB
i ūi

]

+
∑

i

∫

Sf

dS f
Sf

i ū
Sf

i = 0 (6.66)

ergibt, mit ūSf den virtuellen Verschiebungen auf der Oberfläche Sf .
Wir nützen nun die Tatsache, daß der Spannungstensor τ symmetrisch

ist, also τij = τji gilt. Damit erhalten wir

∑

i,j

τij

∂ūi

∂xj

=
∑

i,j

τij

1

2

(
∂ūi

∂xj

+
∂ūj

∂ui

)

=
∑

i,j

τij ε̄ij,

mit den virtuellen Verzerrungen ε̄, welche sich aus den virtuellen Verschie-
bungen ū entsprechend (6.58) ergeben. Damit erhalten wir für (6.66)

∫

V

dV
∑

i,j

τij ε̄ij =

∫

V

dV ūT fB +

∫

Sf

dS
(
ūSf
)T

fSf

oder in allgemeiner Form:

∫

V

dV ε̄T τ =

∫

V

dV ūT fB +

∫

Sf

dS
(
ūSf
)T

fSf +
∑

i

(
ūi
)T

Ri. (6.67)
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Abbildung 6.10: m-tes dreidimensionales Acht-Knotenelement im beliebig
geformten Körper von Abb. 6.9

Damit konnte das Prinzip der virtuellen Verschiebungen für das vorliegende
allgemeine Problem aufgestellt werden. Die linke Seite von (6.67) entspricht
der inneren virtuellen Arbeit und die rechte Seite der äußeren virtuellen Ar-
beit. In (6.67) wurden zudem die Spannungen τ als bekannte Größen ange-
nommen, und es sind die Spannungen, welche mit den wirkenden Lasten im
Gleichgewicht stehen.

Wird das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (6.67) von allen zulässi-
gen virtuellen Verschiebungen und und von solchen Spannungen τ befrie-
digt, welche von einem kontinuierlichen, die Verschiebungsbedingungen auf
Su erfüllenden Verschiebungsfeld U “korrekt abgeleitet” wurde, so sind die
drei grundlegenden Forderungen der Mechanik erfüllt:

1. Das Gleichgewicht ist erfüllt, weil das Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen ein Ausdruck für das Gleichgewicht ist.

2. Die Kompatibilität ist erfüllt, weil das Verschiebungsfeld U kontinuier-
lich ist und die Verschiebungsrandbedingungen erfüllt.

3. Das Spannungs-Verzerrungs-Gesetz ist erfüllt, weil die Spannungen τ

mit Hilfe der konstitutiven Beziehungen aus den Verzerrungen ε er-
mittelt wurden, welche ihrerseits aus den Verschiebungen U abgeleitet
wurden.

6.4.2 Die Finite-Element Gleichungen

In einer Finite-Element Rechnung wird der Körper mit Hilfe einer Grup-
perung diskreter finiter Elemente angenähert. Diese sind in Knotenpunkten,
welche auf den Elementegrenzen definiert sind, miteinander verbunden. Die
Verschiebungen innerhalb eines jeden Elementes, welche man in einem pas-
send zu wählenden lokalen Koordinatensystem ξ, η, ζ mißt, werden als Funk-
tion der Verschiebungen in den N Knotenpunkten aller finiten Elemente an-
genommen. Es gilt für das m-te Element (siehe Abb. 6.10) des Körpers in
Abb. 6.9:

u(m)(ξ, η, ζ) = H(m)(ξ, η, ζ) Û. (6.68)
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Hiebei ist u(m)(ξ, η, ζ) die Verschiebung im Element m, H(m)(ξ, η, ζ) ist eine
Interpolationsmatrix für die Verschiebungen und Û ist der Vektor der drei
globalen Verschiebungskomponenten U i

x, U i
y, U i

z, i = 1, 2, . . . , N einschließlich

jener an den Lagern der Elemente-Gruppierung. Damit ist Û ein Vektor der
Dimension 3N , oder allgemeiner

ÛT =
(
U1 U2 U3 . . . U3N

)

mit Ui der Verschiebung in irgendeine der Richtungen x, y, z oder sogar
in eine nicht in diese Koordinatenachsen (sondern in Richtung von Achsen
anderer lokaler Koordinatensysteme) weisende Richtung. Ui kann auch ei-
ne Drehung kennzeichnen. Da Û auch die Verschiebungen an den Auflagen
der Elemente-Gruppierungen enthält, müssen später die bekannten Werte Û

eingeführt werden, bevor man nach den noch unbekannten Knotenpunkts-
verschiebungen auflöst.

Das in Abb. 6.10 dargestellte, typische finite Element ist Teil einer Grup-
pierung. Das Element hat acht Knoten. Der Gesamtkörper wird als Grup-
pierung solcher Elemente so dargestellt, daß zwischen den Elementen keine
Lücken bleiben, wobei aber Elemente nur an ihren Knoten verbunden wer-
den können. In der Praxis können Elemente unterschiedlicher Geometrie mit
Knotenpunkten auf den Außenflächen des Körpers und in seinem Inneren
verwendet werden. Die Wahl des Elements/der Elemente (Triangulierung)
und die Konstruktion der entsprechenden Einträge in die Interpolations-
matrix H(m), die von der Geometrie des Elements, der Zahl der Element-
Knoten/Freiheitsgrade und den Konvergenzanforderungen abhängen, stellen
die grundlegenden Schritte einer Finite-Elemente Rechnung dar.

Obwohl alle Knotenpunktsverschiebungen in Û aufgelistet sind, hängt die
Verschiebungs- und Verzerrungsverteilung im Inneren eines finiten Elementes
nur von den Verschiebungen der Knoten dieses Elements ab. Mit Hilfe von
(6.68) können nun die Elementverzerrungen

ε(m)(ξ, η, ζ) = B(m)(ξ, η, ζ) Û (6.69)

ermittelt werden. B(m) bezeichnet man als die Verzerrungs-Verschiebungs-
Matrix. Man erhält ihre Zeilen durch zweckmäßiges Differentieren und Kom-
binieren von Zeilen der H(m)-Matrix.

Die Spannungen im m-ten Element sind mit den Elementverzerrungen
ε(m) und den Element-Anfangsspannungen τ I(m) über

τ (m) = C(m)ε(m) + τ I(m) (6.70)

verknüpft. Dabei ist C(m) die Elastizitätsmatrix des m-ten Elements. Grund-
sätzlich kann C(m) von Element zu Element verschieden sein.

Mit der Annahme (6.68) über die Verschiebungen in jedem finiten Ele-
ment können nun die Gleichgewichtsbeziehungen bzgl. der Knotenpunkts-
verschiebungen der Gruppierung finiter Elemente aufgestellt werden. Für k
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finite Elemente ergibt (6.67)

k∑

m=1

∫

V (m)

dV
(
ε̄(m)

)T
τ (m) =

k∑

m=1

∫

V (m)

dV
(
ū(m)

)T
fB(m)

+

k∑

m=1

∫

S
(m)
1 ...S

(m)
q

dS
(
ūS(m)

)T
fS(m)

+
∑

i

(
ūi
)T

Ri. (6.71)

S
(m)
1 . . . S

(m)
q sind dabei jene Elementflächen, welche Teile der Oberfläche S

des Körpers sind. Für Elemente, welche zur Gänze von anderen Elementen
umgeben sind, gibt es keine solchen Flächen. (6.71) nimmt des weiteren an,
daß Einzellasten Ri mit ihren Angriffspunkten auf Knotenpunkte “verlegt”
wurden.

In (6.71) wird über Volumina und Oberflächen der Elemente in-
tegriert. Es dürfen daher bei der Berechnung dieser Integrale bei
Bedarf für jedes Element unterschiedliche und besonders gut ge-
eignete Koordinatensysteme verwendet werden.

Natürlich wird vorausgesetzt, daß für jedes Integral nur ein Koordina-
tensystem für alle Variablen des Integranden verwendet wird, was geeignete
Transformationen notwendig macht. Die Möglichkeit der Verwendung geeig-
neter lokaler Koordinatensysteme ist aber der Grund dafür, warum jedes
der Integrale einer beliebigen Elemente-Gruppierung sehr effektiv berechnet
werden kann.

Wir verwenden nun (6.68) und (6.69) für die unbekannten Elementver-
schiebungen und -verzerrungen in Anwendung des Prinzips virtueller Ver-
schiebungen

ū(m)(ξ, η, ζ) = H(m)(ξ, η, ζ) ¯̂u (6.72)

ε̄(m)(ξ, η, ζ) = B(m)(ξ, η, ζ) ¯̂u, (6.73)

mit ¯̂u dem Äquivalent zu Û für die virtuellen Verschiebungen an den Kno-
tenpunkten. Dies ergibt für (6.71)

¯̂u
T




∑

m

∫

V (m)

dV
(

B(m)
)T

C(m)B(m)



 Û

= ¯̂u
T




∑

m

∫

V (m)

dV
(

H(m)
)T

fB(m) −
∑

m

∫

V (m)

dV
(

B(m)
)T

τ I(m)

+
∑

m

∫

S
(m)
1 ...S

(m)
q

dS
(

HS(m)
)T

fS(m) + R







. (6.74)
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Die Interpolationsmatrizen für die Oberflächenverschiebungen HS(m) erhält
man aus den Interpolationsmatrizen H (m) indem die passenden Element-
Oberflächenkoordinaten eingesetzt werden. R ist der Vektor der Einzellasten,
welche in den Knoten der Elemente-Gruppierung wirken. Dabei ist die i-te
Komponente von R die Knoteneinzelkraft, welche der i-ten Verschiebungs-
komponente in Û entspricht. Die Knotenpunktsverschiebungen ¯̂u und Û der
Elemente-Gruppierung sind vom Element m unabhängig.

Man gewinnt aus (6.74) die Gleichungen für die unbekannten Knoten-
punktverschiebungen unter 3N -facher Anwendung des Prinzips der virtuellen
Verschiebung derart, daß der Reihe nach alle Komponenten von ¯̂u virtuel-
len Einheitsverschiebungen unterworfen werden. Es ist also bei der ersten
Anwendung ¯̂u = e1, bei der zweiten ¯̂u = e2 und schließlich bei der 3N -ten
Anwendung ¯̂u = e3N zu setzen. Das Ergebnis, die auf die Knotenverschiebun-
gen bezogenen Gleichgewichtsbeziehungen der Elemente-Grupperung, lautet
dann in Matrixform

KU = R (6.75)

mit
R = RB + RS + RI + RC

als Lastvektor. K ist dabei die bereits bekannte Steifigkeitsmatrix der Ele-
mentegrupperung

K =
∑

m

∫

V (m)

dV
(

B(m)
)T

C(m)B(m) =
∑

m

K(m),

RB ist der Anteil der Element-Volumenskräfte

RB =
∑

m

∫

V (m)

dV
(

H (m)
)T

fB(m) =
∑

m

R
(m)
B ,

RS sind die Element-Oberflächenkräfte

RS =
∑

m

∫

S
(m)
1 ...S

(m)
q

(

HS(m)
)T

fS(m) =
∑

m

R
(m)
S ,

RI sind die Element-Anfangsspannungen

RI =
∑

m

∫

V (m)

dV
(

B(m)
)T

τ I(m) =
∑

m

R
(m)
I ,

und RC sind die Einzellasten der Knoten.
Die Summation der Element-Volumsintegrale bedeutet die direkte Ad-

dition der Element-Steifigkeitsmatrizen K(m) zur Steifigkeitsmatrix K der
Gesamtanordnung. Wir haben also wieder die direkte Steifigkeitsmethode
gefunden, welche bereits in Gleichung (6.9) angedeutet wurde.
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Abbildung 6.11: Finite-Elemente Berechnung eines ebenen Spannungszustan-
des, a) Trägerscheibe, b) Finite-Elemente Idealisierung des ebenen Span-
nungszustandes.

Wir wollen dies nun anhand des Beispiels Abb. 6.11a an einem scheiben-
förmigen Träger untersuchen, welcher mit der in Abb. 6.11b angegebenen
groben Finite-Elemente Idealisierung untersucht werden soll. Wir greifen das
Element 2 heraus und wollen für dieses die Matrizen H(2), B(2) und C(2)

aufstellen. Das Element ist in seinem lokalen Koordinatensystem in Abb. 6.12
dargestellt. Die Elementknoten sind von 1 bis 4 durchnummeriert und der
Bezug zur Knotennummerierung im Gesamtnetz von Abb. 6.11b ist in runden
Klammern der Knotennummer angefügt. Die Koordinaten eines Netzknotens
im lokalen Netz von Element 2 sind durch (ξi, ηi), i = 1, 2, 3, 4 gegeben. Wir
haben einen ebenen Spannungszustand vorliegen und für isotrope, linear-
elastische Materialien ergibt sich1

C(2) =
E

1 − ν2





1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2



 ,

mit E dem Elastizitätsmodul und ν der Querkontraktionszahl. Beides sind
bekannte Materialparameter.

Die Verschiebungs-Transformationsmatrix H(2) des Elements 2 verknüpft
die inneren Elementverschiebungen u(2)(ξ, η) mit den Knotenverschiebungen
U mit Hilfe von

u(2)(ξ, η) =

(
uξ(ξ, η)
uη(ξ, η)

)(2)

= H(2)(ξ, η)U (6.76)

1K.-J. Bathe, Finite-Elemente-Methoden, Springer (2002), Tabelle 4.3
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u U1 11x =

x

h

u U1 12h =

u U2 5x =

u U2h = 6

u U4x = 9

u U4h = 10

u U3x = 3

u U3h = 4

1(6)2(3)

3(2) 4(5)

Abbildung 6.12: Typisches zweidimensionales Vier-Knoten Element, definiert
im lokalen Koordinatensystem. Es stellt Element 2 aus Abb. 6.11 dar.

mit
UT =

(
U1 U2 . . . U9 U10 . . . U18

)
. (6.77)

Wir betrachten hier zunächst keine Verschiebungsrandbedingungen. Die Ver-
schiebungsverteilung in Element 2 wird dann nur von den Verschiebungen in
den Knoten 6, 3, 2 und 5 der Originalgruppierung bestimmt.

Wollen wir nun H(2)(ξ, η) in (6.76) bestimmen, so gehen wir davon aus,
daß die Komponenten der internen Verschiebungen uξ(ξ, η) und uη(ξ, η) durch
die vier Knotenpunktsverschiebungen bestimmt werden. Es kann daher an-
genommen werden, daß sich die lokalen Elementverschiebungen u(ξ, η) durch
folgendes Polynom in den lokalen Koordinaten ausgedrücken lassen

uξ(ξ, η) = α1 + α2ξ + α3η + α4ξη

uη(ξ, η) = β1 + β2ξ + β3η + β4ξη, (6.78)

mit unbekannten Koeffizienten α1, . . . , β4, welche auch als generalisierte Ko-
ordinaten bezeichnet werden. Wir wollen diese Koeffizienten nun durch die
ebenfalls unbekannten Element-Knotenpunktsverschiebungen û

ûT =
(
u1ξ u2ξ u3ξ u4ξ u1η u2η u3η u4η

)
(6.79)

ausgedrücken. Wir schreiben (6.78) in Matrixform als

u(ξ, η) = Φα, (6.80)

mit

Φ =

(
ϕ 0

0 ϕ

)

, ϕ =
(
1 ξ η ξη

)
(6.81)

und
αT =

(
α1 α2 α3 α4 β1 β2 β3 β4

)
.
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Gleichung (6.80) muß für alle Knotenpunkte des Elements gelten und wir
finden unter Verwendung von (6.79)

û = Aα, A =

(
A1 0

0 A1

)

(6.82)

mit

A1 =







1 ξ1 η1 ξ1η1

1 ξ2 η2 ξ2η2

1 ξ3 η3 ξ3η3

1 ξ4 η4 ξ4η4







. (6.83)

Wir lösen (6.82) nach α auf
α = A−1û

und setzen in (6.80) ein. Dies ergibt

u(ξ, η) = ΦA−1û = Hû

H = ΦA−1, (6.84)

mit H einer 8 × 2-Matrix. Das Fehlen des oberen Index weist darauf hin,
daß die Verschiebungsinterpolationsmatrix bzgl. der Element-Knotenpunkt-
Verschiebungen û definiert ist.

Die Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix kann nunmehr gewonnen werden.
Im ebenen Spannungszustand gibt es nur

ε =
(
εxx εyy γxy

)

mit

εxx =
∂ux

∂x
, εyy =

∂uy

∂y
, γxy =

∂ux

∂y
+

∂uy

∂x
.

Man kann aber wegen (6.79) auch

ε = Eα, E =





0 1 0 η 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 ξ
0 0 1 ξ 0 1 0 η





schreiben, wobei die Matrix E durch entsprechendes Differenzieren der Glei-
chungen (6.79) aufgestellt wurde. Es folgt

Eα = Bû

EA−1u = Bû,

mit dem Ergebnis
B = EA−1.

B ist eine 8×3 Matrix. Die hier demonstrierte Methode kann verallgemeinert
werden: Finite-Elemente Matrizen heißen verallgemeinerte oder generalisierte
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Finite-Elemente Koordinatenmodelle, wenn sie unter der Annahme formu-
liert wurden, daß die Verschiebungen in Form einer Funktion veränderlich
sind, deren unbekannte Koeffizienten als generalisierte Koordinaten angege-
ben werden.

Die Matrix H(2) kann jetzt aus der Matrix H gewonnen werden. Wir
bezeichnen die Elemente der Matrix H mit Hij, i = 1, 2, j = 1, 2, . . . , 8.
Die Matrix H(2) ist nach dem Vektor U entsprechend Gleichung (6.77) or-
ganisiert und ein Vergleich mit Abb. 6.12 zeigt, daß die Verschiebungen U1

und U2 nicht zur Berechnung des Spannungszustandes von Element 2 bei-
tragen. Die entsprechenden Elemente von H(2) werden daher Null sein. Die
Verschiebungen U3 und U4 greifen am Knoten 3 von Element 2 an mit den
zugehörigen Verschiebungen u3ξ und u3η im lokalen Koordinatensystem. Ih-
nen entsprechen die Elemente H13, H23, H17 und H27 der Matrix H , welche
ja nach dem Vektor û entsprechend (6.79) organisiert ist. Somit ergibt sich
für die Matrix H(2) folgendes Ergebnis:

H(2) =

(
0 0 H13 H17 H12 H16 0 0 H14 H18

0 0 H23 H27 H22 H26 0 0 H24 H28

H11 H15 0 0 . . . 0
H21 H25 0 0 . . . 0

)

(6.85)

Analog erhalten wir die Matrix B(2) aus den Elementen Bij , mit i = 1, 2, 3, j =
1, 2, . . . , 8 der Matrix B:

B(2) =





0 0 B13 B17 B12 B16 0 0 B14 B18

0 0 B23 B27 B22 B26 0 0 B24 B28

0 0 B33 B37 B32 B36 0 0 B34 B38

B11 B15 0 0 . . . 0
B21 B25 0 0 . . . 0
B31 B35 0 0 . . . 0



 . (6.86)

6.4.3 Isoparametrische Finite-Elemente Matrizen

Wir haben bereits die Formulierung und Berechnung von Finite-Element
Modellen mit generalisierten Koordinaten behandelt. Wir wollen nun auf die
Formulierung isoparametrischer finiter Elemente übergehen. Bei der Herlei-
tung in generalisierten Koordinaten wurden lokale Finite-Element Koordina-
tensysteme (ξ, η, ζ) verwendet, dabei wurden die Verschiebungskomponenten
uξ(ξ, η, ζ), uη(ξ, η, ζ) und uζ(ξ, η, ζ) als Polynome in ξ, η und ζ mit unbe-
stimmten konstanten Koeffizienten αi, βi und γi, mit i = 1, 2, . . . angenom-
men. Diese Koeffizienten wurden als generalisierte Koeffizienten bezeichnet.

Der Grundgedanke bei der Formulierung von isoparametrischen finiten
Elementen ist es eine Verbindung zwischen den Elementverschiebungen in
jedem beliebigen Punkt des Elements und den Knotenpunktsverschiebungen
durch Verwendung von Interpolationsfunktionen, welche auch Formfunktio-
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Abbildung 6.13: Stabelement im globalen (x, y) und im natürlichen (ξ, η)
Koordinatensystem.

nen genannt werden, direkt zu erreichen. Das würde bedeuten, daß die Trans-
formationsmatrix A−1 nicht mehr zu berechnen ist und die Finite-Element-
Matrizen, die den erforderlichen Freiheitsgraden entsprechen, unmittelbar
gewonnen werden.

Wir wollen dies wieder an Hand des in Abb. 6.13 dargestellten Stabelement
demonstrieren. Wir nehmen an, daß die Stabachse in der globalem x-Koordinate
liegt. Wir verknüpfen nun die globalen x-Koordinaten mit einem natürlichen
(lokalen) Koordinatensystem gekennzeichnet durch die Variable −1 ≤ ξ ≤ 1.
Die Transformation ist durch

x(ξ, η) =
1

2
(1 − ξ)x1 +

1

2
(1 + ξ)x2 =

2∑

i=1

hi(ξ, η)xi (6.87)

gegeben. Die hi sind dabei die Interpolations- oder Formfunktionen. Die glo-
balen Verschiebungen des Stabes werden auf die gleiche Weise beschrieben:

U(ξ, η) =

2∑

i=1

hi(ξ, η)Ui, (6.88)

wodurch ein linearer Verschiebungsverlauf festgelegt ist.

Die Interpolation der Element-Koordinaten und der Element-
Verschiebungen mit Hilfe derselben Interpolations- oder Form-
funktionen, welche in einem natürlichen Koordinatensystem defi-
niert sind, bildet die Grundlage der isoparametrischen Formulie-
rung der Finiten-Elemente Methode.

Wir ermitteln die Element-Verzerrungen ε = dU/dx, also

ε =
dU

dξ

dξ

dx
,

dU

dξ

(6.88)
=

U2 − U1

2
,

dx

dξ

(6.87)
=

x2 − x1

2
=

L

2
, (6.89)

mit der Stablänge L. Somit gilt

ε =
U2 − U1

L
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und wegen
ε = Bû

erhalten wir für die Verzerrungs-Verschiebungs Transformationsmatrix

B =
1

L

(
−1 1

)
.

Im allgemeinen wird B eine Funktion der natürlichen Koordinaten sein.
Es folgt weiter für die Steifigkeitsmatrix K

K =

∫

V

dV BT CB,

oder in natürlichen Koordinaten für unseren eindimensionalen Fall

K =
AE

L

1∫

−1

dξ J

(
−1
1

)
(
−1 1

)
, (6.90)

mit A dem Stabquerschnitt und E dem Elastizitätsmodul. J ist die De-
terminante der Jacobischen Metrix, welche eine Elementlänge im globalen
Koordinatensystem mit einer Elementlänge im natürlichen Koordinatensy-
stem verknüpft:

dx = J dξ, J
(6.89)
=

L

2
.

Wir erhalten schließlich die Steifigkeitsmatrix

K =
AE

L

(
1 −1
−1 1

)

.

Dieses Ergebnis wurde bereits im Rahmen der typischen Elementsgleichge-
wichtsbeziehung (6.7) vorweggenommen.

6.5 Finite-Element Lösung der stationären Wär-

meleitungsgleichung

Die Wärmeleitungsgleichung in einem zweidimensionalen Gebiet G sei durch

∂T

∂t
= ∇2T + Q

gegeben. Dabei ist T = T (x, y, t) das Temperaturfeld und Q = Q(x, y) die
Wärmeentwicklung pro Volumen. Die Wärmeleitfähigkeit sei isotrop und ha-
be den Wert 1. Die Oberfläche S, welche das Gebiet G einschließt, zerfalle
in drei Bereiche S = S1 ∪ S2 ∪ S3, mit S1 ∩ S2 = S2 ∩ S3 = S3 ∩ S1 = 0.
Auf der Oberfläche S1 sei T gleich einem konstanten Wert T 0, auf S2 sei die
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Randbedingung n∇T = q und auf S3 die Randbedingung n∇T = 0 erfült. n

ist dabei der Flächennormalvektor auf die Oberfläche Si.
Wir wollen uns aber hier auf den stationären Fall

∇2T + Q = 0

konzentrieren, was die Auflösung einer Poissongleichung verlangt. Wir ver-
wenden die schwache Formulierung (6.54) zur Lösung und finden

∫

G

dG∇2Tw +

∫

G

dG Qw = 0,

mit w entsprechenden Testfunktionen, welche demselben Funktionenraum
entnommen werden, welcher auch die gesuchte Lösung enthält. Es gilt weiter

∫

G

dG (∇T ∇w − Qw) −

∫

S

dS (n∇T )w = 0,

mit

∫

S

dS (n∇T )w =

∫

S1

dS

(

n ∇T
︸︷︷︸

=0

)

w −

∫

S2

dS n∇T
︸ ︷︷ ︸

=q

w

+

∫

S3

dS n∇T
︸ ︷︷ ︸

=0

w,

und wir erhalten schließlich:
∫

G

dG (∇T ∇w − Qw) −

∫

S2

dS (n∇T ) w = 0.

Nach Triangulierung des Gebietes G wird entsprechend (6.74) die Wärmelei-
tungsgleichung nur mehr auf dem Element m ausgewertet, was

∫

G(m)

dG
(
∇T (m) ∇w − Qw

)
−

∫

S
(m)
2

dS n∇T (m)
︸ ︷︷ ︸

=q(m)

w = 0 (6.91)

ergibt. Das Linienintegral über S2 ist dabei nur auf jenen Elementen zu
berechnen, welche einen Knotenpunkt auf der Oberfläche S2 haben, also zum
Gebietsrand gehören.

Wir machen nun entsprechend (6.72) für das Temperaturfeld auf dem
Element m den Ansatz

T (m)(ξ, η) =

n∑

i=1

T
(m)
j H

(m)
j (ξ, η) =

(
H(m)

)T
T(m) (6.92)

128



1 2

34

(-1,-1) (1,-1)

(1,1)(-1,1)

x

y

H

x

G G
(m) (m)

ÜÞ ^

Abbildung 6.14: Transformatuion der globalen KJoordinaten (x, y) des Ele-
mentes G(m) auf das Referenzelement Ĝ(m) im natürlichen Koordinatensystem
(ξ, η)

mit n der Dimension des Funktionenraums Vh , T
(m)
j den Temperaturwer-

ten an den Knoten und H
(m)
j (ξ, η) der Interpolationsfunktion, welche dem

Element m zugeordnet ist. (Wir sehen, daß wir hier im Gegensatz zum in

Fig. 6.12 diskutierten Beispiel pro Knotenpunkt nur einen Wert, nämlich T
(m)
j

vorliegen haben und nicht die zwei Komponenten des Verschiebungsvektors.
Deshalb werden die Interpolationsfunktionen auch nur zu einem Vektor und
nicht zu einer Matrix zusammengefaßt.) Die elementweise Auswertung der
schwachen Formulierung a(m)(T (m), w) = f (m)(w) liefert dann ein n×n Glei-
chungssystem für jedes Element, welches es erlaubt das Temperaturfeld am
Element zu berechnen.

In unserem speziellen Fall wollen wir, wie in Abb. 6.14 angedeutet, das
finite Element G(m), welches im globalen Koordinatensystem (x, y) beschrie-
ben ist, unter Verwendung des bilinearen Rechteckes (dimVh = n = 4) mit
seinem natürlichen Koordinatensystem (ξ, η) behandeln. Im Sinne von isopa-

rametrischen finiten Elementen werden die Interpolationsfunktion H
(m)
j (ξ, η)

aus (6.92) auch zur Abbildung der Geometrie verwendet und damit ergibt
sich entsprechend (6.87)

x(ξ, η) =

n∑

j=1

x
(m)
j H

(m)
j (ξ, η) =

(
H(m)

)T
x(m),

y(ξ, η) =

n∑

j=1

y
(m)
j H

(m)
j (ξ, η) =

(
H(m)

)T
y(m), (6.93)

mit x
(m)
j und y

(m)
j den globalen Koordinaten der Knotenpunkte des Element

G(m).
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Die Transformation (ξ, η) ↔ (x, y) wird durch die Jacobi-Matrix

J =







∂x

∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

∂η

∂y

∂η







beschrieben, und wegen (6.93) folgt:

∂x

∂ξ
=

n∑

j=1

x
(m)
j

∂H
(m)
j

∂ξ
=
(

H
(m)
ξ

)T

x(m),

∂y

∂ξ
=

n∑

j=1

y
(m)
j

∂H
(m)
j

∂ξ
=
(

H
(m)
ξ

)T

y(m),

∂x

∂η
=

(
H(m)

η

)T
x(m),

∂y

∂η
=
(
H(m)

η

)T
y(m). (6.94)

Damit ergibt sich für die Jacobi-Determinante:

J =
∂x

∂ξ

∂y

∂η
−

∂x

∂η

∂y

∂ξ

=

[(

H
(m)
ξ

)T

x(m)

] [(
H(m)

η

)T
y(m)

]

−
[(

H(m)
η

)T
x(m)

] [(

H
(m)
ξ

)T

y(m)

]

=
(
x(m)

)T
[

H
(m)
ξ ⊗

(
H(m)

η

)T
− H(m)

η ⊗
(

H
(m)
ξ

)T
]

y(m)

=
(
x(m)

)T
V (m)y(m). (6.95)

(Wir verwenden dabei die Tatsache, daß das Produkt zweier Skalarprodukte
als Bilinearform ⊗ geschrieben werden kann.)

Das in Abb. 6.14 dargestellte bilineare Rechteckselement entspricht dem
in Abb. 6.12 dargestellten finiten Element und wir können daher unmittelbar
die Interpolationsfunktion (6.78) übernehmen:

H(m)(ξ, η) = a + bξ + cη + dξη.

Entsprechend (6.83) folgt entsprechend Abb. 6.14:

A1 =







1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 1 1 1
1 −1 1 −1







, A−1
1 =

1

4







1 1 1 1
−1 1 1 −1
−1 −1 1 1
1 −1 1 −1







.
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Mit dem Vektor ϕ entsprechend (6.81) folgt aus (6.84)

H(m)(ξ, η) =
1

4

(
1 ξ η ξη

)







1 1 1 1
−1 1 1 −1
−1 −1 1 1
1 −1 1 −1







=
1

4







1 − ξ − η + ξη
1 + ξ − η − ξη
1 + ξ + η + ξη
1 − ξ + η − ξη







=
1

4







(1 − ξ)(1 − η)
(1 + ξ)(1 − η)
(1 + ξ)(1 + η)
(1 − ξ)(1 + η)







,

und weiter:

Knoten j = 1 2 3 4

H
(m)
j

1
4
(1 − ξ)(1 − η) 1

4
(1 + ξ)(1 − η) 1

4
(1 + ξ)(1 + η) 1

4
(1 − ξ)(1 + η)

∂H
(m)
j

∂ξ
1
4
(−1 + η) 1

4
(1 − η) 1

4
(1 + η) 1

4
(−1 − η)

∂H
(m)
j

∂η
1
4
(−1 + ξ) 1

4
(−1 − ξ) 1

4
(1 + ξ) 1

4
(1 − ξ)

Damit erhalten wir für die Matrix V (m) in (6.95):

V (m) =
1

8







0 1 − η η − ξ ξ − 1
−1 + η 0 1 + ξ −ξ − η
−η + ξ −1 − ξ 0 1 + η
−ξ + 1 ξ − η −1 − η 0







.

Wir könen nun unschwer berechnen, wie die ∂H(m)/∂x transformieren. Zunächst
gilt:

∂H
(m)
j

∂ξ
=

∂H
(m)
j

∂x

∂x

∂ξ
+

∂H
(m)
j

∂y

∂y

∂ξ

∂H
(m)
j

∂η
=

∂H
(m)
j

∂x

∂x

∂η
+

∂H
(m)
j

∂y

∂y

∂η
,

(6.96)

oder







∂H
(m)
j

∂ξ

∂H
(m)
j

∂η








= J








∂H
(m)
j

∂x

∂H
(m)
j

∂y








⇐⇒








∂H(m)

∂x

∂H(m)

∂y








= J−1








∂H(m)

∂ξ

∂H(m)

∂η








,
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mit

J−1 =
1

J







∂y

∂η
−

∂y

∂ξ

−
∂x

∂η

∂x

∂ξ







.

Unter Verwendung von (6.94) erhalten wir noch

∂H(m)

∂x
= J −1

{[(
H(m)

η

)T
y(m)

]

H
(m)
ξ −

[(

H
(m)
ξ

)T

y(m)

]

H(m)
η

}

= J −1

[

H
(m)
ξ ⊗

(
H(m)

η

)T
− H(m)

η ⊗
(

H
(m)
ξ

)T
]

y(m)

= J −1V (m)y(m), (6.97)

∂H(m)

∂y
= J −1V (m)x(m). (6.98)

Für das Volumselement dG(m) schreiben wir noch

dG(m) = dx dy = J dξ dη.

Wir können nun Gleichung (6.91) weiter behandeln. Der Ansatz für die
Temperatur wurde bereits mit Gleichung (6.92) angeschrieben. (6.91) gilt

aber auch für alle Testfunktionen w =
∑n

i=1 ciH
(m)
i mit ci ∈ R. Schreibt man

die Summe aus, so kann die Gleichung (6.91) nur dann für beliebige w bzw.
beliebige ci gelten, wenn jeder Summand für sich verschwindet. Es folgt also
für (6.91) unter Verwendung des Ansatzes (6.92)

∇T (m) ∇w =⇒
n∑

i=1

(

∂H
(m)
i

∂x

∂H
(m)
j

∂x
+

∂H
(m)
i

∂y

∂H
(m)
j

∂y

)

T
(m)
i , ∀j = 1, . . . , n.

Diese n Beiträge können in Matrixschreibweise zu

=⇒

[

∂H(m)

∂x
⊗

∂
(
H(m)

)T

∂x
+

∂H(m)

∂y
⊗

∂
(
H(m)

)T

∂y

]

T(m)

zusammengefaßt und in Gleichung (6.91) eingesetzt werden

∫

G(m)

dG

[

∂H(m)

∂x
⊗

∂
(
H(m)

)T

∂x
+

∂H(m)

∂y
⊗

∂
(
H(m)

)T

∂y

]

︸ ︷︷ ︸

= K(m)

T(m)

−

∫

G(m)

dG QH(m)

︸ ︷︷ ︸

= Q(m)

−

∫

S2

dS q(m) H(m)

︸ ︷︷ ︸

= q(m)

= 0.
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Abbildung 6.15: Beispiel für eine Gebietsaufteilung

Wir schreiben also kompakt

K(m)T(m) = Q(m) + q(m) = f (m), (6.99)

wobei mit K(m) wieder die Elementsteifigkeitsmatrix aufgefunden wurde.
Der Term q(m) tritt nur auf, wenn das Element m Knotenpunkte auf der
Oberfläche S2 hat, sonst ist er gleich Null zu setzen.

Wir transformieren nun die Matrix K(m) auf das natürliche Koordina-
tensystem des bilinearen Rechteckelements (ξ, η) und erhalten unter Ver-
wendung aller vorher abgeleiteten Ergebnisse:

K(m) =

+1∫∫

−1

dξdηJ −1

[(

V (m)y(m)
)

⊗
(

V (m)y(m)
)T

+
(

V (m)x(m)
)

⊗
(

V (m)x(m)
)T
]

. (6.100)

Das Integral ist leicht mit Hilfe von numerischen Methoden auswertbar.
Nachdem nun K(m) und f (m) bekannt sind, kann man das Kompilieren

der Gesamtmatrix K und des Gesamtvektors f zur Gesamtgleichung des
Systems

KT = f (6.101)

durchführen. Dies erfordet im wesentlichen eine genaue Buchhaltung, wie
dies mit Hilfe von Abb. 6.15 demonstriert wird. Wir haben für die einzelnen
finiten Elemente die Matrizen

K(1) =

1 2 7 8

1

2

7

8







∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗







, K(2) =

2 3 6 7

2

3

6

7







◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦







, · · ·
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mit dem Ergebnis:

3⊕

i=1

K(i) ==

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8















∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗◦ ◦ ◦ ∗◦ ∗

◦ � • • � ◦
• • • •
• • • •

◦ � • • � ◦
∗ ∗◦ ◦ ◦ ∗◦ ∗
∗ ∗ ∗ ∗















.

Zum Abschluß müssen die Randbedingungen auf der Oberfläche S1 (Di-

richletsche Randbedingungen) in das Gleichungssystem eingebaut werden.
Das Gesamtgleichungssystem hat entsprechend (6.101) für N Knoten die
Form:










K11 . . . K1j . . . K1N

...
...

...
Kj1 . . . Kjj . . . KjN

...
...

...
KN1 . . . KNj . . . KNN



















T1
...
Tj

...
TN










=










f1
...
fj

...
fN










.

Der Knoten j liege auf der Oberfläche S1 und damit gilt Tj = T 0
j , Tj hat also

einen festen, vorgegebenen Wert. Man streicht daher die j-te Zeile, da diese
Lösung ja bereits bekannt ist; man setzt also alle Elemente Kij , i 6= j gleich
Null und das Element Kjj = 1:

j-te Zeile

j-te Spalte









K11 . . . K1j . . . K1N

...
...

...
0 . . . 1 . . . 0
...

...
...

KN1 . . . KNj . . . KNN



















T1
...
Tj

...
TN










=










f1
...

T 0
j
...

fN










.

Dies genügt an sich, man findet aber eine elegantere Form, indem man auch
die j-te Spalte durch entsprechendes Nullsetzen der Matrixeinträge löscht,
was dann aber auf der rechten Gleichungsseite zu kompensieren ist. Damit
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findet man die endgültige Form:

j-te Zeile

j-te Spalte














K11 K12 . . . 0 . . . K1 N−1 K1N

...
...

...
0 0 . . . 1 . . . 0 0
...

...
...

KN1 KN2 . . . 0 . . . KN N−1 KNN































T1

...
Tj

...

TN
















=
















f1 − K1j T 0
j

f2 − K2j T 0
j

...
T 0

j
...

fN−1 − KN−1 j T 0
j

fN − KNj T 0
j
















. (6.102)

Dies wird für alle Knoten, welche auf der Oberfläche S1 liegen durchgeführt.
Abschließend wird das Gleichungssystem (6.101) unter Verwendung einer ge-
eigneten numerischen Lösungsmethode nach den Temperaturen T aufgelöst.

In der Literatur werden verschiedenste finite Elemente mit ihren Interpo-
lationsfunktionen diskutiert. In den folgenden Abbildungen sind einige von
ihnen angegeben.
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Abbildung 6.16: Lineares Fini-
tes Element in R; ein Frei-
heitsgrad; Interpolationsfunktion:
H(ξ) = a + b ξ
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Abbildung 6.17: Quadratisches Fi-
nites Element in R

2; Dimension
des Funktionenraumes: dimVh =
10
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Abbildung 6.18: Lineares Drei-
eckselement im R

2; Dimension des
Funktionenraumes: dimVh = 3;
Interpolationsfunktion:
H(ξ, η) = a + b ξ + c η
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Abbildung 6.19: Quadrati-
sches Dreieckselement im R

2;
Dimension des Funktionen-
raumes: dimVh = 6; Inter-
polationsfunktion: H(ξ, η) =
a + b ξ + c η + d ξ η + e ξ2 + f η2
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Abbildung 6.20: Bilineares Recht-
eckselement im R

2; Dimension des
Funktionenraumes: dimVh = 4;
Interpolationsfunktion:
H(ξ, η) = a + b ξ + c η + d ξ η
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Abbildung 6.21: Biquadratisches
Rechteckselement im R

2; Di-
mension des Funktionenraumes:
dimVh = 9; Interpolationsfunkti-
on: H(ξ, η) = a+ b ξ + c η +d ξ η +
e ξ2 + f η2 + g ξ2 η + h ξ η2 + i ξ2 η2
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Abbildung 6.22: Lineares Tetra-
ederelement im R

3; dimVh = 3;
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Abbildung 6.23: Hexahedrales Ele-
ment im R
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