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Zweites Thema: Finite Elemente

Differentialgleichung:

∂

∂x

(

a1

∂f

∂x

)

+
∂

∂y

(

a2

∂f

∂y

)

+ gf + h = a0

∂f

∂t
,

Dirichlet’sche Randbedingung:

f(x, y, t) = fR(x, y, t) für (x, y) ∈ R

Cauchy’sche Randbedingung:

a1

∂f

∂x
nx + a2

∂f

∂y
ny + a4f = a5 für (x, y) ∈ R ,

Variationsprinzip: I(f)→ Minimum

I(f) :=
∫

P
dxdy

[

1

2

(

a1f
2

x + a2f
2

y − gf 2
)

− hf + a0ftf

]

+
∫

R2

ds

[

1

2
a4f

2 − a5f

]

Einteilung des Grundgebietes in Teilflächen:

I(f) =
n
∑

m=1

Im + Rf

mit

Im =
∫

Dm

dxdy

[

1

2

(

a1f
2

x + a2f
2

y − gf 2
)

− hf + a0ftf

]

und

Rf =
∫

R2

ds

[

1

2
a4f

2 − a5f

]

.
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Lineare Abbildung der Dreiecksflächen:

x = xi + (xj − xi)u + (xk − xi)v ,

y = yi + (yj − yi)u + (yk − yi)v

mit 0 ≤ u ≤ 1 − v und 0 ≤ v ≤ 1 .

Im ≈
e11,m

2

∫

D0

dudv f 2

u + e12,m

∫

D0

dudv fufv +
e22,m

2

∫

D0

dudvf 2

v −

−
gmdm

2

∫

D0

dudvf 2 − hmdm

∫

D0

dudvf + a0,m

∫

D0

dudvftf .

Ansatzfunktion für f(u, v, t):

f(u, v, t) = c1,m + c2,mu + c3,mv .

Mit

cm :=
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






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.

und
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

f mit f =


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
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
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

.

ergibt sich

Im =
1

4
f †M1f −

gmdm
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f †M2f −

hmdm

6
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
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1
1
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
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+
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24
f †M2ḟ

mit m = 1, . . . , n.
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Die letzte Gleichung enthält die beiden symmetrischen
Matrizen

M1 =











e11,m + 2e12,m + e22,m −e11,m − e12,m −e12,m − e22,m
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−e12,m − e22,m e12,m e22,m




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



und
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
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





2 1 1
1 2 1
1 1 2











.

Eine ähnliche Vorgangsweise führt für das ”Randintegral” zu
den folgenden Ergebnissen:

Rf =
nR
∑

γ=1

Ipγ ,qγ

mit

Ip,q =
∫ Pq

Pp

ds

[

1

2
a4f

2 − a5f

]

ergibt

Ip,q =
a4,pqdpq

12
(fp fq)
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
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2
(fp fq)





1
1



 .

Variation der Integrale nach f:

1

2
M1f −

gmdm

24
M2f +

a0,mdm

24
M2ḟ =

hmdm

6
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