Chapter 3

Physik des inhomogenen
Elektronengases

3.1 Einfiihrung

In den bisherigen Kapiteln wurde (fast) ausschlieflich die Physik des homoge-
nen Elektronengases behandelt, wobei der Einfluf} eines (positiven) Ladungs-
hintergrundes nur sehr grob beriicksichtigt wurde (jellium Néherung). Im
folgenden wird untersucht, inwiefern die fiir das homogene Elektronengas
entwickelten Strategien auch auf ein rdumlich inhomogenes Elektronengas
angewendet werden konnen.

Man spricht von einem inhomogenen Elektronengas, wenn die Elektronen
nicht nur untereinander wechselwirken, sondern zusétzlich noch einem exter-
nen Potential

v(r)

unterworfen sind. Viele der nun folgenden Aussagen gelten fiir beliebige ex-
terne Potentiale; haufig wird jedoch eine Spezialisierung auf gitterperiodische
Potentiale vollzogen werden:

o(r+R) = v(r),

wobei R ein beliebiger realer Gittervektor ist.

Wie man im folgenden sehen wird, verliert die Elektronentheorie bei
Auftreten eines externen Potentials ihren streng nicht-lokalen Charakter, was
zu einer betrachtlichen Steigerung der Komplexitéat der erhaltenen Ausdriicke
fithrt.

Non-local sind Wechselwirkungen dann, wenn sie ausschliellich von der
Relativkoordinate der beteiligten Teilchen abhéngen [s. Abb.3.1 (a)]; dies
ist natiirlich beim Einflul eines externen Potentials nicht mehr der Fall [s.
Abb.3.1 (b)].
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Figure 3.1: Zur Bezeichung: (a) non-local und (b) local interaction.

3.2 Nicht-wechselwirkende Greenfunktionen
im inhomogenen Elektronengas

Es ist eine naheliegende Idee, das externe Potential theoretisch genauso zu
behandeln wie man das Wechselwirkungspotential im jellium behandelt hat,
namlich durch Stérungsentwicklung der Greenfunktion nach der freien Green-
funktion [vgl. (1.16)]

dw o [ O —€%)  O(h — &)
GO L't = N 0 Ox (.1 P —iw(t—t) k F F k
aﬂ(r7r ) 6;1/}1((1')1(([') 27Te w_wlO(_i_,ln_'_w_wlO{_Zn
(3.1)
mit
1, Rk nk?
YR(r) = —=e™** und € = hwp = sowie €y = —%

VQ

Im Fall des jellium war die Storung nur durch die Coulomb’sche Elektron-
Elektron-Wechselwirkung gegeben:

o2m

fiir das inhomogene Elektronengas kommt noch der Storfaktor ”externes Po-

tential” dazu, das diagrammatisch durch

charakterisiert ist.

Die Storungsentwicklung der wechselwirkenden Greenfunktion hat daher die
Form
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(3.2)

Beim jellium kompensieren die ”externes-Potential-Terme” exakt die tadpole

terms; dies ist im Fall eines nicht-trivialen externen Potentials nicht mehr
der Fall.

Wir wollen nun die Storungsentwicklung von G ausschlieflich nach dem
externen Potential untersuchen, also ohne die e™-e™-Wechselwirkung. Man
nennt diese Approximation ein Independent Particle Model (IPM). Die Ent-
wicklung (3.2) reduziert sich unter diesen Umstanden zu

Ipr
A -X
” = [ + F—* + - % +

bzw. in formelmafBiger Drstellung zu

GLM(r,rsw) = Gly(r,1sw) — %Z/d% v(x) Go, (r,x;w) GIEM (x, r';w) .
Y

(3.3)
Fiir die folgende Demonstration habe ich (3.3) fiir das Kristallpotential von
Lithiummetall ausgewertet und die erhaltene Greenfunktion verwendet, um
die entsprechende Impulsdichte n(p) geméafl der Gleichung vor (1.92) zu
berechnen!.

Dieses Ergebnis, das in der Abb. 3.2 zu sehen ist, sieht auf dem er-
sten Blick sehr verniinftig aus, insbesondere wenn man es mit dem Resultat
einer Bandstrukturrechnung vergleicht. Auch die Interpretation ist klar: es
kommt durch das externe (im konkreten Fall gitterperiodische Kristallpo-
tential) zu Streuprozessen, wodurch Elektronen aus dem gefiillten Fermisee

!Die ausfiihrliche Darstellung dieser Rechnung finden Sie in H. Sormann, Habilitations-
schrift, TU Graz (1987), S. 135ff.
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Figure 3.2: Impulsdichte der Valenzelektronen in Lithium in der [100]-
Richtung nach dem IPM. Durchgezogene Linie: Greenfunktionsmethode,
gestrichelte Linie: OPW-Bandstrukturrechnung.

hinausgestreut werden. Dies hat zur Folge, dal Elektronen in der high-
momentum region auftreten, d. h. Impulse jenseits des Fermi-Impulses
haben. Dementsprechend reduziert sich natiirlich die Impulsdichte im In-
neren des Fermibereichs.

So gesehen, hat das Ergebnis aus Abb. 3.2 groBe Ahnlichkeit mit den Re-
sultaten, die in den Abb. 1.6 und 1.7 dieses Skriptums dargestellt sind.
Ein wesentlicher Unterschied besteht jedoch darin, dafl die gestreuten Elek-
tronen impulsméafig nicht unmittelbar hinter der Fermikante anschliefen,
sondern erst nach einer ”impulsdichte-freien” Zone. Dieses Faktum kann
man wie folgt erklaren: man kann zeigen, dafl bei der Wechselwirkung
der Elektronen mit dem Gitterpotential nur Impuls-Transfers stattfinden
konnen, die den reziproken Gittervektoren des Kristalls entsprechen. D.h.,
wie in der Abb. 3.3 demonstriert wird: wenn — wie es z. B. fiir die
2s-Valenzelektronen des Lithium zutrifft — die Valenzzustande in der Bril-
louinzone nur teilweise besetzt sind, liegen die Impulse der Streuzustéande
auf Grund der Elektron-Gitter-Wechselwirkung nur in den entsprechenden
Bereichen aller benachbarten Brillouinzonen. Auf diese Weise entstehen
um den zentralen Impulsbereich (der central momentum region) sogenan-
nte ” Umklapp-Bereiche” (Umklapp regions). Dafl diese Umklapp-Bereiche
keineswegs eine Fiktion der Theoretiker sind, sondern durchaus real, zeigen
die Ergebnisse von Experimenten, mit welchen man die Impulsverteilun-
gen messen kann. Die Abb. 3.4 zeigt z. B. die mittels der Zweidimen-
sionalen Positronen-Winkelkorrelationstechnik (2D-ACAR) gemessene Im-
pulsverteilung der Elektronen in Aluminium in Vergleich mit dem theoreti-
schen Ergebnis.
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Figure 3.3: Schematische Darstellung der okkupierten Impulsbereiche eines
monovalenten Metalls.
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Figure 3.4: High-momentum region of the experimental 2D-ACAR surface
compared with the OPW computation. S. Berko, Proc. of the fifth interna-
tional conference on positron annihilation, Japan, 1979, p. 73.
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Es folgt nun die Diskussion eines sehr wichtigen Punktes!

Wie Sie wissen, besteht ein wesentlicher Effekt eines externen, git-
terperiodischen Potentials nicht nur darin, daf§ es Einflul auf die Beset-
zungswahrscheinlichkeit der Elektronen im Fermisee nimmt, sondern auch
darin, dafl die Grenze dieses Fermisees, also die Fermifidche, verandert
wird: aus dem streng kugelsymmetrischen Fermibereich im jellium? wird
ein raumlich mehr oder minder kompliziertes Gebilde.

Genau hier liegt eine entscheidende Schwachstelle der gerade beschriebe-
nen Storungsentwicklung, denn die nicht-wechselwirkenden Greenfunktionen,
die den Funktionenraum dieser Entwicklung bilden, enthalten explizite die
Kugelsymmetrie der Fermiflache. Das bedeutet: das verwendete Basissys-
tem stammt aus dem Hilbertraum ”kugelformiger Fermibereich”; dies hat
zur Folge, dafl keine wie immer geartete Entwicklung, die auf diesen Basis-
funktionen beruht, von dieser Kugelform des Fermibereichs wegkommt.

Die Konsequenz dieser Erkenntnis ist die folgende: man mufl von einer
Greenfunktionen-Basis ausgehen, welche die "richtige” Form der Fermiflache
bereits enthalt.

Die Form der Fermifiache ist eine Grundzustandseigenschaft des Festkorpers,
d.h. sie sollte aus der Dichtefunktionaltheorie (DFT) erhéltlich sein.
Ublicherweise berechnet man die Fermiflache aus der Dispersionsrelation
e(k), die sich aus der elektronischen Bandstruktur ergibt, d.h., durch Lésung
der entsprechenden Kohn-Sham-FEinteilchengleichungen. Da deren KEigen-
energien €, alle Informationen tiber die Fermifldche enthalten, liegt es nahe,
diese e, und die entsprechenden Eigenfunktionen vy als Basis der Greenfunk-
tionen (3.1) zu nehmen.

Daf3 diese Vorgangsweise verniinftig ist, soll Thnen nun demonstriert werden.
Zu diesem Zweck soll angenommen werden, dafl die Hartree-Fock-Naherung
(HF) die Fermifldche eines Festkorpers exakt zu beschreiben imstande ist.
Die entsprechende Einteilchen-Gleichung hat (vgl. TF, Kap. 10) die Form

hQ
[—2—V2 + Vnuclez( ) + VHartree(r> leF( ) o

occ

/d3r/V Zw HF*( ) lljF(I')— EF £F<r>- (3.4)

Die Gesamtheit der ¥ (r) und e enthilt alle Informationen iiber das
inhomogene Elektronengas in der Hartree-Fock-Naherung. Die entsprechende
Einteilchen-Greenfunktion wird also geméafi Glg. (3.1) die Form

Olae” — i) | Ol ~ o)
w—widf +in  w—wlidl —in

(3.5)

GHE (r 1) = 3 0" o)

haben.

2Diese Kugelform des Fermibereichs ist unabhiingig davon, ob die Elektronen im jellium
untereinander wechselwirken oder nicht!
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Wie lautet nun die Selbstenergie fiir die Austausch-Wechselwirkung? Geméaf
der Diskussion im Abschnitt 1.3 dieses Skriptums entspricht diese dem Aus-

druck?
dw

o
Setzt man in diese Formel in Glg. (3.5) ein, ergibt sich

¥P(r,r’) = %V(r —r') e GHE (v r;w).

occ

RYXP (r,r') = -V(r -1 Z DEF ()i () (3.6)

Der Vergleich von (3.6) mit (3.4) zeigt sofort, daff die Hartree-Fock-Gleichung
auch so geschrieben werden kann:

hQ
[——VQ + Vnuclez( ) + VHartree(r) leF(r) +

2m

[ B () () = I (r)

Geht man iiber die Hartree-Fock-Néherung hinaus und schliet auch (dy-
namische) Korrelationseffekte in die Theorie mit ein, so fithrt das zur allge-
meinen (frequenzabhéngigen) Selbstenergiefunktion

P (e, w) .

Eine Verallgemeinerung der Hartree-Fock’schen Einteilchengleichung ... for
very general reasons ... fihrt demnach zu der folgenden Integrodifferential-
gleichung;:

h2
[—%VQ + Vnuclel( ) + VHartree<r)‘| wk<r) +

+ / & RS, vy ) ') = (). (3.7)

Diese Gleichung wird als quasiparticle equation bezeichnet. Ihr gegeniiber
steht die auf der Dichte-Funktional-Theorie (DFT) und den Kohn-Sham
(KS)-Gleichungen basierenden Lokalen-Dichte-Néherung (LDA)

hZ
=g 7 Vo) + VL0 4 o220)| 0£4(0) = P4 ).

2m
(3.8)
Man kann sich durch Einsetzen sofort iiberzeugen, daB der Ubergang von
Glg. (3.7) zu Glg. (3.8) durch die folgende Approximation der Selbst-
energiefunktion erfolgt:

Ay (r, v w) ~ vEPA(R) o(r — 1) (3.9)

Die hier auftretende Funktion vZP4(r’) soll (approximativ) den gesamten
Austausch-Korrelations-Anteil der potentiellen Energie des Elektrons im in-
homogenen Fermigas beschreiben. Nach einer Idee von Slater (1951) bzw.

3Beachten Sie fiir die folgenden Gleichungen, daf die Funktion A (r, r’;w) die Dimen-
sion Energie/Volumen hat.
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einer auf der DF'T beruhenden Ableitung von Kohn, Sham und Gaspar und
anderen Autoren wird diese potentielle Energie als proportional zur dritten
Wurzel der am Aufpunkt r’ herrschenden lokalen Elektronendichte angenom-
men:

VEPA(Y) o [ ()]

Aus Glg. (3.9) geht unmittelbar hervor, daf es sich dabei um eine recht
grobe Anndherung an die ”wirkliche” Selbstenergie handelt: es werden alle
nicht-lokalen und alle dynamischen Anteile von A vernachlassigt, ebenso
wie die Imaginaranteile dieser Funktion.

Zum Unterschied von den auf den Ergebnissen der LDA basierenden Band-
strukturrechnungen sollte die Quasiteilchen-Gleichung (3.7) nicht nur den
Grundzustand, sondern auch die Anregungszustinde der Elektronen im
kristallinen Festkorper realistisch beschreiben konnen.

Allerdings gibt es bei der konkreten Auswertung der Quasiteilchen-
Gleichung (3.7) eine Reihe von Schwierigkeiten:

e Die Selbstenergie ist nicht-lokal, d.h. (3.7) stellt eine Integrodifferen-
tialgleichung dar.

e Die Selbstenergie ist i. a. energieabhéngig, d.h., die Glg. (3.7) muf} in
zwei Richtungen selbstkonsistent gelost werden, namlich bzgl. iy und
bzgl. €.

e Der Selbstenergie-Operator ist nicht notwendig hermitesch; dem-
entsprechend sind die erhaltenen Eigenwerte i.a. komplexwertig, wobei
der Realteil die Energie der angeregten Quasizustinde und der Ima-
ginarteil die Lebensdauer dieser Zustande beschreibt.

Bevor ich nun naher auf die konkrete Auswertung der Quasiteilchen-
Gleichung eingehe, soll noch kurz erlautert werden, woher die Motivation der
Festkorperphysiker kam, in ihren Berechnungen beyond the LDA zu gehen.

Man kann nicht oft genug betonen, dafl die Bandstrukturrechnungen,
die auf dem theoretischen Fundament der Dichtefunktional-Theorie DFT*
basieren, eine auflerordentliche Erfolgsstory in der Geschichte der Theoreti-
schen Festkorperphysik darstellen. Dennoch wurde es in den Siebziger- und
Achzigerjahren des 20. Jahrhunderts immer mehr klar, daf§ diese Methode,
insbesondere in der Form der LDA fiir das exchange-correlation potential, ihre
Grenzen hat. Als Grundzustandstheorie kann die DFT Eigenschaften des
angeregten Elektronengases nur unvollkommen beschreiben. Dieses Problem
wurde besonders erkennbar durch die sehr grofien Differenzen, die bei einer
experimentellen und theoretischen DFT-LDA-Bestimmung der Bandliicken
in Halbleitern und Isolatoren auftreten. Eine Zusammenfassung dieser Situ-
ation finden Sie in der Abb. 3.5.

4P. Hohenberg and W. Kohn, Phys. Rev. 136, B864 (1964); W. Kohn and L.J. Sham,
Phys. Rev. 140, A1133 (1965).
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Figure 3.5: Vergleich theoretischer LDA-Bandliicken mit experimentellen
Werten fiir Halbleiter der Gruppen IV, III-V und II-VI. Daten aus: K.A.
Johnson and N.W. Ashcroft, Phys. Rev. 58, 15548 (1998). Der Pfeil deutet
auf das Ergebnis fir Silizium.

Nun zuriick zur Auswertung der quasiparticle equation (3.7):

Als ersten Schritt fiir eine (approximative) Berechnung der quasiparticle en-
ergies werden die beiden Eigenwertgleichungen (3.7) und (3.8) formal ausin-
tegriert:

9P _ / B ( l—%vuvwa(r) +vae(r)] Yu(r) +
+ / / s () IRSZL (1% ) (1)
und
ARt = [ i) [ Vi) + VR 0] 000+
[ PN (1) oA ) A ().
Ersetzt man nun im Sinne eines Storungsansatzes erster Ordnung die un-
bekannten Quasiteilchen-Funktionen in der ersten der obigen Gleichungen

durch die bekannten LDA-Wellenfunktionen, so ergibt sich durch Subtrak-
tion dieser Gleichungen unmittelbar
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QP LDA
6nk +

~

QP
h

O R {/d?’r’h?REpr(rr ) EPA(Y) — oEPA () 0

Man kann dieses Ergebnis als die Quasiteilchen-Korrektur erster Ordnung
der elektronischen LDA-Energieniveaus auffassen. Bevor man nun die Rech-
nung im Sinne storungstheoretischer Korrekturen hoherer Ordnungen weit-
erfithrt, ist es wichtig zu untersuchen, wie gut die obige Ndherung ist, d.h.
wie realistisch es ist, die Quasiteilchen-Wellenfunktionen durch die LDA-
Wellenfunktionen zu ersetzen.

Abgesehen von dieser Frage, gibt es noch eine Komplikation bei der Auswer-
tung von Glg. (3.10), ndmlich das Auftreten der QP-Energie im Frequenzar-
gument der Selbstenergiefunktion. D.h., diese Gleichung muf} iterativ gelost
werden.

In vielen praktischen Fallen reicht jedoch die folgende néiherungsweise
Auswertung: man entwickelt die Funktion Y(r,r’;w) an der Stelle w =
ekPA /B in eine Taylorreihe und bricht nach dem zweiten Glied dieser Reihe
ab.

LDA LDA

P v ) A NPT (. Sk _ Snk 0
§RZ (r,r,w) %Z (I‘,I‘, h )+ (w h ) <8w§RZ(r I' w>>w_6LDA .

Setzt man diese Entwicklung in die Glg. (3.10) ein, erhélt man den Ausdruck

(QF _ [LDA _
€nk €nk -
LDA

[t { [ o e e A ) - A0 e |

0
+( Slf - 6££A> < a_w%zxw) >w:5££’4
mit
0

9
9 - 3. 13,0 LDA; N Y oA LDA
< SRW) Zpmapa= [ [ drd PPAE) SRE(W)ompr ).

Weiters ergibt sich

( QP ELDA)
€nk nk Ow w=e€\

3 (LDA 3, Prip gl 651? A LDA( LDA LDA
[ vl @) [ RS (e ) g W) — oA () ol )

Der Ausdruck in eckigen Klammern ist bereits im Kapitel 1 (fiir das homo-
gene Elektronengas) vorgekommen: es handelt sich um den Kehrwert der sog.
Renormalisierungskonstante Z,, und das Ergebnis fiir die Quasiteilchen-
Energie kann demnach auch wie folgt geschrieben werden:

1— < i?RZ( ) LDA] =

QP ., _LDA
€k N €k T
LDA

b Zuc [ a0 { [ o i S ) — o2 i

h
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Die Frage nach der Qualitit der Funktionen %P4 stand bereits im Mit-
telpunkt einer der ersten erfolgreichen Arbeiten bzgl. einer Anwendung der
GWA auf das Quasiteilchen-Problem von Elektronenzustinden in kristallinen
Festkorpern, welche von Hybertsen und Louie 1985 verdffentlicht wurde.®

In diesem paper wird zum ersten Mal gezeigt, dafl es mittels der
Quasiteilchen-Theorie, also unter Beriicksichtigung der Selbstenergie in
der Bandstrukturrechnung, moglich ist, die Energiedifferenzen zwischen
Elektronenzustdnden (insbesondere die energy gaps zwischen den Valenz-
und Leitungsbdndern) in Halbleitern und Isolatoren viel realistischer zu
beschreiben als mittels einer konventionellen LDA-Rechnung:

TABLE 1: Results of the present GWA work (Hybertsen and Louie,

1985) for the fundamental gap Eg of diamond, Si, Ge, and LiCl are
compared to experiment and to the gap in the LDA eigenvalues.

The results for Ge include relativistic effects. All energies in eV:

LDA GWA Experiment
Diamond 3.9 5.6 5.48 (a)
Silicon 0.52 1.29 1.17 (a)
Germanium <0 0.75 0.744 (a)
LiCl 6.0 9.1 9.4 (b)

(a) Zahlenwerte und Funktionen aus Naturwissenschaften und Technik,
in Vol. III of Landolt-Boernstein (Springer, New York, 1982),
pt. 17a.

(b) G. Baldini and B. Bosacchi, Phys. Status Solidi 38, 325 (1970).

Um nun wieder auf die Frage der Differenzen zwischen den ¢@" und den 1*P4
zuriickzukommen: Hybertsen und Louie schreiben in ihrer oben erwahnten

Arbeit:

We find a posteriori that the quasiparticle wave function is well represented
by the LDA wave function ...

und in einer weiteren Arbeit iiber diese Materialien von 1986 iiber 6 liest
man:

We find that the resulting quasiparticle wave function has better than 99.9 %
overlap with the corresponding one-particle wave function from the density-
functional band-structure calculation.

Seit dieser Zeit, d.h. seit etwa 1990, sind Quasiparticle-Bandstrukturi-
rechnungen mehr und mehr Standard geworden, insbesondere (aber

SM. S. Hybertsen and S. G. Louie, First-Principles Theory of Quasiparticles: Calcula-
tion of Band Gaps in Semiconductors and Insulators, Phys. Rev. Lett. 55, 1418 (1985).

6M. S. Hybertsen and S. G. Louie, Electron correlation in semiconductors and insula-
tors: Band gaps and quastparticle energies, Phys. Rev. 34, 5390,1986.

121



GAP [EV] - THEORY
w
T

o O LDA .
O o *  GWA

! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7
GAP [EV] - EXPERIMENT

Figure 3.6: Vergleich theoretischer LDA-Bandliicken mit experimentellen
Werten fiir Halbleiter der Gruppen IV, III-V und II-VI. Daten aus: K.A.
Johnson and N.W. Ashcroft, Phys. Rev. 58, 15548 (1998).

Zusatzlich sind in diesem Diagramm noch enthalten:

(4+) Werte fiir C, Si, Ge (Hybertsen and Louie, 1986)

(diamond) Werte fiir ZnO, ZnS, ZnSe (Oshikiri and Aryasetiawan, 1999).

keineswegs nur) in der Halbleiterphysik. Die Abbildung 3.6 zeigt in Vergleich
mit Abb. 3.5 theoretische GWA-Ergebnisse an verschiedenen halbleitenden
bzw. nicht-leitenden Materialien, und die Abb. 3.7 prasentiert einen Vergle-
ich von Bandstrukturen an Ge, GaAs, Diamant und SiC, wie sie mittels der
LDA bzw der GWA erhalten wurden.”

Selbstverstandlich wurden auch die theoretisch ermittelten Bandstruk-
turen mit experimentellen Ergebnissen (héufig aus winkelaufgeloster
Photoelektronen-Spektroskopie) verglichen, und in vielen Féllen konnte die
GWA iiberzeugen, wie in den Abbildungen 3.8 und 3.9 fiir metallisches
Kupfer gezeigt wird. Ausgehend von einer DFT-LDA-Rechnung haben
Marini, Onida und Del Sole® die Ergebnisse einer GW-Bandstrukturrechnung
fiir Cu publiziert. Die Abb. 3.9 zeigt die wichtigsten Ergebnisse: man sieht
deutlich, daf sich die Grundstruktur der Bandstruktur nicht &ndert, daf3
aber quantitativ die GW-Ergebnisse deutlich ndher an den experimentellen
(ARPES-)Werten liegen als die DFT-LDA-Energien.

"M. Rohlfing, P. Kriiger, and J. Pollmann, Phys. Rev, B 48, 17791 (1993).
8A. Marini, G. Onida, and R. Del Sole, Phys. Rev. Lett. 88, 016403 (2002).
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Figure 3.8: Bulk copper DFT-LDA band structure (solid line), compared
with photoemission data (points).

Theory: Marini et al., Phys. Rev. B 64, 195125 (2001),

experiment: Courths and Hiifner, Phys. Rep. 112, 53 (1984).
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Figure 3.9: Solid line: GW results for the bulk copper band structure, com-
pared with the DET-LDA results (dashed line), and with experimental pho-
toemission data.

Theory: Marini et al., Phys. Rev. Lett. 88, 016403 (2002),

experiment: Courths and Hiifner, Phys. Rep. 112, 53 (1984).
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