Wahrscheinlichkeitstheorie, Statistik und
Datenanalyse

Prof. Dr. Wolfgang von der Linden
DI Alexander Priill

17. Juli 2007






Inhaltsverzeichnis

I Einfiihrung 9

1 Statistische und klassische Definition von ,,Wahrscheinlich-
keit” 11
1.1 Klassische Definition . . . . . . .. ... ... ... ...... 11
1.2 Bertrand Paradoxon . . . . . . ... ... ... ... .. ... 14
1.3 Statistische Definition . . . . . . . . . . .. ... ... .... 17

2 Definition von Mittelwert, Momenten und marginaler Ver-

teilung 21
2.1 Verteilungen einer diskreten
Zufallsvariablen . . . . .. ... ..o o000 21
2.2 Verteilungen mehrerer diskreter
Zufallsvariablen . . . . . . . .. ..o oo 25
3 Einfiihrung in die Kombinatorik 29
3.1 Vorbemerkungen . . . .. ... .. ... ... 29
3.2 Geordnete Stichproben . . . . . .. .. .00 31
321 Beispiele . . ... ... ... 33
3.3 Unterpopulationen und Partitionierungen . . . . . . . . .. .. 34
3.3.1 Vollstiandige Paarungen einer Population . . . . . . .. 41
3.3.2 Beispiel: der Random-Walk . . . ... ... ...... 41
3.3.3 Beispiel: Korrektur bei der Informationsiibertragung . . 45
3.4 Anwendung auf Besetzungszahl-Probleme . . . . . . . . .. .. 47
3.5 Geometrische und hypergeometrische Verteilung . . . . . . .. 50
3.5.1 Fragestellung 1 ohne Zuriicklegen . . . . . . .. .. .. o1
3.5.2  Fragestellung 1 mit Zurticklegen . . . . . . . .. .. .. 51
3.5.3 Fragestellung 2 ohne Zuriicklegen . . . . . . .. .. .. 53
3.5.4 Fragestellung 2 mit Zuriicklegen . . . . . . . .. .. .. 56
4 Grenzwertsitze 59
4.1 Stirlingsche Formel . . . . . .. .. ..o 59



4.2 Lokaler Grenzwertsatz (de Moivre) . . . . ... ... .. ...
4.3 Integralsatz von de-Moivre . . . . . . ... ...
4.4 Bernoullis Gesetz der grofen Zahlen . . . . . . . . .. ... ..
4.5 Der Satz von Poisson . . . . . .. ...

Begriffsdefinitionen und Diskussion
5.1 Das Schitzexperiment mit drei Urnen . . . . . . . . ... ...

71

5.2  Orthodoxe Statistik versus Bayessche Wahrscheinlichkeitstheorie 76

5.2.1 Orthodoxe Statistik . . . . . . ... ... ... .....
5.2.2  Signifikanz-Test . . . . . . . . .. ... L.
5.2.3 Bayessche Wahrscheinlichkeitstheorie . . . . . . . . ..

Bayessche Wahrscheinlichkeitstheorie

6.1 Was ist Wahrscheinlichkeit? . . . ... .. .. ... ... ...

6.2 Das Universalgesetz der
Wahrscheinlichkeitstheorie . . . . . . .. ... ... ..

6.3 Spezielle Propositionen . . . . . . ... ...
6.3.1 Indizierte Propositionen . . . . . . .. ... ... ...
6.3.2 Kontinuierliche Propositionen . . . . . .. . ... ...

6.4 Einfache Beispiele . . . . . . . .. ...
6.4.1 Propagatoren . . . .. .. ... ... . L.
6.4.2 Das 3 Tiiren Problem . . . . . . .. .. ... ... ...
6.4.3 Detektor fiir seltene Teilchen . . . . . . . . .. ... ..
6.4.4 Ist die Miinze symmetrisch? . . . . ... ... .. ...
6.4.5 Produktionsrate des Wettbewerbers . . . . . . . . . ..

Kontinuierliche Variablen
7.1 Verteilungsfunktion und Dichtefunktion . . . . . . .. ... ..
7.1.1 Beispiel eines kontinuierlichen Problems . . . . . . ..
7.1.2 Beispiel eines diskreten Problems . . . .. .. .. ...
7.2 Weitere Definitionen . . . . . . . . ...
7.2.1 Definition von Mittelwert, Momenten
und marginaler Verteilung . . . . . .. .. .. .. ...
7.2.2  Definition einer Stichprobe . . . . . . . . . ... .. ..
7.3 Ordnungs-Statistik . . .. .. .. .. ... ... ...
7.3.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung von Maximalwerten . . .
7.4 Géangige Wahrscheinlichkeitsverteilungen . . . . . . . ... ..
7.4.1 Gleich-Verteilung im Intervall [a,b] . . . . .. ... ..
7.4.2 p[B-Verteilung . . . . . ... .. oL
7.4.3 T-Verteilung, x*-Verteilung . . ... ... ... ....
7.4.4 Exponential-Verteilung . . . . . .. .. ...

4

76

85
85

86
86
86
87
89
89
90
91
93
95

99
99
100
102
103



7.4.5 Normal-Verteilung . .. .. .. .. ... ... . ... 114

7.4.6 Student-t-Verteilung, Cauchy-Verteilung . . . . . . .. 119
7.4.7 Multivariate Normal-Verteilung . . . . . .. .. .. .. 121
7.5 'Transformationseigenschaften . . . . . .. .. ... ... ... 122
7.5.1 Beispiele mit einer Variablen . . . . . . ... .. .. .. 123
7.5.2 Beispiel mit zwei Variablen. . . . . .. ... ... ... 124
8 Der zentrale Grenzwertsatz 125
8.1 Beispiel: Summe von exponentiell verteilten Zufallszahlen . . . 126
8.2 Beispiel: Summe gleichverteilter Zufallszahlen . . . . . .. .. 126
8.3 Monte-Carlo-Integration . . . .. ... .. ... ... ..... 127
8.4 Zentraler Grenzwertsatz:
multivariater Fall . . . . . . . . . ... ... 129
II Poisson 131
9 Poisson-Prozess, Poisson-Punkte und Wartezeiten 133
9.1 Stochastische Prozesse . . . .. .. ... ... ... ...... 133
9.2 Poisson Punkte . . . ... .. ... ... 134
9.3 Intervall-Verteilung der Poisson-Punkte . . . . . .. . ... .. 135
9.3.1 Alternative Sicht der Poisson Punkte . . . . . ... .. 136
9.4 Wartezeiten-Paradoxon . . . . . .. .. ... ... .. ..... 136
9.4.1 Verteilung der Intervall-Lingen eines zufillig ausge-
wahlten Intervalls . . . . .. .. ... ... ... .... 138
9.5 Poisson-Prozess . . . . . . . . . .. ... ... 138
9.6 Schéitzen der Halbwertszeit aus einer
Stichprobe . . . . . . ..o 139
III Zuweisen von Wahrscheinlichkeiten 141
10 Vorbemerkungen 143
11 Uninformative Prioren fiir Parameter 145
11.1 Jeffreys’ Prior fiir Skalen-Variablen . . . . . . .. .. ... .. 147
11.2 Prior fiir die Parameter einer Geraden . . . . . . ... .. .. 149
12 Der entropische Prior fiir diskrete Probleme 153
12.1 Shannon-Entropie . . . . . . . . .. ... ... ... 154
12.2 Eigenschaften der Shannon-Entropie . . . . ... ... .. .. 158
12.3 Eigenschaften der Entropie . . . . . . . .. ... ... ... .. 161



12.4 MaxentPrinzip . . . . . . . . .. .. .. ... 162

12.5 Maxwell-Boltzmann-Verteilung . . . . . . .. .. .. .. ... 164
12.6 Bose-Einstein-Verteilung . . . . . . . .. ... ... 166
12.7 Fermi-Dirac-Verteilung . . . . . . .. .. ... ... 168
12.8 Vergleich mit Zufallsexperiment . . . . . . . . .. .. .. ... 169

13 Maxent bei kontinuierlichen Variablen 173
IV Parameterschitzen 179
14 Parameter-Schiatzen 181
14.1 Unverzerrte Schiatzwerte . . . . . .. .. ... .. ... .. .. 181
14.2 Maximum-Likelihood Schitzwert . . . . . .. .. .. .. ... 182
14.2.1 Beispiel: univariate Normal-Verteilung . . . . . . . .. 182

14.2.2 Cauchy-Verteilung . . . . .. .. ... ... ... 183

14.2.3 Bernoulli-Problem . . . . .. .. .. ... ... .. 184

14.2.4 Least-Squares-Fit . . . . . . . .. ... .. ... L. 185

14.3 Parameter-Schitzen im Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie 187
14.3.1 Vertrauensintervall . . . . .. .. ... .. ... ... 190

14.4 Lineare Regression . . . . . . .. .. ... ... ..., 190
14.4.1 Schétzen einer Konstanten . . . . . . . .. .. ... .. 193

14.4.2 Schéitzen der Parameter einer Geraden . . . . . . . .. 195

14.4.3 Zahl der Datenpunkte innerhalb des Fehlerband . . . . 197

14.5 Parameter-Schitzen von nichtlinearen Modellen . . . . . . . . 198

V  Hypothesentests 201
15 Stichproben-Verteilungen 203
15.1 Mittelwert und Median . . . . . . .. .. ... ... ... 203
15.1.1 Verteilung des Stichproben-Mittelwertes . . . . . . .. 203

15.1.2 Varianz der Stichproben-Mittelwerte . . . . . . . . .. 205

15.2 Verteilung von Mittelwert und Varianz in normalen Stichproben207
15.2.1 Stichproben-Mittelwert . . . . . . . .. ... ... ... 210

15.2.2 Stichproben-Varianz, y2-Statistik . . . . . .. .. ... 211

15.2.3 Beispiel fiir x2-Test . . . . . . .. . ... ... ..... 214

15.3 z-Statistik . . . . ... 214
15.4 Fehler-Fortpflanzung . . . . . . . .. .. ... . ... ... 217



16 Orthodoxe Hypothesen Tests

16.1

16.2

16.3

16.4
16.5

Einfiihrung am Beispiel des z-Tests . . . . . . . . ... ...
16.1.1 Indirekter Schluss . . . . . . .. .. .. .. ... ...
16.1.2 Fehler erster und zweiter Art . . . . . . . ... ...
16.1.3 Allgemeines Prinzip der statistischen Tests . . . . . .
X3-Test . . o o
16.2.1 Vergleich mit theoretischen Modellen . . . . . . . ..
16.2.2 Test von Verteilungen . . .. ... ... ... ....
16.2.3 Test von Verteilungen mit unbekannten Parametern . .
16.2.4 Kontingenz-Tabellen . . . . .. .. .. .. ... ...
16.2.5 Vierfelder-Test . . . . . ... ... ... ... ....
16.2.6 Simpsons Paradoxon . . . . ... ... ... .. ...
t-Test . . . .o
16.3.1 Vergleich von Mittelwerten . . . . . . . . .. .. ...
F-Test . .00 o 0 o
Kritik an der Test-Logik . . . . .. .. ... ... ... ...

17 Wahrscheinlichkeitstheoretische Hypothesen Tests

VI Literatur



WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE, STATISTIK UND
DATENANALYSE

THERE ARE THREE LIES: LIES, DAMNED LIES AND STATISTICS.
(DISRAELI, MARK TWAIN)



Teil 1

Einfuhrung






Kapitel 1

Statistische und klassische
Definition von

,Wahrscheinlichkeit”

1.1 Klassische Definition

Die erste quantitative Definition des Begriffes ,Wahrscheinlichkeit” geht auf

Blaise Pascal (1623 - 1662) und Pierre de Fermat (1601 - 1665) zuriick. Sie

wurden von Antoine Gombauld Chevalier de Méré, Sieur de Baussay (1607-

1685) ermahnt, dass ,die Mathematik nicht im Einklang mit dem praktischen

Leben sei”. Das ,praktische Leben” war fiir den Edelmann das Gliicksspiel.

Ihn interessierte besonders ein damals iibliches Wiirfelspiel, bei dem die Bank

gewinnt, wenn bei viermaligem Wiirfeln mindestens einmal die Augenzahl 6

erscheint. Pascal und Fermat haben sich mit dieser und &dhnlichen Fragen P ~0.52
auseinandergesetzt und damit die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie be-

griindet.

Def. 1.1 (Klassische Definition von Wahrscheinlichkeit) FEin Ereignis
trete zufdllig auf. Die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten des Ereignisses
E ist definiert durch den Quotienten aus der Anzahl g der fir das Ereignis
guinstigen und der Zahl m der mdglichen Fille

p=Y

m

Beispiel: Wahrscheinlichkeit fiir Herz in einem Skat-Spiel ist P = 3% = i.
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Fiir die klassische Wahrscheinlichkeit lassen sich fiir zwei beliebige Ereignisse
A und B folgende Regeln ableiten

nA+NB — NAAB

P(AV B) = N = P(A)+ P(B) — P(AAB) (1.1a)
0
P(N) = N 0 unmogliches Ereignis, N: Null-Element  (1.1b)
N
P(FE) = N 1 sicheres Ereignis, E: Eins-Element (1.1c)
0<PA) <1 folgt aus der Definition (1.1d)
Ngiinstig _ ang _ P(AA B)
P(A|B) = 28 — = 1.1e
(415) Terlaubt np P(B) ( )

Das Symbol P(A|B) steht fiir die BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT fiir A,
vorausgesetzt das Ereignis B liegt vor. In der klassischen Wahrscheinlich-
keitstheorie heifit das, dass wir die moglichen Ereignisse vorsortieren. Wir
beriicksichtigen nur noch solche, die die Bedingung B erfiillen, das seien npg
Ereignisse. Von diesen interessieren uns nun gerade solche, die auch gleich-
zeitig A erfiillen. Damit ist die Zahl der giinstigen Falle gleich der Zahl der
Fille, die sowohl A als auch B erfiillen, also naxp.

Def. 1.2 (Exklusive Ereignisse) Sich gegenseitig ausschliefende Ereignis-
se, d.h. AN B = N, wollen wir in Anlehnung an die englische Nomenklatur
kurz EXKLUSIV nennen.

Def. 1.3 (Komplementire Ereignisse) Ein Ereignis A ist komplementdir
zu A, wenn gilt

AVA=EFE, und ANA=N

Aus der Summenregel folgt fiir exklusive Ereignisse eine vereinfachte Sum-
menregel und daraus wiederum der Zusammenhang zwischen den Wahr-
scheinlichkeitenkomplementédrer FEreignisse

P(AVv B) = P(A)+ P(B) (1.2)
P(A) = 1-P(A)

Diese klassische Definition der Wahrscheinlichkeit wurde spéter von Jacob
Bernoulli (1654-1705) in seinem Buch Ars Conjectandi (1713 posthum publi-
ziert) weiterentwickelt. Dieses Buch enthéilt wegweisende Beitrage zur Wahr-
scheinlichkeitstheorie, unter anderem eine ausfiihrliche Diskussion der wah-
ren Bedeutung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes: Wahrscheinlichkeit ist ein
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messbares Maj$ der Gewissheit. Bernoulli hat bereits klar zwischen Prior- und
Posterior- Wahrscheinlichkeit unterschieden . Neben Pascal, Fermat und Ber-
noulli war Pierre-Simon Laplace (1749-1827) einer der fiihrenden Begriinder
der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie. Laplace benutzte die Wahrschein-
lichkeitstheorie u.a. fiir inverse Schliisse (z.B. die Strafe ist nass, wie grof
ist die Wahrscheinlichkeit, dass es geregnet hat?). Die Formel, die er hierzu
verwendet hat, geht auf Reverend Thomas Bayes (1702-1761) zuriick. Die
nach ihm benannte Formel (Bayes Theorem, sogenannt nach Pointcaré viele
Jahre spéter) wurde erst posthum (1764) publiziert. Eingereicht wurde sie
von einem seiner Freunde (Richard Price). Die Formel war allerdings in einer
wenig transparenten Form und wurde erst durch Laplace in die heute bekann-
te Gestalt gebracht. Im Zusammenhang mit der Himmelsmechanik beruhen
wesentliche seiner Ergebnisse auf Wahrscheinlichkeitsiiberlegungen. Weite-
re Anwendungen seiner Wahrscheinlichkeitstheorie sind: Buffonsches Nadel-
Problem, Gliicksspiele, naturwissenschaftliche Probleme, juristische Proble-
me, Kindersterblichkeit, etc. Fiir die Ableitung seiner Ergebnisse fiihrte er
das Prinzip der Ununterscheidbarkeit (principle of indifference) ein. Auf La-
place gehen auch die Anfinge der Fehlerrechnung zuriick.

Es war bereits Bernoulli bekannt, dass die Zahlen m aller Ereignisse und die
der Zahl g der giinstigen Ereignisse nicht immer eindeutig festgelegt werden
konnen. Zum Beispiel: Es werden zwei Wiirfel geworfen und wir suchen die
Wabhrscheinlichkeit, dass die Summe der Augenzahlen 7 ist.

a) Wir betrachten als mogliche Ergebnisse die 11 moglichen Summen der
Augenzahlen (2,3,...,12). Von diesen Summen ist nur ein Ergebnis
(die Summe 7) das positive Ergebnis = P = 1/11.

b) Wir betrachten als mogliche Ergebnisse alle der Grofe nach sortierten
Zahlen-Paare, ohne zwischen dem ersten und zweiten Wiirfel zu un-
terscheiden, (1,1),(1,2),...(1,6), (2,2),(2,3),...(6,6). Davon gibt es
6+5+4+3+2+41 = 21. Es gibt 3 positive Ereignisse (1,6), (2,5), (3,4).
Daraus folgt P = 1/7.

¢) Wir unterscheiden zusétzlich, welcher Wiirfel welche Augenzahl liefert.
Der Unterschied besteht darin, dass es nun 2 Mdglichkeiten fiir unglei-
che Augenzahlen und weiterhin nur eine fiir gleiche Augenzahlen gibt.
Nun ist N = 36 und g = 6, mit (1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4), (4, 3).
Das heifst, P = 1/6.

In diesem Beispiel ist offensichtlich die letzte Variante die korrekte. Man ist
iiberzeugt, dass das a-priori so sein muss. Die Quanten-Physik lehrt uns aber
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etwas anderes. Es gibt hier Situationen, in denen die zweite Variante korrekt
ist (Bosonen). Hierauf gehen wir spiter ndher ein. Das obige Beispiel zeigt,
dass die Definition der Wahrscheinlichkeit prézisiert werden muss:

Def. 1.4 (Prézisierte Definition der klassischen Wahrscheinlichkeit)
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gegeben durch das Verhdltnis der
Zahl der giinstigen Ergebnisse zu der aller mdglichen; vorausgesetzt, alle Er-
gebnisse sind gleich-wahrscheinlich.

Diese Definition eliminiert aber nicht wirklich die Probleme:

e Konzeptionell unbefriedigend, Wahrscheinlichkeit dariiber definiert, dass
Ereignisse dieselbe Wahrscheinlichkeit haben (Ringschluss).

e Das obige Beispiel hat gezeigt, dass die Gleich-Wahrscheinlichkeit nicht
eindeutig ist.

e Kann nur in den Fillen angewandt werden, in denen alle Elementar-
Ereignisse dieselbe Wahrscheinlichkeit haben. Kann in vielen Féllen
leicht gekldrt werden. (Gliicksspiel, auch in der statistischen Physik)

Es wurden zur Zuweisung von Wahrscheinlichkeiten zwei Prinzipien vorge-
schlagen: das ,Principle of Insufficient Reasoning” von Jacob Bernoulli und
das ,Principle of Indifference” von Pierre-Simon Laplace. Sie besagen: wenn
es kein Vorwissen gibt, das die einzelnen Elementar-Ereignisse unterschei-
det, kann man sie neu durchnummerieren, ohne die Situation zu verdndern.
Daraus muss man schliefen, dass alle Ereignisse, zwischen denen a-priori
nicht unterschieden werden kann, ,gleich-wahrscheinlich” sind. Es gibt aber
Gegenbeispiele fiir diskrete Probleme aus der Physik. Besonders augenfillig
sind die Schwierigkeiten bei kontinuierlichen Problemen, da hier das Maf
in’s Spiel kommt. Ein prominentes Beispiel ist das sogenannte BERTRAND-
PARADOXON (1888), das erst 1968 von E.T.Jaynes (1922-1998) zufrieden-
stellend gelost wurde.

1.2 Bertrand Paradoxon

Uber einen Kreis hinweg werden zufillig Geraden gezeichnet. Wie grof ist
die Wahrscheinlichkeit, dass der Abstand vom Zentrum kleiner ist als die
Hilfte des Radius 77 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir r = 1
in passend gewdhlten Einheiten. Es bieten sich mehrere Losungen an. Wir
wollen hier zundchst nur drei diskutieren.
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a) Wir nehmen an, dass — wie in Abbildung (1.1) dargestellt — der Abstand
vom Zentrum mit gleicher Wahrscheinlichkeit alle Werte zwischen 0 und 1
annehmen kann. Unter dieser Voraussetzung ist das Intervall der giinstigen
Ereignisse 1/2 und somit die gesuchte Wahrscheinlichkeit P = 1/2.

! L T

05

| -12 +1/2
\ /

-0.5

Abbildung 1.1: Skizze 1 zum Bertrand-Paradozon.

b) Alternativ konnen wir, wie in Abbildung (1.2) skizziert, den Winkel zwi-
schen der Geraden und der Tangente an den Kreis als Grofe betrachten, die
gleich-wahrscheinlich alle Werte zwischen 0 und m annehmen kann. Der ,,giin-
stige” Winkelbereich ist /3 und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach
in diesem Fall P =1/3.

0.5

-0.5

Abbildung 1.2: Skizze 2 zum Bertrand-Paradozon.

c¢) Eine weitere Moglichkeit ist, die Fliche A des konzentrischen Kreises, der
die Gerade — wie in Abbildung (1.3) — beriihrt, als gleich-verteilt zwischen 0
und 7 anzunehmen. Der giinstige Bereich ist A € [0, /4], woraus sich eine
Wahrscheinlichkeit P = 1/4 ergibt.

Es gibt noch andere plausibel erscheinende Darstellungen, die zu wieder an-
deren Ergebnissen fiihren. Wie kann es sein, dass ein eindeutig definiertes

15



0.5

0 ‘

-0.5

Abbildung 1.3: Skizze 3 zum Bertrand-Paradozon.

Problem keine eindeutige Antwort liefert? Hinter dem Bertrand-Paradoxon
verbirgt sich allgemein das Problem, wie man Unwissenheit bei kontinuierli-
chen Freiheitsgraden zu beschreiben hat. Nehmen wir an, wir wollen etwas
iiber eine Grofe = aussagen, die die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 anneh-
men kann. Es ist naheliegend das klassische Konzept zu verwenden, dass,
wenn wir nichts weiter wissen, die Wahrscheinlichkeit fiir € (z, x + dx) als
dx
P(x € (z,x+dx)) = T = pa(z)dz

anzusetzen ist. Hierbei ist p, () = 1 die Wahrscheinlichkeitsdichte, die spiter
genauer behandelt wird. Unwissenheit wird hier also durch eine konstante
Wahrscheinlichkeitsdichte beschrieben. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir x"
ist dann aber nicht mehr konstant sondern, wie wir spéter zeigen werden,

dJZ 1 19
—_— = —2Zn
dz

n
Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Variable z ist demnach scharf bei z = 0
gepeakt. Das heifst unsere flache Verteilung in x impliziert, dass es eine sehr
grofe Wahrscheinlichkeit fiir kleine Werte von z gibt.
Ganz allgemein erkennen wir, dass nichtlineare Transformationen offensicht-
lich Probleme machen. In welcher Darstellung sind die Ereignisse gleicher
Groke (Lénge, Fliache, ...) gleich-wahrscheinlich, und wie beschreibt man
vOlliges Unwissen? Auf das Problem PRIOR-WAHRSCHEINLICHKEITEN zu-
zuweisen kommen wir im Teil IIT zu sprechen. Hierzu gibt es einen Zugang
iiber Transformationsgruppen' und einen differentialgeometrischen, welche
beide dquivalent sind. In diesem Zusammenhang werden wir auch das wich-
tige Prinzip der maximalen Entropie behandeln.

p=(2 = 12") = p.(z)

'Dieser Zugang wurde von E.T. Jaynes verwendet, um das Bertand-Paradoxon zu kl&-
ren.
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Die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit war trotz dieser Probleme
mehre Jahrhunderte in Gebrauch und wird auch heute noch auf viele Pro-
bleme angewandt; insbesondere solche kombinatorischer Natur.

Bereits Bernoulli hatte sich die Frage gestellt, wie die Wahrscheinlichkeit
mit der relativen Haufigkeit zusammenhéngt. Beispiel: Die Wahrscheinlich-
keit fiir eine gerade Augenzahl beim Wiirfeln ist 1/2. Wenn man, das Wiirfel-
Experiment N-mal wiederholt, wie hdufig wird man dann eine gerade Augen-
zahl vorfinden. Wir werden zeigen, dass diese relative Haufigkeit im Limes
N — o0 gegen die ,intrinsische” Wahrscheinlichkeit konvergiert. Bernoulli hat
aber eigentlich das umgekehrte Problem beschéftigt. Gegeben eine ,Stichpro-
be” vom endlichen Umfang N, was kann man dann iiber die zugrundeliegende
(intrinsische) Wahrscheinlichkeit aussagen?

1.3 Statistische Definition

Um die Prior-Probleme der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie zu ver-
meiden, verfolgten Ellis (1842), Boole (1854), Venn (1866) und von Mises
(1928) eine andere Definition. Da, wie Bernoulli gezeigt hatte, die relati-
ve Héufigkeit im Limes N — oo gegen die ,intrinsische” Wahrscheinlichkeit
konvergiert, fiihrten sie folgende Definition der Wahrscheinlichkeit ein

Def. 1.5 (Statistische Definition von Wahrscheinlichkeit) FEin ,FEreig-
nis” A trete zufdillig auf. Die Wahrscheinlichkeit ist definiert durch die relative
Haufigkeit

N—oo

n
P(A) = lim — 1.4
()= Jim % (1.4
dass das Ereignis bei N Versuchen n-mal auftritt, im Limes N — oo.

Diese Definition soll vermeiden, dass man je in die Verlegenheit kommt,
,Prior-Wahrscheinlichkeit” angeben zu miissen, sondern die Wahrscheinlich-
keit eine dem zu untersuchenden Objekt anhaftende intrinsische Eigenschaft
ist, die nur experimentell bestimmt werden kann, namlich indem man ein
Stichprobe von unendlichem Umfang untersucht. Da eine unendlich Stich-
probe nie untersucht werden kann, ist diese Definition von rein hypotheti-
schem Charakter. Diese Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffes ist aller-
dings weit verbreitet und bildet die Grundlage der ,orthodoxen Statistik”.
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Nachteile des statistischen Wahrscheinlichkeitsbegriffes
e Fiir viele Probleme gibt es keine Hiufigkeitsverteilung

— War Herr X der Téter?
— Liegt die Temperatur des Fusionsplasmas T € (1.0,2.0)108K?

— War Julius César Linkshinder?
e Nur in den wenigsten Fillen ist N > 1

— Grofexperimente, z.B. Fusionsforschung (Kostenfrage)

— Extraterrestische Physik, Stichprobenumfang von der Natur vor-
gegeben.

e der Limes N — oo ist in der Praxis nicht méglich, und Gl. (1.4) ist
keine Definition fiir P(A) sondern muss als Hypothese gesehen werden.
Es handelt sich nicht um eine experimentell bestimmbare Grofe.

e Interpretationsprobleme

— Was bedeutet die Aussage, die Wahrscheinlichkeit ist 0.1, dass
Herr X einen Virus hat?
(100 mal klonen, 10 Klone haben dann den Virus?!)

— Die Wahrscheinlichkeit im Lotto zu gewinnen ist 7 - 108
(10® mal einzahlen, um einmal zu gewinnen?!)

Man erkennt an den beiden Beispielen auch, wie unterschiedlich Wahrschein-
lichkeiten, je nach Kontext, bewertet werden. Im ersten Fall wird man ge-
neigt sein, die Moglichkeit des Virus nahezu auszuschliefen, wahrend der
Zuspruch des Lottospiels zeigt, dass man ein Wahrscheinlichkeit von 7-1078
als hinreichend grof bewertet. Wie Wahrscheinlichkeiten tatsachlich zu be-
werten sind, besagt die ENTSCHEIDUNGSTHEORIE. Hierbei wird zusétzlich
eine Bewertungsfunktion (Kostenfunktion) einfliefen, die den unterschiedli-
chen Ausgéngen eines ,Experiments” Werte (Kosten) zuweist.

Mit der statistischen Definition kann nur eine stark eingeschrinkte Klasse
von Problemen behandelt werden, ndmlich solche, bei denen ein ,Versuch”
zumindest theoretisch beliebig oft wiederholt werden kann.

Die statistische Definition der Wahrscheinlichkeit fiihrt allerdings zu densel-
ben Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten, wie die klassische Definition.
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Wir haben bei der obigen Diskussion gesehen, dass einige Begriffe und Ideen
im Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitstheorie auftreten, die genau-
er definiert bzw. analysiert und genauer hinterfragt werden miissen. Hierauf
werden wir in einem spateren Kapitel eingehen. Zunéchst bendtigen wir ein
paar wichtige Begriffe zur Charakterisierung von Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen, die im nédchsten Kapitel dargestellt werden.
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Kapitel 2

Definition von Mittelwert,
Momenten und marginaler
Verteilung

Im letzten Kapitel haben wir uns damit beschéftigt, Ereignissen Wahrschein-
lichkeiten fiir ihr Auftreten zuzuweisen. Jetzt wollen wir die Ereignisse selbst
mit Zahlen in Verbindung bringen.

2.1 Verteilungen einer diskreten
Zufallsvariablen

Fiir die folgenden Definitionen sei eine abzédhlbare Menge G von Elementar-

ereignissen gegeben. Jedes Elementarereignis w € G trete mit Wahrschein-
lichkeit P, auf.

Def. 2.1 (Zufallsvariable) Fine Zufallsvariable ist ein Funktional, das je-
dem Ergebnis w € G eine reelle Zahl x = X (w) zuordnet. x heifit Realisierung
von X. Die Menge R der mdglichen Realisierungen x heifit Wertebereich von

X. G wird hierbei auf R abgebildet.

Beispiel:

e Beim Miinzwerfen kann man z.B. dem Ereignis ,,Kopf” die Zahl 0 und
dem Ereignis ,Zahl” eine 1 zuweisen.

e Beim Wiirfeln ist es naheliegend, dem Ereignis ,n Augen” die Zahl n
zuzuweisen.
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e Wir wiederholen das Miinz-Experiment dreimal. Die Menge der mogli-
chen Ergebnisse ist

G ={(K,K,K),(K,K,Z),(K,Z,K),(Z,K,K),
(K, Z,2),(Z,K,Z),(Z,Z,K),(Z,Z,7)}

Wir konnen diesen 8 Ergebnissen z.B. die Zufallsvariablen
3,2,2,2,1,1,1,0

zuweisen, also die Anzahl der Kopfe.

Nun kann man auch Funktionen Y = f(X) der Zufallsvariablen X unter-
suchen. Natiirlich ist Y wieder eine Zufallsvariable. Jedem Ereignis w wird
jetzt er Wert f(z) zugeordnet.

Ein grundlegendes Werkzeug, um Aussagen iiber Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen treffen zu konnen, ist die Mittelwertbildung.

Def. 2.2 (Mittelwert einer Zufallsvariablen) Man definiert als

MITTELWERT EINER DISKRETEN ZUFALLSVARIABLEN

(X):=) X(w) P, . (2.1)

weg

Bemerkungen:
a) Der MITTELWERT wird auch oft ERWARTUNGSWERT genannt.

b) In vielen Féllen ist der Wertebereich R der Zufallsvariablen X gleich
der typischen Gréfsen der Elementarereignisse. Z.B. wird dem Ereignis
wn: Der Wiirfel zeigt n Augen oft der Wert X (w,) = n zugewiesen.
Bezeichnet man nun das Ereignis w,, kurz mit n, dann wird aus Gl. (2.1)

(n) = Zn P, . (2.2)

neg

Wir werden im Folgenden diese Notation bevorzugen.
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¢) Der Mittelwert ist keine Zufallsvariable, sondern ein exakt definierter
Wert.

d) Die Mittelwertbildung ist eine lineare Operation, d.h.

(@ f+Bg)=alf)+5{g)
fiir Funktionen f(n), g(n) und Konstanten «, £.

Beweis:

(af+Bg)=> (af(n)+Bgn) P

—ay f(n) Pa+3Y ] g(n) P,
—a(f)+B8g) . (2:3)

e) Fiir eine Funktion Y = f(X) einer Zufallsvariablen ergibt sich

G =S fm) P (2.4)

neM
Hierfiir schreiben wir kurz (f) oder (f(n)).

f) Kontinuierliche Zufallsvariablen werden im Kapitel 9vorgestellt.

Beispiel: Beim einmaligen Wiirfeln sind die Elemantarereignisse die Au-
genzahlen n € {1,2,3,4,5,6}, die mit den Wahrscheinlichkeiten P, = §
auftreten. Die Zufallsvariable X habe die jeweilige Augenzahl als Wert. Der
Mittelwert ist dann (n) = 3.5. Die Funktion Y = f(X') weise jeder Augenzahl

n einen Gewinn f(n) zu. Der Mittelwert (f) ist dann der mittlere Gewinn.

Wabhrscheinlichkeitsverteilungen kann man nicht nur durch die Angabe der
Wahrscheinlichkeiten sondern auch durch andere Groéfen, wie z.B. die Mo-
mente charakterisieren. Momente sind als Mittelwerte bestimmter Zufallsva-
riablen definiert.

Def. 2.3 (i-tes Moment einer Zufallsvariablen) Den Mittelwert der
Funktion f(n) =n' bezeichnet man als

1-TES MOMENT EINER ZUFALLSVARIABLEN
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Bemerkung: Das erste Moment m; einer Verteilung ist offensichtlich der
Mittelwert (n) der Verteilung, das nullte Moment wegen der Normierung
moy = 1.

Def. 2.4 (i-tes zentrales Moment einer Zufallsvariablen) Den Mittel-
wert der Funktion f(n) = (n — (n))" bezeichnet man als

1-TES ZENTRALES MOMENT EINER ZUFALLSVARIABLEN

= ((An)) = (n— ())) . (2.6)

Das zweite Momente erhélt einen eigenen Namen: VARIANZ. Aus Gleichung (2.6)
erhdlt man mit der Eigenschaft (2.3)

((n—{m))*) = (n® =2 n (n) + (n)°)
= (n*) =2 (n) (n) + (n)"
= (n*) — (n)? : (2.7)

Def. 2.5 (Varianz) Das zweite zentrale Moment heifit auch

VARIANZ EINER ZUFALLSVARIABLEN

var(n) = 0% := <(An)2> = <(n — <n>)2> = <n2> — <n>2 ) (2.8)

Die Varianz ist also die mittlere quadratische Abweichung der Zufallsvaria-
blen vom Mittelwert. Um ein lineares Mafs zu bekommen, definiert man die

Def. 2.6 (Standardabweichung) Die Wurzel der Varianz nennt man

STANDARDABWEICHUNG

std(z) 1= 0 := /var(z) (2.9)
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Nehmen wir an, wir wollen durch wiederholtes Wiirfeln, den Mittelwert, der
bei einem symmetrischen Wiirfel 3.5 betrdgt, ermitteln. Dazu wiirfeln wir
N mal und erhalten eine Sequenz (Stichprobe) von Augenzahlen z;. Daraus
bilden wir das arithmetische Mittel (Stichprobenmittelwert)

Wie wir spéater noch eingehend besprechen werden, ist die Abweichung des
Stichprobenmittelwertes vom wahren Mittelwert

STANDARDFEHLER EINER STICHPROBE VOM UMFANG N

Standardfehler = — : (2.10)

SIE

2.2  Verteilungen mehrerer diskreter
Zufallsvariablen

Fiir die néchsten Definitionen soll uns folgendes Beispiel leiten: In einer Firma
ist das Gewicht und die Gréfe der Angestellten bestimmt worden. Folgen-
de Tabelle zeigt die Anzahl der Personen mit entsprechendem Gewicht und
Grofe.

kg\m [ 1.6 [ 1.7 [ 1.8 ] # |
60 [3[3]1]7
0 o5 |6 |11
80 [ 14712

L4 4 f12]14]30]

Die Grossenangaben sind als Intervalle der Lange 0.1, die bei den angege-
benen Werten zentriert sind, zu verstehend. Entsprechend stehen die Ge-
wichtsangaben fiir zentrierte Intervalle der Liange 10. Es gibt also z.B. 5
Personen, deren Grosse zwischen 1.65m und 1.75m liegt und deren Gewicht
aus dem Intervall (65kg, 75kg] ist. Ganz rechts bzw. unten steht die Summe
der entsprechenden Zeile bzw. Spalte. Insgesamt sind also 30 Leute vermes-
sen worden. Den Zeilen kann man eine Zufallsvariable Masse m mit dem
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Wertebereich {60,70,80} den Spalten eine Zufallsvariable Hohe h mit dem
Wertebereich {1.6,1.7,1.8} zuweisen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufil-
lig ausgewéhlter Angestellter dieser Firma z.B. 61 kg grof und 1.73 m schwer
ist, ist P = %. Man kann also jedem Eintrag die relative H&ufigkeit als
Wahrscheinlichkeit P,,,;, zuweisen.

Def. 2.7 (marginale Verteilung) Seien P, . ., die Wahrscheinlichkei-
ten von Elementarereignissen, die durch die Angabe des N -Tupels von Eigen-
schaften nq,...,nyn eindeutig bestimmt sind. Man nennt folgende Verteilung

MARGINALE VERTEILUNG ODER RANDVERTEILUNG

Pnl ----- nj = Zzpnl ..... ny (211)

der ersten j FEigenschaften. Entsprechend definiert man Randverteilungen
beziiglich einer anderen Auswahl von Eigenschaften.

Beispiel: In unserem Beispiel kann man sich die Randverteilungen P, =
> P ;md Pn=>, P;nh anschauen. Fir erstere erhalt man P,_ ¢ = %,
Pho17 = 5 und P18 = 15"
Analog zu Gleichungen (2.4), (2.5) bzw (2.6) definieren wir den Mittelwert,
die Momente bzw. die zentralen Momente fiir Funktionen mehrerer Zufalls-
variablen.

Def. 2.8 (Mittelwert mehrerer diskreter Zufallsvariablen) Gegeben
seten N Zufallsvariablen Xy, ..., Xy mit Wertebereichen ny € My, ...,
ny € My und eine Funktion Y = f(Xy,..., Xn). Dann ist der

MITTELWERT EINER FUNKTION
MEHRERER DISKRETER ZUFALLSVARIABLEN

(f (X0, Xn) =) ) fni,-onn) Poy ooy (2.12)
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Beispiel: Der Body Mass Index ist definiert durch BM [ = M.
(Grofe in m)
Der mittlere Body Mass Index der Firmenangestellten ist durch den Mittel-

wert der Funktion f(m,h) = 75 gegeben. Wir erhalten (f) = 23.9.

Def. 2.9 (Mittelwert der i-ten Zufallsvariablen) Den Mittelwert der
Funktion f(ny,...,ny) = n; bezeichnet man als

MITTEIWERT DER ¢-TEN ZUFALLSVARIABLEN

m; = (n;) (2.13)

Def. 2.10 (Kovarianz) FEs seien zwei Zufallsvariablen n und m gegeben.
Die Kovarianz dieser Zufallsvariablen ist dann:

KOVARIANZ ZWEIER ZUFALLSVARIABLEN

cov(n,m) := {(ni = (n)) (m; = (my))) = (ni my) — (nz){m;) (2.14)

Paaren sich Werte n; > (n;) hauptsichlich mit Werten m; > (m;), dann ist
die Kovarianz positiv. Treten andererseits Werte n; > (n;) vorziiglich mit
Werten m; < (m;), auf ist sie negativ. Lésst sich aus der relativen Lage
von n; beziiglich (n;) nicht auf die Lage von m; beziiglich (m;) schliefen,
ist die Kovarianz Null. Somit ist die Kovarianz ein Maf fiir die gegenseitige
Abhéngigkeit der Zufallsvariablen.

Beispiel: Die Kovarianz zwischen Masse und Grofe der Firmenangestellten
ergibt cov(m,h) = 0.21kgm. Das heift, eine grofere Masse bedeutet im

Mittel, dass die entsprechende Person grofser ist.

Haufig ,spiliren” die einzelnen Zufallsvariablen nichts von einander. Solche
Verteilungen zeichnen sich durch eine einfache Struktur aus.
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Def. 2.11 (unabhiingige Zufallsvariablen) Ldsst sich die Verteilung meh-
rerer Zufallsvariablen als Produkt ihrer marginalen Verteilungen schreiben,
nennt man sie

UNABHANGIGE ZUFALLSVARIABLEN

Pnl,nz ..... nN — H Pnl . (215)

Bemerkung: Die Kovarianz unabhéangiger Zufallsvariablen ist Null.
Beweis:

COV(TLZ‘,TL]‘) = ((n; — <n7>)(ng - <”J>)>

ni nyN
= (= (i) Pu > ;= )Py > ] P
\nz - | n;j g | nl;énv:lN il
((ni—(ni)))=0 (nj—(nj))y=0 7™ .
e
=0
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Kapitel 3

Einfihrung in die Kombinatorik

Damit wir auch konkret etwas rechnen konnen, ben6tigen wir einige Grund-
lagen der Kombinatorik.

3.1 Vorbemerkungen

Def. 3.1 (Paare) Zwischen m Elementen ay,as, ..., a, vom Typ a und n
Elementen by, by, ..., b, vom Typ b sollen alle méglichen unterschiedlichen
Paare (a;, by,) gebildet werden.

ANZAHL DER PAARE

Np=nxm (31)

‘Cﬂ QU > W N
AA/S/-\A/—\
[\
S
[y
—

Tabelle 3.1: Paare der Elemente a1, as und by, by, b3

Beweis: Es gibt m Moglichkeiten ein Element vom Typ a auszuwédhlen und
zu jeder Wahl a; gibt es n Mdglichkeiten fiir b.
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Beispiel: Bridge Karten. Als Menge von Elementen betrachten wir die 4 Far-
ben und die 13 Bilder. Jede Karte ist durch das Paar (Farbe, Bild) definiert.
Demnach gibt es 4 x 13 = 52 Karten.

Def. 3.2 (Multiplets) Gegeben seien ny Elemente ay,as, ..., a,, vom Typ
a, ng Elemente by, bo, ..., by, vom Typ b, und so weiter bis zu n, Elementen
x1,%2, ..., Ty, vom Typ z. Es sollen alle Multiplets (r-Tupel, die von jedem
Typ je ein Element enthalten) (aj,, bj,, ..., ;) gebildet werden.

ANZAHL DER MULTIPLETS

NM:nl*nz*...*nT:Hni (3.2)
i=1

Beweis: Fiir r = 2 reduziert sich die Behauptung auf Paarungen und stimmt
somit. Fiir » = 3 betrachten wir die n; * ny Elemente der Paare (a;,b;) als
Elemente w;, [ =1,2,...,n; * ny einer neuen Menge. Jedes Tripel (a;, b;, ¢x)
kann dann als Paar (uy, ¢) aufgefasst werden. Dafiir gibt es nun ny * ng * ng
Moglichkeiten. Wenn man durch Induktion weiter macht, erhalt man die
Behauptung fiir beliebiges 7.

— = =
LS ©00 10 Uk Wi~

Tabelle 3.2: Multiplets der Elemente aq, as, by, bs, b3 und ¢y, cs.

Beispiel: TEILCHEN AUF ZELLEN VERTEILEN lauft darauf hinaus, fiir jedes
Teilchen eine Zelle auszusuchen. Es gebe r Teilchen und n Zellen. Fiir jedes
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Teilchen gibt es n unabhingige Mdoglichkeiten. Somit gibt es insgesamt n
n#...*%n =n" Multiplets (Verteilungen der Teilchen auf die Zellen).

Das Beispiel wird spéter in der statistischen Physik wichtig. Man kann das
Beispiel auch direkt auf Wiirfel iibertragen. Wir identifizieren hierzu die
n = 6 Augenzahlen mit den Zellen. Der Wiirfel werde r-mal geworfen (ent-
spricht der Zahl der Teilchen). Es gibt somit 6" mogliche Ergebnisse (Sequen-
zen). Hiervon erfiillen 5" die Bedingung, dass keine 6 vorkommt. Wenn alle
Ergebnisse gleich-wahrscheinlich sind, ist die klassische Wahrscheinlichkeit,
bei 6 Wiirfen nicht die Augenzahl 6 zu erhalten P(keine 6) = 2—2, bzw. das
komplementére Ereignis, bei 6 Wiirfen mindestens eine 6 zu erhalten, hat die
Wahrscheinlichkeit P(Augenzahl—6 bei 6 Wiirfen) = 1 — g—i = 0.6651 < 2/3.
Entgegen der naiven Vorstellung reicht es offensichtlich bei 6 Mdoglichkeiten
nicht aus 6-mal zu wiirfeln, um jedes Ergebnis zu finden.

Wir stellen nun die Frage, wie oft muss man dann wiirfeln, damit diese Wahr-
scheinlichkeit grofer als 0.9 ist?

5
1— (3% >0.9
(5)

(%)R <01
In(5/6) R < In(0.1)
R > In(0.1)/ In(5/6)

R>13

Man benoétigt also mindestens doppelt soviele Versuche, wie es Méglichkeiten
gibt. Das gilt qualitativ fiir eine beliebige Zahl von Alternativen n > 3.

Die Zahl der Zellen n und die der Teilchen r seinen beliebig. Die Wahrschein-
lichkeit, dass eine ausgewihlte Zelle i leer bleibt, ldsst sich anndhern durch

1\’ 1\’ -
P(Zelle i leer) = (n ) = (1 — —) = ¢"0=7) = g/HOMTE) oy g/
n n

3.2 Geordnete Stichproben

Wir betrachten eine Menge von n Elementen ay, as, ..., a,, die wir in diesem
Zusammenhang POPULATION nennen. Aus dieser Population werden Stich-
proben vom Umfang r ausgewihlt a;,,a;,,...,a;,. Da es uns auf die Reihen-
folge der Elemente ankommt, nennen wir sie GEORDNETE STICHPROBE!.
Es gibt zwei Moglichkeiten.

!Das soll gerade nicht bedeuten, dass die Elemente nach irgendeinem Kriterium geord-
net werden!
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a) Die Elemente werden aus der Population kopiert. Da diese Uberlegun-
gen auf Urnen-Experimente zuriickgehen, nennt man das AUSWAHLEN
MIT ZURUCKLEGEN.

b) Die Elemente werden aus der Population herausgenommen. Diese Al-
ternative nennt man entsprechend AUSWAHLEN OHNE ZURUCKLEGEN.
In diesem Fall kann der Umfang der Stichproben r natiirlich nicht gro-
Ker sein als die Grofke der Population. Man nennt diese Variante auch
VARIATION VON n ELEMENTEN ZUR 7-TEN KLASSE.

Mit Zuriicklegen Ohne Zuriicklegen

1 (CLl, al) 1 (al, CLQ)
2 (abaz) 2 (al,as)
3 (al, ag) 3 (&2, CL1>
4| (ag,aq) 4| (ag,as)
5 (CLQ, CLQ) 5 (CL3, CL1)
6 (CLQ, CL3) 6 (ag, CLQ)
71 (as,ay)

8 (CL37 ag)

9 (ag, a3)

Tabelle 3.3: Geordnete Stichproben vom Umfang 2 aus der Population
aiy, az, as.

Bei der Auswahl mit Zuriicklegen gibt es fiir jedes Element der Stichprobe
n Moglichkeiten aus der Population auszuwihlen und somit insgesamt n'.
Ohne Zuriicklegen gibt es fiir das erste Element n Moglichkeiten, danach fiir
das zweite Element nur noch n — 1, da bereits ein Element in der Population
fehlt, usw. bis zum r-ten Element, fiir das es nur noch n —r+1 Moglichkeiten
gibt.
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ZAHL DER GEORDNETEN STICHPROBEN VOM UMFANG 1
AUS EINER POPULATION DER GROSSE n

Ngy =n" mit Zuriicklegen
(3.3a)
!
Nog=n(n—-1)(n—-2)---(n—r+1)= 0 ﬁ.r)' ohne Zuriicklegen

(3.3b)

Ein Spezialfall einer Stichprobe ohne Zuriicklegen stellt r = n dar. In die-
sem Fall stellt die Stichprobe eine méogliche Anordnung (PERMUTATION) der
Elemente der Population dar.

ZAHL DER PERMUTATIONEN

Nperm = n! (3.4)

O Ok W N~
AA/SA/—\/—\
) )

<
[
2
— —

Tabelle 3.4: Permutationen der Elemente der Population a4, as, as.

3.2.1 Beispiele

Wir nehmen eine Stichprobe vom Umfang r mit Zuriicklegen aus einer Popu-
lation der Gréfe n. Wie grof ist Wahrscheinlichkeit, dass kein Element in der
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Stichprobe doppelt vorkommt. Das heifst, die Stichprobe hétte auch ohne Zu-
riicklegen erzeugt worden sein konnen. Geméaf Gl. (3.3a) gibt es n” geordnete
Stichproben mit Zuriicklegen. Die Zahl der Variationen von n Elementen zur
Klasse r ist n!/(n —r)!, das ist genau die Zahl der Arrangements von r Ele-
menten aus einer Population der Grofse n, bei denen keine Elemente doppelt
vorkommen, bzw. die Zahl der geordneten Stichproben ohne Zuriicklegen.

Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass in der Stichprobe kein Element doppelt

vorkommt ‘ N
n:

Es gibt verschiedene interessante Interpretationen dieses Ergebnisses:

a) Es gibt n = 10 Ziffern (0,1,...,9). Wir nehmen einmal an, dass die
letzten Ziffern von Zahlen in grofen mathematischen Tabellen ,zufilligen”
Charakter haben. Wir nehmen eine sehr lange Dezimalzahl und analysieren
die Nachkommastellen. Wir betrachten die letzten 5 Ziffern von Dezimal-
zahlen, d.h. die Stichprobe hat den Umfang r = 5. Geméf Gl. (3.5) ist die
Wahrscheinlichkeit, dass in den 5-er Blocken keine Ziffer doppelt vorkommt,
P = 15—0!!10_5 = 0.3024. Es wurde ein Experiment durchgefiihrt, bei dem in Ta-
bellenwerken mit 16-stelligen Zahlenangaben die letzten 5 Ziffern der Eintra-
ge auf doppelte Ziffern untersucht wurden. Dazu wurden 12 Pakete mit je 100
Zahlen untersucht und ausgewertet in wievielen keine Ziffern doppelt sind. Es
ergaben die 12 Pakete die Anzahlen: 30,27, 30, 34, 26, 32, 37, 36, 26, 31, 36, 32.
Das arithmetische Mittel der Hiufigkeit ist 0.31 in verbliiffender Uberein-
stimmung mit dem obigen Ergebnisse. Allerdings ist es eine Aufgabe der
induktiven Logik festzustellen, ob aus dieser ,Vorwirtsrechnung” geschlossen
werden kann, dass die Ziffern in Tabellen wirklich zufillig sind.

b) Wenn n Kugeln zufillig auf n Zellen verteilt werden, ist die Wahrschein-
lichkeit, dass jede Zelle genau eine Kugel enthélt P = n!/n" (entspricht r = n
im obigen Beispiel). Fiir n = 6 ist die Wahrscheinlichkeit 0.015. Das ist z.B.
die Wahrscheinlichkeit, dass beim Wiirfeln nach 6 Wiirfen jede Ziffer genau
einmal vorkommt. Der sehr kleine Zahlenwert von 0.015 offenbart einen un-
erwarteten Aspekt ,zufilliger” Ereignisse.

3.3 Unterpopulationen und Partitionierungen

Wie zuvor betrachten wir Populationen der Grofe n. Wie nennen zwei Po-
pulationen ungleich, wenn es mindestens ein Element einer Population in der
anderen nicht gibt. Wir betrachten eine Unterpopulation der Grofe r einer
gegebenen Population. Da es auf die Reihenfolge nicht ankommt ist
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ZAHL DER UNTERPOPULATIONEN DER GROSSE 7
EINER POPULATION DER GROSSE n

n n! .
N(r|n) = (r) = P ohne Zuriicklegen (3.6a)
-1
N (” T ) mit Zurficklegen (3.6b)
r

Man nennt das auch die Zahl der Kombinationen von n Elementen zu Grup-
pen der Grofe r. Der Beweis fiir Gl. (3.6a) (der fiir GL. (3.6b) wird im
Abschnitt 3.4 nachgereicht) folgt aus der Zahl der geordneten Stichproben
ohne Zuriicklegen vom Umfang r aus Populationen der Grofse n. Die Zahl der
geordnete Stichproben ist nach Gl. (3.3b) Ng7 = Bei den r Elementen
der Stichprobe kommt es uns aber nun nicht mehr aut) die Reihenfolge an. Da
es ! mogliche Permutationen gibt, folgt somit Gl. (3.6a). Mit anderen Wor-
ten, es gibt (:) Teilmengen mit r» Elementen einer Menge mit n Elementen.
Es gibt natiirlich genauso viele Unterpopulationen der Groke r wie solche der

1| (a1, az)
(a1, a3)
3| (as,as)

Tabelle 3.5: Unterpopulationen der Grofse 2 aus der Population aq, as, as.

()=("%)

Es ist sinnvoll zu definieren

(n)zl, =1 und(n>:0ﬁirr>n
0 r

Def. 3.3 (Binomial-Koeffizienten) Die Grifien

(7

werden Binomial-Koeffizienten genannt.

Groke n —r
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Gegeben seinen n Kugeln, davon seien n; blau und ny = n —ny rot. Wieviele
unterschiedliche Farbsequenzen gibt es? Die Antwort lautet

n
NSequenzen = ( )
n1

Der Beweis ist wie folgt: Eine Farbsequenz ist dadurch gekennzeichnet, dass
man angibt, an welcher Position sich die blauen Kugeln befinden. Aus den n
Positionen (Population) werden n; ausgewéhlt.

BINOMISCHER SATZ

(a+b)" = Z (’;) Ayt (3.7)

r=0

Beweis: Wenn man die linke Seite explizit ausmultipliziert erhédlt man Sum-
men von Produkten von Faktoren a und b in allen moglichen Sequenzen, die
insgesamt immer n Faktoren enthalten, z.B.

aababbbab ... q

n Faktoren

Zu fester Anzahl r der Faktoren a gibt es (Z) unterschiedliche Sequenzen,
die — da es auf die Reihenfolge nicht ankommt — alle denselben Wert a"b™~"
beitragen.

Eine Anwendung des Binomischen Satzes ist die BINOMIALVERTEILUNG. Wir
fithren ein Zufalls-Experiment durch, bei dem es nur zwei mogliche Ausgénge
gibt, z.B: rote/blaue Kugel, Kopf/Zahl, defekt/intakt, etc. Wird ein solches
Experiment wiederholt durchgefiihrt, spricht man von einem BERNOULLI-
VERSUCH. Die Wahrscheinlichkeit fiir die erste Alternative sei p, und die
Wahrscheinlichkeit fiir die zweite Alternative ist dann ¢ = 1 — p. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass bei einer Stichprobe vom Umfang n die erste Alternative
r-mal erscheint, ist unter Beriicksichtigung der Reihenfolge p"¢"~". Die Wahr-
scheinlichkeit ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge ist, da es (:f) moglicher
Sequenzen zu festem r gibt,
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BINOMIAL-VERTEILUNG

P(rln,p) = (Z)pr(l —p)" (3.8a)
(r)=mnp (3.8b)
var(r) =np (1 —p) 3.8¢

Die richtige Normierung der Wahrscheinlichkeit auf eins folgt aus dem Bino-
mischen Satz

Es wurde ausgenutzt, dass p + ¢ = 1.

Beweis:
=3 () e = e
- (n—1)! r—1 n—1)—(r—1
I R v (s vy R
- kz—% k! ((E”Ln—_ll))'— RS p)H
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r=0 r r=0 r! (n - T)'
- (n—1)! r—1 n—1)—(r—1
ED D vy (e e T A
= (n—1)!

var(r) = <7"2> — <7">2

=np(l—p)

Wir erweitern diese Uberlegungen auf mehr als zwei alternative Ausginge
des Experiments. Es seien ganze Zahlen ny, ns, ..., n; mit Zle = n gegeben.
Die Zahl der moglichen Aufteilung (PARTITIONIERUNG) der Population auf &
Unterpopulationen von denen die erste ny Elemente, die zweite ny Elemente,
etc. hat, ist

MULTINOMIAL-KOEFFIZIENTEN

n!

N({niin, k) = ( {jji}) - (39)

1=

Beweis: Wir nummerieren die Elemente so durch, dass die Elemente der
Unterpopulationen aufeinanderfolgende Nummern haben. Elemente der Un-
terpopulationen eins haben die Nummern 1,2, ...n4, die zweite Unterpopu-
lation hat die Nummern ny + 1,17, + 2,...1n1 4+ ng, etc. bis zur k-ten Un-
terpopulation mit den Nummern ny,_1 +1,n,_1 +2,...,n. Wir erzeugen alle
Partitionierungen, indem wir die Elemente auf die Positionen 1...n verteilen
(permutieren). Es gibt n! Permutationen. Permutationen, bei denen nur die
Elemente in den Unterpopulationen permutiert werden, beschreiben dieselbe
Partitionierung. Daraus folgt, dass bei den n! Permutationen von jeder Un-
terpopulation ein Faktor n,! (o = 1,2, ... k) zu viel vorkommt. Damit haben
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wir den Beweis fiir Gl. (3.9) erbracht.

Die Binomial-Koeffizienten stellen den Spezialfall £ = 2 dar, N(r|n) =
N{r,n—r}n,2).

Die Verallgemeinerung des Binomischen Satzes ergibt

e~

- n
(al tay ..+ ak:)n _ Z <{n}) a?lagﬁ .. .aZ’“ . (3.10)

ni,ng,...,nE=0

Hierbei soll die Tilde andeuten, dass nur solche Zahlen {n;} erlaubt sind,
die in der Summe n ergeben. Der Beweis ist analog zu dem des Binomischen
Satzes.

Genauso konnen wir die Binomial-Verteilung verallgemeinern

MULTINOMIAL-VERTEILUNG

P({ni}n, k) = ({ZQ Zlipi“ (3.11a)

(ni) =np; (3.11b)
var(n;) =n p; (1 — p;) (3.11¢)
cov(ni, nj) = —n p; pj; Vi#y ) (3.11d)

Die Multinomial-Verteilung gibt die Wahrscheinlichkeit an, von n Teilchen n,,
in Zelle o anzutreffen, wenn p,, die Prior-Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen
in Zelle o anzutreffen. Wenn alle Zellen gleich-wahrscheinlich sind, ist p, =
1/k.

Aus Gl. (3.10) folgt unmittelbar, dass die Multinomial-Verteilung auf eins
normiert ist.

> ptntnti = Y ()T = Gty = 1.

ni,nz,...,np=0 ni,ng,...,nE=0

Beweis: Fiir den Beweis der oben angegebenen Gleichungen verwenden wir
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einen Trick, der in der Wahrscheinlichkeitsrechnung oft verwendet wird.

—~—

o= 3 o) "

ni,ng,...,np=0

P

T3P () Hp

n1,m2,...,n=0

—p (p1+p2+t... +pp)"
= Di ap, pP1 T P2t ... T Dk
—pin(pr+pat .. +p)"

- i
g
=1

=np

Analog verfdhrt man fiir (n; n;):

P
n

(ninj) = Y miny <{n7:1}> llip}”

ni,nz,...,np=0

P

o 0 0 n o\ o
=p; — P;i — n;
o M op, 2 ({nm}) le

ni,nz,...,np=0

=pi = Dj =— (1 +p2+ ... +pp)"
apz Japj( )

—p L n(pr+pe+...+pe)"
—Pzap Dby pP1r P2+ ... TPk

%

= D [51']'” (pr+p2t...+pp)""

+pin(n—1)(pr+pet...+pp)" >
=p; (nd;;+n (n—1)p;)

cov(ng,ny) = (ni ny) — (ng)(ny)
=np; 0i; +n° p; pj — n P pj — n° P; P,
=npi (0ij — D)

var(n;) = cov(ng,n;) =np; (1 —p;)
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3.3.1 Vollstandige Paarungen einer Population

Ausgehend von einer Population mit N = 2m Elementen fragen wir nach der
Zahl der vollstandigen Paarungen (Kontraktionen).
Beispiel: Population aq, as, as, ay hat die 3 vollstdndigen Paarungen

1| (ay,a9)(as, aq)
2| (a1, a3)(az, ay)
3| (a1, a4)(az,as)

Zur Erzeugung aller vollstindigen Paarungen (Kontraktionen) reihen wir die
Plétze der Paare hintereinander. An Positionen 1 und 2 steht das erste Paar,
an Position 3 und 4 das zweite Paar, und so weiter bis zu den Positionen 2m—
1 und 2m fiir das m-te Paar. Es gibt (2m)! Permutationen der Elemente der
Population auf die Positionen. Da es auf die Reihenfolge innerhalb der Paare
nicht ankommt, wird hierbei ein Faktor 2 bei jedem Paar zu viel gezéahlt. Das
ergibt insgesamt einen Faktor 2™. Dariiber hinaus kommt es uns auch nicht
auf die Reihenfolge der Paare an, d.h. (ay,as)(as,as) beschreibt dieselben
Kontraktionen wie (a3, a4)(aq,as). Bei m Paaren ist in allen Permutationen
ein Faktor m! zu viel enthalten. Damit ist die Anzahl der Kontraktionen

(2m)! (2m)! (2m)!

N = gt = 2m]2(m — D]2(m —2)]--- 2]  [2m][2m — 2]2m — 4] - - [2]

_ [2m)(2m — 1)[2m — 2](2m — 3) --- (3)[2](1)
2ml2m — 2[2m — 4] -+ 2]

=1-3:5-...-(2m—1)=(2m— 1!

ZAHL DER VOLLSTANDIGEN PAARUNGEN VON N = 2m ELEMENTEN

Nk = (N — 1) (3.12)

3.3.2 Beispiel: der Random-Walk

In einem schief gestellten Brett befinden sich Négel an regelméfigen Positio-
nen, wie in Abbildung 3.1 dargestellt. Kugeln fallen durch den eingezeichne-
ten Schacht auf den oberen Nagel. Mit gleicher Wahrscheinlichkeit sollen die
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Kugeln entweder nach links oder rechts abgelenkt werden. Daraufhin tref-
fen sie auf einen der Négel in der zweiten Reihe. Auch hier werden sie mit
gleicher Wahrscheinlichkeit nach links oder rechts abgelenkt. Uns interessiert
nun, mit welcher Haufigkeit die Kugeln in die Zellen am unteren Rand des
Pinball-Brettes fallen. Wir konnen das Problem wie folgt analysieren. Vor
dem ersten Schritt ist die Kugel an der Position x = 0. Nach dem ersten
Schritt wird die Kugel eine der beiden Positionen x = +1 annehmen. Allge-
mein befindet sich die Kugel nach dem i-ten Schritt an der Position x; und
kann diese im néchsten Schritt um Az = +1 dndern. Es handelt sich hier
also um einen wiederholten Versuch, bei dem mit gleicher Wahrscheinlichkeit
eines von zwei Ereignisse (Ax = +1) eintritt. Nach n Schritten sei Az = +1
mit der Hiufigkeit & vorgekommen?. Dementsprechend ist Az = —1 mit der
Héaufigkeit n — k aufgetreten und die Kugel hat die Position

zo(k)=(+1)-k+(=1)-(n—k)=2k—n

erreicht. Im folgenden werden wir zunéchst eine beliebige Wahrscheinlich-
keit p fiir die Ablenkung nach rechts und ¢ = 1 — p fiir die Ablenkung
nach links annehmen. Das heifst, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich die
Kugel nach n Schritten am Platz x, (k) befindet, entspricht der Wahrschein-
lichkeit fir £ = (x,(k) + n)/2 (wenn n gerade/ungerade muss auch z,(k)
gerade/ungerade sein)

T, +n

P(zp|n,p) = Pk=

_ N\ &k nk
- (k)pq

Der Binomial-Koeffizient (Z) gibt an, wieviele Méglichkeiten es gibt, dass eine
Kugel im n-ten Schritt den Nagel am Platz i = x,,(k) erreicht. Wir erkennen
an der Formel oder anhand der Abbildung (3.1), dass die Plitze im n-ten
Schritt die Werte ¢ = —n, —n + 2, ..., n annehmen koénnen.

Um im n-ten Schritt zum Platz ¢ zu gelangen, muss die Kugel zuvor am Platz
t—1 oder ¢+ 1 gewesen sein. Die Zahl der Moglichkeiten N; ,,, mit n Schritten
an den Platz ¢ zu gelangen, ist also die Summe der Moglichkeiten in (n — 1)
Schritten an die Pldtze ¢ — 1 oder ¢ + 1 zu gelangen. Am Rand fehlt jeweils
ein Nachbar und die zugehorige Zahl der Moglichkeiten ist dort Null

In,p)

(3.13)

S W )
k= 2

Nin=0 fir |i| >n

Beginnt man mit dem obersten Nadel (Nyo = 1) und bestimmt iterativ die
Zahl der Moglichkeit N;,, aus der Formel

Nipn = Ni—in—1+ Nigin-1; firi=-n,—n+2,...,n

2Natiirlich gilt 0 < k < n.
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so erhilt man die in in Abb. (3.1-b) dargestellten Binomial-Koeffizienten.
Man nennt das Gebilde auch PASCALSCHES DREIECK. Die Haufigkeitsver-
teilung der Kugeln in der n-ten Reihe des Pinball-Brettes entspricht demnach
den Binomial-Koeffizienten.

13 3 1

1 4 6 4 1
1 51010 5 1
161520156 1

1] 721]35]35]21| 7] 1]

Abbildung 3.1: a) Pinball, b) Pascalsches Dreieck

Als Verallgemeinerung konnten wir die Anordnung dadurch verkomplizieren,
dass wir die Wahrscheinlichkeit p/q fiir eine Ablenkung nach rechts/links
vom Ort (n,i) abhingig machen. Auferdem konnten wir noch einfiihren,
dass es Niagel gibt, die nicht nur in die nachsten-Nachbar-Platze ,streuen”,
sondern auch weiter reichende Steuprozesse beschreiben. Schlieflich kénnen
wir auch mehrere Kugeln gleichzeitig auf die Reise schicken, die sich ge-
genseitig behindern. Dieses Modell dhnelt dann den Problemen, die bei der
Pfadintegral-Behandlung von Vielteilchen-Problem in der Festkorperphysik
auftreten.

Wir wissen nun, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich die Kugel nach
n Schritten an der Position x,, befindet, durch Gl. (3.13) gegeben ist. Hieraus
konnen wir ermitteln, wo sich die Kugeln im Mittel befinden werden und wie
weit die Positionen der einzelnen Kugeln von diesem Wert abweichen kénnen.
Zur Berechnung, wo sich die Kugeln im Mittel befinden werden und welche
Abweichungen hiervon zu erwarten sind, bendtigen wir (x¥) fir v = 1,2

(z) = Zn: (wn(k))” (Z)p’“q”’“



Das heifét

u n - n
(@) = 2) k <k)1fq”k—vz§£: (k)zfq”k
k=0 k=0

(& J/
~ ~

(k) 1

= 2(k) —n

(z?) = 4(k*) —4n (k) +n?

(k) und (k*) sind nach GIl. (3.8b) und Gl. (3.8¢) (k) = n p und (k?) =
var(k)4(k)* = n p (1—p)+(n p)?. Damit lautet der gesuchte Erwartungswert
der Position

(xy=2pn—m=Q2p—1)n

Es ist sinnvoll die Definition

p=3(+e) = a=(-p =10

einzufithren. Damit lautet

Weiter erhalten wir
(z*) = dnpq+ 4(np)* — 4nnp + n’
= n(l—v*)+n® (4p* —4p+1)
= n(l—0v*)+n?2p—1)°

= n(l—v?) +n*0?

var(z) = () — () = n(1 —v?) : (3.14)

Das heifst, der Schwerpunkt der Wahrscheinlichkeitsverteilung ,driftet” mit
v n. Identifiziert man n mit der Zeit ¢, kann man diesen Vorgang physika-
lisch interpretieren: der Schwerpunkt bewegt sich gleichférmig xg = v t. Die
Schwerpunktsgeschwindigkeit (Drift-Geschwindigkeit) ist durch

v=p—gq
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gegeben. Die Breite B der Verteilung wird durch std(z) = /var(z) wieder-
gegeben und ist

B=+/n(1-0v?) (:\/W)

Die Breite nimmt durch Diffusion proportional zu v/t zu. Die Diffusionsge-
schwindigkeit nimmt mit abnehmender Driftgeschwindigkeit zu und ist ma-
ximal fiir v = 0.

3.3.3 Beispiel: Korrektur bei der Informationsiibertra-
gung

Die Ubertragung von Daten (Bits) sei aufgrund von zufilligen Ereignis-
sen fehlerbehaftet. Dies ist insbesondere in Verbindung mit Quantencom-
putern interessant. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bit (0/1) korrekt iiber-
tragen wird, sei p > 1/2. Um Unsicherheiten zu eliminieren, wird die Bit-
Ubertragung n-mal wiederholt und die sogenannte MAJORITATSREGEL ver-
wendet. Sie besagt, dass das zu bestimmende Bit den Wert 0 oder 1 erhélt,
je nachdem, welcher Wert hiufiger vorkommt. Um eine Patt-Situation aus-
zuschliefsen, betrachten wir nur ungeradzahlige n.

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit P(Bit korrekt|p, n) bestimmen, dass der so
ermittelte Bit-Wert korrekt ist. Um sagen zu kénnen, ob die Majoritatsregel
den richtigen Wert liefert, miissen wir die Zahl m der korrekt iibertragenen
Bits iiber die Marginalisierungsregel einfiihren

P(Bit korrekt|p,n) = Z P(Bit korrekt, m|p,n)

m=0
n

= P(Bit korrekt|m,p,n) P(m|p,n)

m=0

Die beiden Faktoren sind nun bekannt. Der zweite Faktor ist die Binomial-
Verteilung und der erste Faktor ist gemaf der Majoritéitsregel

1 fii]fmZ"TJrl

P(Bit korrekt|m,p,n) = {
0 sonst
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Abbildung 3.2: Bit-Ubertragung mit dem Majorititsverfahren.

Linke Abbildung: Wahrscheinlichkeit fir korrekte Ubertragung als Funktion
der Wiederholungen n fir verschiedene Einzelwahrscheinlichkeiten p. Die
Kreise stehen fiir die Ergebnisse mit der de-Moivreschen Integralformel.
Rechte Abbildung: Bendtigte Zahl der Wiederholungen als Funktion von p
fiir unterschiedliche Zuverldissigkeiten P > P*, die beim Majoritdtsverfahren
erzielt werden sollen.

Somit gilt

Z P(Bit korrekt, m|p,n) = Z (n) p" (1—p) ™

m

/OO e Ay =

_ n(p—1/2)
np(1 —p)

m=0 m=ntl
2

IS

vl
3

(1 — erf(

))

N | —
Sl=

mit

Im letzten Schritt wurde die de-Moivresche Integralformel verwendet, die im
néchsten Kapitel (Abschnitt 4.2) vorgestellt wird.

In Abbildung 3.2 ist diese Wahrscheinlichkeit iiber der Zahl n der fiir die
Majoritatsregel verwendeten Bits fiir verschiedene Werte der Wahrschein-
lichkeit p aufgetragen. Je groker p ist, desto schneller konvergiert die Treffer-
Wahrscheinlichkeit der Majoritatsregel gegen Eins. Es ist umgekehrt interes-
sant sich zu iiberlegen, welchen Wert n annehmen muss, damit die Treffer-
Wahrscheinlichkeit eine vorgegebene Schwelle iiberschreitet. In Abbildung 3.2
sind die Ergebnisse fiir die Schwellwerte P > 0.8, P > 0.9 und P > 0.99 als
Funktion von p aufgetragen.
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3.4 Anwendung auf Besetzungszahl-Probleme

a) In vielen Anwendungen, insbesondere in der Statistischen Physik, hat man
es mit einer Art von Problemen zu tun, bei denen identische Objekte (Teil-
chen/Kugeln) auf Zellen verteilt werden, wobei es nur auf die Besetzungs-
zahlen der Zellen ankommt und nicht auf die beteiligten ’Individuen’. Diese
Situation liegt auch bei statistischen Untersuchungen von Verkehrsunféllen,
Geburtstagen, etc. vor. Die Aufgabe impliziert wieder, dass Kugeln /Teilchen
auf Zellen verteilt werden. Die Reihenfolge, in der die Kugeln in die Zellen
eintreffen ist hierbei jedoch irrelevant. Wir fithren hierzu die BESETZUNGS-
ZAHLEN {n;} = {ny,ng,...,ng} ein, wobei n; angibt, wieviele Teilchen sich
in der Zelle ¢ befinden. Die Gesamtzahl der Teilchen ist fixiert

 mi=N . (3.15)

Mit identischen Teilchen sind zwei Verteilungen nur dann unterschiedlich,
wenn sich die k-Tupel {n;} der Besetzungszahlen unterscheiden. Die Zahl
der unterscheidbaren Verteilungen von N identischen Teilchen auf k Zellen?

ist
N+k—-1 N+k-1
AN,k—< N )—( Eo 1 ) (3.16)

Beweis: Wir stellen die Teilchen durch Kreise () und die Begrenzungen der
Zellen durch senkrechte Striche | dar. Zum Beispiel besagt die Darstellung

HOOO' ’OO‘O'OOOOH :

dass wir insgesamt N = 10 Teilchen auf k£ = 5 Zellen mit den Besetzungs-
zahlen 3,0, 2, 1,4 verteilt haben. Die duferen Begrenzungen || kénnen hierbei
nicht verdndert werden. Wir erhalten alle moglichen Besetzungszahlvertei-
lungen der Teilchen auf die Zellen, wenn wir die N Kreise und k£ — 1 inneren
Zellbegrenzungen (‘) auf die dazu zur Verfiigung stehenden N + k& — 1 Platze
verteilen. Auf diese Weise wird klar, dass wir das obige Ergebnis fiir Ay
erhalten.

Beweis von Gl (3.6b): Das Auswihlen einer Unterpopulation der Grofe r
einer Population der Grofe n mit Zuriicklegen kann man sich auch als das
Aufteilen von r Teilchen auf n Zellen vorstellen. Die Anzahl der Teilchen in

3Das ist gleichzeitig die Zahl der unterschiedlichen Lésungen von Gl. (3.15) fiir natiir-
liche n;.
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einer Zelle entspricht der Haufigkeit des Auftretens des entsprechenden Ele-
ments. Jedes Element kommt zwischen 0- und r-mal vor. Insgesamt werden
genau r Elemente gewéhlt. Nach Gl. (3.16) erhalten wir damit Gl. (3.6b).

b) Die Multinomial-Verteilung vereinfacht sich fiir gleich-wahrscheinliche Er-
eignisse p, = 1/k zu

BOLTZMANN-VERTEILUNG

Pg({n;}|N, k) = <{nNi}) kN (3.17a)
k

(ng) = N (3.17b)
var(n;) = N %(1 - %) (3.17¢)
cov(ng,n;) =N %(@j - %) (3.17d)

Das ist ein Ergebnis, das in der Statistischen Physik Boltzmann-Verteilung
genannt wird. Dieses Ergebnis ist eine Verallgemeinerung des Beispiels, bei
dem zwei Wiirfel geworfen werden und nach der Wahrscheinlichkeit fiir die
Summe 7 gefragt wird.

Es war eine groke Uberraschung als man in der Physik erkennen musste,
dass die Boltzmann-Verteilung fiir identische Teilchen nicht korrekt ist; die
kN méglichen Verteilungen der Teilchen auf die Zellen haben nicht dieselbe
a-priori Wahrscheinlichkeit. Es gibt zwei Arten von Teilchen, Bosonen und
Fermionen, die sich in der sogenannten TEILCHEN-STATISTIK unterscheiden.
Von Bosonen kann man beliebig viele in eine Zelle packen, von Fermionen
hingegen maximal eins.

Beide Teilchen-Arten haben gemeinsam, dass sie absolut ununterscheidbar
sind. Was bedeutet es, wenn man N UNUNTERSCHEIDBARE Teilchen auf &
Zellen verteilen will? Die Anzahl £V kam dadurch zustande, dass wir zu-
nichst das erste Teilchen auf eine der k Zellen verteilt und anschlieffend das
zweite Teilchen und so weiter. Das heifst z.B., dass die Konfiguration mit dem
ersten Teilchen in Zelle ¢ und dem zweiten Teilchen in Zelle j eine andere
Konfiguration darstellt als die, bei der das erste Teilchen in Zelle j und das
zweite in Zelle 7 ist. Diesen Unterschied gibt es bei UNUNTERSCHEIDBAREN
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BOLTZMANN STATISTIK

1 2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
Z1 | a,b a (b |a |b
Zo a,b b |a a |b
Zs a,b b |a |b |a

BOSE-EINSTEIN-STATISTIK

1 2 (3 |4 |5 |6
Z1 | a,a a
Zo a,a a a
Zs a,a a a

FERMI-STATISTIK

1 2 3
Z1 | a
Zo | a a
73 a a

Tabelle 3.6: Vergleich der Teilchen-Statistiken.

TEILCHEN nicht mehr. Es kommt nun nur noch auf die Besetzungszahlen
an. Fiir Bosonen, bei denen beliebige Besetzungszahlen erlaubt sind, ist die
Gesamtzahl der unterschiedlichen Verteilungen von N Teilchen auf k Zellen
durch Ay (Gl (3.16)) gegeben. All diese Konfigurationen haben dieselbe
Wahrscheinlichkeit 1/Ap k.

Bei Fermionen sind nun nur Konfigurationen mit maximal einem Teilchen
pro Zelle erlaubt. Bei N Teilchen und k& Zellen gibt es N Zellen mit einem
und £ — N Zellen mit Null Teilchen. Es gibt (]’;) unterschiedliche Vertei-
lungen der N Teilchen auf die k& Zellen. Diese Verteilungen haben alle die
Wahrscheinlichkeit P = 1/( J’i,)

Der Sachverhalt ist in Tabelle (3.6) fiir drei Zellen und zwei Teilchen illu-
striert.

Zusammenfassend: Die Wahrscheinlichkeit, dass sich in Zelle i (i = 1,2,..., k)
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n; Teilchen befinden (wobei > . n; = N) ist

N
P = ( )k‘N Boltzmann
{ni}
NIk —1)!
= ﬁ Bose—Einstein
| _ |
P = —N'<kk' v)! Fermi )

wobei im letzten Fall vorausgesetzt wurde, dass n, € {0, 1}.

Das soll an einem Zahlenbeispiel verdeutlicht werden. Wir nehmen zwei Wiir-
fel, d.h. N =2, k = 6, wobei die Augenzahlen als Zellen interpretiert werden
und die Wiirfel als Teilchen. Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die
Augenzahl in der Summe 7 ergibt? Die giinstigen Ereignisse hierfiir sind
(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4), (4,3). Die zugehorigen Besetzungszahlen sind
{1,0,0,0,0,1} fiir (1,6) bzw. (6,1) und analog fiir die anderen Wertepaare.
Gemaif der Boltzmann-Statistik ist die Wahrscheinlichkeit

2

! ! 2! 1
= = _C  §?=3_ ==
110to0to!o!! 0!1!0!0!1!0! 0!0!1!1'0!0! 36 6

Fiir Bosonen hingegen ist die Wahrscheinlichkeit
261 3x2 1

7 6%x7 T
Fiir Fermionen erhalten wir schlieflich
2141 B 2%3 B 1

6! 5%x6 b
Dieses Beispiele verdeutlichen noch einmal die Problematik, dass Gleichwahr-
scheinlichkeit nicht eindeutig definiert werden kann sondern von der Problem-
stellung abhéngt.
Weiteres Beispiel: N = 2,k = 3, wie in der Tabelle 3.6. Wir erhalten im
Fall der Boltzmannstatistik: P({2,0,0}) = 52372 = 1/9. P({1,1,0}) =

2%1x%1
—2 372 = 2/9. Fiir die Bose-Statistik hingegen gilt P({n;}) = 2% = 1/6

und fiir Fermi schlieflich P({n;}) = % =1/3.

P= 677+ 67+

P=3

3.5 Geometrische und hypergeometrische Ver-
teilung

Viele kombinatorische Probleme haben mit einer Population zu tun, in der
sich zwei Typen von Elementen befinden. Z.B. Kugeln unterschiedlicher Far-
ben (rot, schwarz), Teilchen unterschiedlichen Spins (spin-up, spin-down)

20



oder, wie im Fall der Qualitiatskontrolle, defekte und intakte Produkte. In
der Population der Grofe n gebe es n; Elemente vom ersten und n;; = n—n;y
Elemente vom zweiten Typ.

Es gibt hierzu zwei interessierende Fragen:

1. Es werden Elemente nacheinander (mit oder ohne Zuriicklegen) heraus-
genommen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass erst beim k-ten
Zug ein Element vom Typ II beobachtet wird?

2. Es wird eine geordnete Stichprobe (mit oder ohne Zuriicklegen) vom
Umfang k& entnommen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass in der
Stichprobe k; Elemente vom ersten und k;; = k — k; Elemente vom
zweiten Typ vorkommen?

Beide Fragestellungen sind an sich bereits interessant und kommen in un-
terschiedlichen Anwendungen vor. Insbesondere benétigt man diese Wahr-
scheinlichkeiten aber auch, um aus der Stichprobe im inversen Schluss auf
die Population zu schliefsen.

3.5.1 Fragestellung 1 ohne Zuriicklegen

Die Zahl der giinstigen Ereignisse ergibt sich aus der Zahl der geordneten
Stichproben (0.Z.) vom Umfang k — 1 aus den n; Elementen vom Typ I.
Diese Zahl ist geméf Gl. (3.3b) #/21—1)' Fiir den k-ten Zug gibt es n;s
giinstige Ereignisse. Die Gesamtzahl der Ereignisse ist die Zahl der geordne-
ten Stichproben (0.Z.) vom Umfang k aus einer Population mit n Elementen,

also (n+'k), Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

ni! (n — k) ngy _ (kn_jl) nrr
nl(n; — (k—1))! () k

3.5.2 Fragestellung 1 mit Zuriicklegen

Hier ist die Berechnung analog. Wir miissen lediglich den Ausdruck Gl. (3.3a)
fiir geordnete Stichproben mit Zuriicklegen verwenden. Fiir die ersten & — 1
Elemente der Stichprobe gibt es demnach n;*~! giinstige Ereignisse. Fiir den
k-ten Zug ist die Zahl weiterhin n;;. Die Gesamtzahl der Ereignisse betriagt
nun n*. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

k—1 k—1
ny nir (N1 nir
nk n n
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Dieses Ergebnis kann auch anders hergeleitet werden. Die Wahrscheinlichkeit,
ein Element vom Typ I/II aus der Population zu ziehen ist p; = =L, bzw.
prr = "t Es gilt natiirlich p;; = 1 — p;. Wie wir spéter zeigen werden, ist
die Wahrscheinlichkeit, beim unabhangigen Ziehen ein Element vom Typ I
(k; = k—1)-mal zu entnehmen durch p’;’ gegeben, und wir erhalten ebenfalls
fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

GEOMETRISCHE VERTEILUNG

P(ki|pr) = py' (1 = p1) (3.19)
(ki) = —+ IpI (3.19h)
var(ln) = 72 ffp pE (3.19¢)

Diese Verteilung nennt man GEOMETRISCHE VERTEILUNG. Man vergewis-
sert sich leicht, dass diese Verteilung auf eins normiert ist, da Y .-, Pk =

1/(1=p).

Die Formeln (3.19b) und (3.19¢) fiir Mittelwert und Varianz kann man leicht
zeigen:

(ki) = krpy' (1—pi)

kr=0

= i kr pI;I - i kr pl;1+1

k=0 k=0
d & 5y o d g
=pr—— > P =P — >
dpr (=, dpr (=,
d 1

d_pll_pl

= (PI - p?)
Pr
1—pr
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(k7) = Z K o' (1= p1)

pr — d an. P1 kz_:op
_ p;(l +p1)
(1—p1)?
var(kr) = (k%) — (kr)?
__pbr
(1 —p1)?

3.5.3 Fragestellung 2 ohne Zuriicklegen

Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, dass die Stichprobe k; Elemente vom Typ
I und k;; = k — k; Elemente vom Typ II enthélt. Hierbei kann k; irgendeine
ganze Zahl zwischen Null und min(ny, k) sein. Die k; Elemente vom Typ I
konnen auf (’” ) Arten gezogen werden. Fiir die Elemente vom Typ II gibt

es (n”) Moglichkeiten. Die Gesamtzahl der Moglichkeiten k& Elemente aus

der Population der Grofse n = n; 4+ n;; auszuwéhlen ist ( ) Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit ist somit

HYPERGEOMETRISCHE VERTEILUNG

(k1) CGirp)

P(krlk = kr + kir,np,nir) = < (3.20a)
(k[+k‘11)

ny (kr + krr)

ki) = ————~ 3.20b

< I> ny+ nyy ( )

var(ky) = (kr + krr)(ng + Ti[[ —kr — k11)2n1 nr
(n1+n11 1)(71]‘|‘7”LH)
(3.20¢)

Beweis: Laut Bronstein gilt

()0 ()2 - (0= ()
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womit mit & = n; und 5 = n;; sofort die Normierung von Gl. (3.20a) folgt.
Die Beweise fiir den Erwartungswert und die Varianz lassen sich leicht fiihren.

3k n)fﬁiﬂ%)

kr=0

_ il{j TL[! TL[]! k! (n1+nn—k:)!
k1=0 Ik?[! (n]—]w’}[)| (k?—k[)|(n[]—l€+k3[)' (n1+n11)!

- zk: n; (ny —1)! nir!
k=1 (kl - 1)' [(n] — 1) — (k‘] — 1)]' (k’ — k’j)' (n[] — k’ + k’[)'

ny+ngy (nr +ng—1)!

_ nrk i (ij) (kn—lii,)
nr+nyy Py (nltﬁ]{_l)

ersetze den Summationsindex k; — ky + 1

. nrk kzl (njl[c;l) (k—T;cIIIA)
ny+nyy k7=0 (mt;ilf_l)

definiere: k := k — 1,ny:=n;—1

nrk zk: GOG)
g =0 (M)
b0 Ak

=1
_ (kr + k1)
ny+ nyy
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Fiir (k?) verfihrt man analog:

-3 60

kr=0

- i 2 n]! n[[! k!(m—i—nn—k)!
k; 0 k[!(ﬂ[—k])! (k—k])!<n[[—k+k[)! (n1+n[[>!

_ Z /{ZI n (n[ — 1)' n[[!
k=1 ]{31—1 [(n[—l)—(k}[—l)]' (k—/{?[)!(n[[—k+k[)!

ko (k=D (s +ng—1)— (k—1)]

nr+ngr (ny+n;—1)!

nr—1 nrr

nrk Zk:k (kjfl)(kfkf)

I~ nifn—1
nptnr L= (M)
ersetze den Summationsindex k; — k;y +1

k—1 ny—1 nrr
_ nrk Z<k1+1) ( k; )(k-k,—l)

ny+nrr—1
i f= (")

definiere: k := k — 1L,np:=n;—1

k nI nu )

k k

- Z kl + 1 n1+7ZHI
ny +nu P )
n nrr
B (o) G2
ny +nH n1+n11)

_ ’WI
”I+"H
TL[ — 1)
n[—l—nn nl—l—nn—l
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Damit konnen wir leicht die Varianz berechnen:

var(ky) = (k7) — (kp)?
 nrk nrk(k—1)(n;—1) n? k?
Cng g (nr+nrr) (n+nir—1)  (ng+np)?
k(ny+np—k)nyngg
(nr+nrr)? (ne +n—1)
(kr + kir) (np +npp —kr — k) npngg
(nr +ngr)? (1 +np — 1)

Beispiele:

a) Qualitatskontrolle:

Wenn in einer Produktion von n Teilen n; defekt und n;; = n—ny intakt sind,
wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Stichprobe vom Umfang
k die Zahl der defekten Teile k; betragt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
die hypergeometrische Verteilung P(k;|k,nr,nyr). Die wirklich interessante
Frage lautet jedoch, wie grof ist die Zahl n; der defekten Teile der gesamte
Produktion vom Umfang n, wenn bei Stichprobe vom Umfang k die Zahl
der defekten Teilen k; betragt. Diese Frage werden wir mit dem Bayesschen
Theorem beantworten konnen.

b) Abschétzprobleme:

Es werden n; Fische gefangen, rot markiert und wieder freigelassen. Nach
einiger Zeit werden erneut Fische gefangen, diesmal k Stiick, davon sind k;
Fische rot markiert. Wie grof ist die Zahl der Fische im See? Dieses inverse
Problem kénnen wir ebenfalls noch nicht beantworten. Wir konnen aber die
umgekehrte Frage beantworten, die bei der Losung des inversen Problems
eine wichtige Rolle spielt: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der zweite
Fang k; markierte Fische enthilt, vorausgesetzt, die Zahl der Fische im See
ist n und davon sind n; rot markiert. Diese Wahrscheinlichkeit ist ebenfalls
durch die hypergeometrische Verteilung P(k;|k,n;,n —n;) gegeben.

3.5.4 Fragestellung 2 mit Zuriicklegen

Diese Frage ist leicht zu beantworten, wenn wir von den Wahrscheinlichkeiten
pr = =L bzw. p;r = L ausgehen, Elemente vom Typ I oder II unabhéngig
voneinander zu ziehen. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Stichprobe k; Ele-
mente vom Type I und k;; Elemente vom Typ II in einer ganz bestimmten

o6



Reihenfolge enthilt, ist demnach

k—k
pi pr™ = p M (1 =)

Da es in der Fragestellung nicht auf die Reihenfolge ankommt, ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit

k _
I )pIkI (1—pp)t ™
I

Das ist nichts anderes als die BINOMIAL-VERTEILUNG.
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Kapitel 4

GGrenzwertsatze

4.1 Stirlingsche Formel

Wichtig im Zusammenhang mit kombinatorischen Problemen ist die Stirling-
sche Formel zur approximativen Bestimmung von n!, da in vielen Fillen grofe
Zahlen n auftreten. Wir werden spéiter sehen, dass wir neben der Fakultit
auch die Gamma-Funktion benotigen,

['(z) = / t" et dt : (4.1)
0
die fiir ganzzahlige Argumente mit der Fakultét {iber
I'n+1)=n! (4.2)

rusammenhéngt. Ebenso wie die Fakultit erfiillt auch die Gamma-Funktion
(fiir beliebige reelle Argumente) die Rekursionsformel

MNz+1)=a(x) . (4.3)

Die asymptotische Darstellung der Gamma-Funktion fiir groke Werte von |x|
lautet

1
['(z) = e e 2 {1 + 22 + 0(37_2)} — 2" e/ 2r {1 + O(a:_l)} .
x
(4.4)
Fiir die Fakultit erhalt man daraus fiir groke n

W=T(r1) = ()t evan f1s o)

— 6(n-i-%)ln(n—l—l)—n—l \/ﬁ {l—l—O(n_l)}
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e(n+%)(1n(n)+1n(1+1/”)) =1\ Jor {1 +O0(n~ )}
on+s )(1n(n)+1/n+0 (1/n?) ) -n=1/or {1 +O0(n~ )}
(3 n(m) 1+0(1/m)—n-1 /5 {1 +0(n~ )}

Das bringt uns zur gesuchten Formel

STIRLINGSCHE FORMEL

nl =n3) ¢ ”\/_{1+O( )} (4.5a)

In(n!) = (n+ %) In(n) —n + In(v2r) + O(n™) : (4.5b)

Der Term O(n~!) kann fiir grofe n vernachlissigt werden. Das fiihrt in der
linearen Darstellung (Gl. (4.5a)) zu einem zwar iiber alle Grenzen anwachsen-
den Absolut-Fehler, aber der relativer Fehler verschwindet wie 1/n. In den
Anwendungen werden i.d.R. Verhéltnisse von Fakultiten benotigt, so dass
hier auch der absolute Fehler mit 1/n verschwindet. In der logarithmischen
Darstellung verschwindet bereits der Absolut-Fehler. In Tabelle (4.1) ist der
relative Fehler fiir einige Werte von n angegeben. Man erkennt in der Tat,
dass der relative Fehler sehr schnell klein wird und die Naherung bereits fiir
n = 1 plausible Werte liefert!.

4.2 Lokaler Grenzwertsatz (de Moivre)

Es kann gezeigt werden (siehe Lehrbuch von H.Meschkowski), dass die Bino-
mial-Verteilung (Newtonsche Formel) fiir np(1 — p) > 1 durch eine Gauk-
Funktion approximiert werden kann

!Die Stirlingsche Formel liefert fiir n = 1 den Wert 0.922
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n n! €

1 1 0.0779
2 2 0.0405
3 6 0.0273
4 24 0.0206
5 120 0.0165
10 3628800 0.0083
20 2432902008176640000 0.0042
30 265252859812191058636308480000000 0.0028
40 | 815915283247897734345611269596115894272000000000 | 0.0021

Tabelle 4.1: Relativer Fehler € der Stirlingschen Formel.

DE-MOIVRE-LAPLACE THEOREM
(LOKALER GRENZWERTSATZ)

n _
Pllng) = ([)r0-p =gtk @0
mit
1 (k—k)?
k|ko, = —=  25° 4.7
g( ’ 0 U) \/W ( )
ke = mnp
o = +/np(l-p)
fiir c > 1

Dieser Satz besagt préizise formuliert (genaue Formulierung nicht priifungsrele-
vant):

Zu jeder reellen Zahl € und zu jedem Paar positiver reeller Zahl x1 und xo ¢ibt es
eine natirliche Zahl N (e, x1,x2), so dass

P(k[n, p)
g(klnp, v/np(1 - p))

—1l<e
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Abbildung 4.1: Links: Vergleich der Binomial Verteilung (Kreise) mit der
Gaufschen Ndiherung (de-Moivre-Laplace) (durchgezogene Kurve) fir n =
100, p = 0.3. Flir diese Parameter ist kg = 30 und o = 4.58.

Rechts:  Differenz ,Binomial-Gaufs” normiert auf den Mazimalwert der
Binomial-Verteilung.

Unten: Vergleich der Binomial-Verteilung (Kreise) mit der Gaufischen Nihe-
rung (de-Moivre-Laplace) (durchgezogene Kurve) auf logarithmischer Skala.

wenn n > N (e, x1,22) und wenn zudem k so gewdhlt wird, dass

|k — kol _ [k —np|
o np(1 —p)

S [3:1,952]

|k—np|
np(1—p)
tion fiir extrem grofe oder kleine k unbrauchbar ist. Fiir festes k = ¢ gilt

ja offensichtlich lim,, % = 00. Man sieht, dass selbst in der Na-
np(l1—p

he des Maximums grofe Abweichungen (im Prozentbereich) auftreten. Die
Grenzwertsétze haben fiir die praktische Anwendung an Bedeutung verloren,
da man die Binomial-Verteilung numerisch genauso bequem auswerten kann,
wie die Gaufs-Funktion. Wir werden allerdings Situation antreffen, in denen
wir diese Naherung benotigen, um analytische Auswertungen zu ermdglichen.

Die Beschrinkung von auf [z1,xs] bedeutet, dass die Approxima-
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4.3 Integralsatz von de-Moivre

In der Regel interessiert man sich weniger fiir die Wahrscheinlichkeit, dass
bei n Versuchen genau k-mal ein bestimmtes Ereignis eintritt, sondern eher
fiir Fragen folgender Art:

In einer Produktion von Bauelementen sei p = 0.002 die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass ein Teil fehlerhaft ist. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
in einer Produktion von 5000 Stiick hdchstens 20 unbrauchbar sind?

Hier fragt man nach der Wahrscheinlichkeit, dass die exklusiven Ereignisse

k=0,1,2,...,20 vorkommen. Nach der Summenregel ist diese Wahrschein-
lichkeit
20
P(k€{0,1,2,...,20}jn,p) = > P(kln,p) . (4.8)
k=0

Auch diese Summe ist eine Trivialitit fiir heutige Rechner. Dennoch kann es
in manchen Féllen, insbesondere fiir analytische Rechnungen, sinnvoll sein,
die de-Moivre-Laplace-Niaherung zu verwenden. Das fiihrt zum

INTEGRALSATZ VON DE-MOIVRE

Es sei p die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten eines Ereignisses E in
einem Versuch. Dieses Ereignis soll ber n unabhdngigen Wiederholungen
des Versuches k-mal auftreten. Wir definieren die Menge

Lk —
Ly = {kla < —L_ < p}
np(1 —p)
Es qgilt die Grenzwertbeziehung
lim P(k € I,4|n,p) L[ —*/2 (4.9)
im arln,p) = —— [ e x : .
e ’ Vor Jo

Weiter gilt
P<k S Ia,b|n7p) = Z P(k|n7p>

kela,b

In diesem Zusammenhang ist die Funktion

O(x) = \/%_ﬂ' /fﬂ e t/? dt (4.10)
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wichtig. Diese Funktion steigt monoton an und hat folgende speziellen Funk-
tionswerte

O(—0) = 0
(0) = 1/2 (4.11)
d(c0) = 1

Mit der Funktion ®(z) gilt

L R VA
= [ = a0~ a(0)

Eine weitere wichtige Beziehungen ist
O(—z)=1—d(x) . (4.12)

Wir kénnen nun die eingangs gestellte Aufgabe mit dem Integralsatz nihe-
rungsweise losen. Hierbei ist np = 10 und np(1 — p) = 5000 * 0.002 * .998 =

9.98, bzw. y/np(1 — p) = 3.159. Damit

ist, kann fiir die Obergrenze b:

kmax_n kmax+1_n

v 1pPq v 1pPq

gewihlt werden. Die Summe iiber die 21 k-Werte £ = 0,1, ..., 20 wird durch
ein Integral ersetzt. Damit die Intervall-Linge ebenfalls 21 betrigt, sollte
man b = (Kkmax + 1 — np)/\/npq wihlen. Es erweist sich aber als besser,
b = (kmax+0.5—np)/\/npq zu verwenden. Fiir die Intervallgrenzen verwenden
wir deshalb a = (0—10)/3.159 = —3.165 und b = (20.5—10)/3.159 = 3.3237
und erhalten fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

P(k € I,;) = ®(3.324) — ®(—3.165) = 0.9988.

Der exakte Wert ist 0.9984. Die Ubereinstimmung ist gut. In der Abbildung
ist der Vergleich fiir unterschiedliche k., aufgetragen.
In diesem Zusammenhang ist auch die FEHLERFUNKTION erf(x) zu erwéhnen

2 T
erf(x) = ﬁ/ e dt
0
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P(0< ks kmax|n,p)

0 5 10 15 20 25 30

max

Abbildung 4.2: Vergleich der exakten Werte (durchgezogene Kurve) fiir die
Wahrscheinlichkeit P(0 < k < kyax|n,p) mit denen des Integralsatzes (ge-
strichelt) als Funktion von kya. fiir n = 5000, p = 0.002.

2 var 12/2
. e 12 gy 4.13
~ / (4.13)
1 x

1 r 2
—erf(—) = — e V12t
2 (\/5) \/271’/0

Demnach konnen wir den Integralsatz in der Fehlerfunktion wie folgt aus-

driicken
a

Pk € IyJn, p) = %(m%) - erf(ﬁ)) | (4.14)

4.4 Bernoullis Gesetz der grofien Zahlen

Wir betrachten Bernoulli-Experimente, die durch eine Binomial-Verteilung
beschrieben werden. Wir wissen bereits aus Gl. (3.8b), dass der Mittelwert bei
n Versuchen durch (z) = p n gegeben ist. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass bei n Versuchen ein Ereignis, das die Wahrscheinlichkeit p besitzt, k =
n p mal auftritt? Die Antwort ist offensichtlich in der de-Moivre-Laplace-

Néaherung
1
P(k=npn,p) = — 0 . 4.15
( pln, p) () (4.15)

Das heift, der Mittelwert (k) = np, der hier auch gleichzeitig der wahrschein-
lichste Wert ist (siche Abbildung 4.1), hat eine fiir n — oo verschwindende
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Wahrscheinlichkeit. Das liegt natiirlich daran, dass es sehr viele k-Werte in
der Néhe von k = (k) gibt, die vergleichbare Wahrscheinlichkeit besitzen.
Der de-Moivresche Integralsatz besagt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein
k-Wert aus dem Bereich

I, = {k|np—np(l—p) <k <np++/np(l-p)}

= {k|(k)—o<k<(k)+o0o}

auftritt (o-Bereich), durch
1

1 22 1
— e 2 dr =erf(—) = 0.6827 4.16
5/ R@) (4.16)
gegeben ist. Die Wahrscheinlichkeit ein k aus dem ,2-0”-Bereich zu finden,
ist entsprechend

P(k € I|n,p) =

Y
P(k € Iy,|n,p) = E/ e~ 7 dr = erf(v/2) = 0.9545
—2

Das bedeutet, wenn wir ein beliebig kleines € > 0 vorgeben, ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir |k/n —p| < e

S
P(lk/n —p| <eln,p) = P(pn —en < k < pn+en) = \/—_/ e /2 dx

2T
mit
En €
a=— = —\/n — —00
np(1 — p) p(1 —p) n—e
b=+vn — 00

Daraus folgt

BERNOULLIS GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

P(|k/n—p| <en,p) — 1 fir bel. € > 0 : (4.17)

Wenn wir also die intrinsische Wahrscheinlichkeit p aus der relativen Héufig-
keit % abschétzen, geht die Abweichung (Ungenauigkeit) mit n — oo gegen
Null.

66



4.5 Der Satz von Poisson

Die Naherung von de-Moivre-Laplace liefert brauchbare Werte in der Nihe
des Maximums der Verteilung. Fiir sehr kleine oder sehr groke Werte O(n)
von k wird der Fehler grof. Gerade in diesem Fall hilft ein Satz von Poisson.

SATZ VON POISSON

Es werden n Versuche durchgefiihrt, bei denen ein Ereignisse eintritt oder
nicht. Die Wahrscheinlichkeit p fir das Ereignis erfille die Bedingung

n-p=p = const . (4.18)

Das heifst, das Ereignis tritt im Mittel p-mal auf, unabhdingig von der Zahl
n der Versuche. Dann gilt

lim P(kln,p = H) = et - P(k|w) : (4.19)

Die resultierende Verteilung P(k|u) heiftt POISSON-VERTEILUNG. Offensicht-
lich ist die Poisson-Verteilung korrekt auf Eins normiert

oo k

M _

J B
ge k!—e et =1
k=0

Die Bedingung Gl. (4.18) kann auf zwei Arten verstanden werden

1. p < 1 mit np 24 1. Die Poisson-Verteilung wird als Naherung fiir die
Binomial-Verteilung verwendet.

2. Wir betrachten ein Zeitintervall ¢, in dem im Mittel o Ereignisse statt-
finden. Wir unterteilen das Intervall in n gleich grofe Teile At = t/n.
Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem der Teilintervalle ein Ereignis
stattfindet, sei p. Wenn die Ereignisse unabhéngig voneinander sind,
haben wir es wieder mit n Wiederholungen identischer Versuche zu tun,
und wir kdnnen die Binomial-Verteilung verwenden, von der wir wissen,
dass im Mittel pn Ereignisse auftreten werden. Damit diese Zahl un-
abhingig von der Zahl der Unterteilungen des gesamten Zeitintervalls
ist, muss p = p/n sein.
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In der Abbildung 4.3 sind die Ergebnisse der Poissonschen Niaherung mit de-
nen der exakten Binomial-Verteilung fiir verschiedene Parameter verglichen.
Die Ubereinstimmung ist generell sehr gut. Zusitzlich enthalten die Abbil-
dungen auch die Kurven der Gaufs-Verteilungen mit denselben Werten fiir
Mittelwert und Varianz. Fiir ;1 > 1 geht die Poisson-Verteilung ebenfalls in
eine Gauf-Verteilung iiber.

Der Erwartungswert der Poisson-Verteilung ist

o0 k ok
_ —nk — o H 2 all
k=2 ke o Zk:!
k=0 k=0
0
— ety — et —
e o e 1
Analog erhalten wir fiir das zweite Moment der Poisson-Verteilung
= k 0 0
k2 — k2 —MM_ M
(k%) % T gt o = K
0 0
=e"pu 8_ a—e“ =e*p (pet+ e“)
=i+ p

Somit haben wir

POISSON-VERTEILUNG

P(k|p) = e % (4.20a)
(k) = (4.20b)
var(k) = u (4.20¢)

Erwartungswert und Varianz der Poisson-Verteilung stimmen mit den ent-
sprechenden Werten der Binomial-Verteilung (Gl. (3.8b) und (4.20c)) iiber-
ein, wenn man berticksichtigt, dass 4 = p n und p — 0.

Man erkennt in Abbildung 4.3 auch, dass bereits bei einem Mittelwert von
1 =5 die Gaufssche Ndherung gut mit der Poisson-Verteilung iibereinstimmt.
Wichtig ist festzuhalten, dass die Gaufs-Verteilung bereits bei kleinen Werten
i > 10 sehr gut mit der Poisson-Verteilung iibereinstimmt. Aber selbst bei
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1 = 50 ist noch eine Diskrepanz zur Binomial-Verteilung zu erkennen, da in
diesem Fall n nicht grofs genug ist.

Viele Experimente sind Zahlexperimente, z.B. inverse Photoemission, bei
denen Teilchen gezdhlt werden. Zahlexperimente unterliegen generell der
Poisson-Statistik. Die Zéhlraten sind aber in der Regel sehr grof (u > 100),
und es ist daher gerechtfertigt, die Streuung der experimentellen Werte um
den wahren Wert mit einer Gauk-Verteilung zu beschreiben, bei der die Va-
rianz gleich dem Messwert ist. Die Fehlerstatistik eines Zahlexperimentes
lautet demnach

FEHLERSTATISTIK VON ZAHLEXPERIMENTEN

1 _(N—w?

V2mo? (4.21)

P(N|p) =

=S
Q
2

Das bedeutet, die experimentellen Zahlraten werden gemaf einer Gauk-Ver-
teilung um den wahren Wert p mit einer Breite /i streuen. Da der wahre
Wert p nicht bekannt ist, sonst wiirde man das Experiment erst gar nicht
durchfiihren, verwendet man diese Formel i.d.R. um von den beobachteten
Zéhlraten auf den wahren Wert zu schliefsen. Solange die Zahlrate N > 10,
kann die Varianz durch die experimentelle Zahlrate approximiert werden, und
man liest diese Verteilung umgekehrt. Man gibt

p=N=+VN (4.22)

als Schitzwert fiir den wahren Wert p an.
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Abbildung 4.3: Vergleich der Binomial Verteilung (Kreise) mit der Poisson-
schen Niherung (durchgezogene Kurve) fir n = 1000.

Links: p=0.001, u =1, o = 1.00.

Mitte: p = 0.005, p =5, o = 2.23.

Rechts: p=0.05, p =50, 0 = 6.89.

Zusdtzlich wurde die Gaufl-Funktion g(x|u, \/1t) gestrichelt eingezeichnet.
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Kapitel 5

Begriffsdefinitionen und
Diskussion

Wir haben mittlerweile einige Erfahrung mit typischen Fragestellungen der
Wahrscheinlichkeitstheorie und auch das ndtige mathematische Riistzeug,
um die Begriffe, die wir in der Wahrscheinlichkeitstheorie verwenden werden,
prazisieren zu konnen. Das soll anhand eines speziell konstruierten Beispiels
geschehen.

5.1 Das Schitzexperiment mit drei Urnen

Gegeben sind drei Behélter (Urnen) Uy, Us,, Us, in denen sich jeweils 100
Kugeln befinden. Die Kugeln sind entweder rot oder gelb. Die Urnen unter-
scheiden sich im Anteil ¢, der gelben Kugeln

Urne | Anteil gelb | Anteil rot
Uy ¢ =0.2 0.8
Us g2 =04 0.6
Us g3 =0.7 0.3
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AUFGABENSTELLUNG

e Es wird zufillig eine der drei Urnen U, ausgewéhlt.
o Wir wissen nicht welche.

e Aus U, werden 40 Kugeln mit Zuriicklegen gezogen.
Davon sind n, Kugeln gelb.

Def. 5.1 (Bedingungskomplex) Wir nennen diese Information und samt-
liche Annahmen, die die Aufgabenstellung eindeutig definieren, den Bedin-
qungskomplex B.

Der Bedingungskomplex B enthéilt im Falle des Drei-Urnen-Experiments die
Information: es gibt drei Urnen, es wird gezogen mit Zuriicklegen, alle Ku-
geln sind gleich gro und schwer!, die Kugeln werden ,zufillig” entnommen
(ohne hinzusehen oder abzutasten), etc... . Erst die prizise Angabe des Bedin-
gungskomplexes macht eine eindeutige Antwort moglich! Es ist nicht immer
klar, was fiir den Bedingungskomplex relevant ist. Z.B. ist es wichtig, dass
es sich um drei Urnen handelt, aber nicht welche Farbe diese Urnen haben,
aufer die Farben werden kommuniziert. Die Grofe der Urnen konnte relevant
sein, wenn davon die Wahrscheinlichkeit abhingt, dass diese Urne ausgewahlt
wurde.

FRAGESTELLUNGEN

Wie grofs ist die WAHRSCHEINLICHKEIT, dass
e a=123.
e der nichste Zug wieder gelb liefert.

e sich eine Urne unbekannten Typs eingeschlichen hat.

! Ansonsten modifiziert das die Verteilung der Kugeln, die an der Oberfliiche anzutreffen
sind.
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Def. 5.2 (Versuch, Experiment) Unter einem VERSUCH oder EXPERI-
MENT wverstehen wir die Verwirklichung eines Bedingungskomplezes B und
die Beobachtung des Ergebnisses.

Ein Versuch muss nicht notwendig von Menschen durchgefiihrt werden. So
ist eine durch B spezifizierte Naturbeobachtung auch ein Versuch.

Def. 5.3 (Zufallsversuch) Wird bei Wiederholung des Versuchs, stets das-
selbe Ergebnis erwartet, dann spricht man von einem DETERMINISTISCHEN
Versuch. Demgegeniiber heifit ein Versuch ZUFALLIG, wenn im einzelnen
nicht vorhersagbare Frgebnisse zu erwarten sind.

Def. 5.4 (Grundgesamtheit) Die Menge aller unter B durchfiihrbaren Zu-
fallsversuche (kurz Versuche oder Experiment) heifst Grundgesamtheit G.

Die Grundgesamtheit kann endlich oder unendlich sein. Beim Urnen-Experi-
ment ist sie unendlich, da immer wieder zuriickgelegt wird. Ohne Zuriickle-
gen, hitte die Grundgesamtheit die MACHTIGKEIT (Zahl der Kugeln) 100.

Def. 5.5 (Elementarereignisse) FEreignisse, die sich nicht weiter zerlegen
lassen, heiffen Elementarereignisse oder Ergebnisse. Alle anderen heiffen zu-
sammengesetzte Ereignisse.

Beim Roulette kann rot auf 18 Arten zustandekommen: 18 Felder sind rot.
Unter diesen ist auch z.B. das mit 12 markierte Feld. 12 ist in diesem Beispiel
ein Elementarereignis.

Allgemein sind Ereignisse F Teilmengen der Grundgesamtheit G, ' C G. Ein
Ereignis E tritt ein, wenn ein Ergebnis w € E beobachtet wird. Demnach
ist ein Ereignis entweder ein Elementarereignis oder eine Vereinigung von
Elementarereignissen.

Auch G und die leere Menge () sind Ereignisse, namlich das sichere bzw. un-
mogliche Ereignis. Denn w € G tritt mit Sicherheit ein; und F = () bedeutet,
dass es kein Ergebnis w mit w € F gibt.

G heifst diskret, wenn die moglichen Ergebnisse abzdhlbar sind, sonst heifit G
kontinuierlich. Es kann auch ein gemischter Fall vorliegen. Oft haben Versu-
che nur zwei Ausgénge: sogenannte DICHOTOME Versuche (z.B. Miinzwurf).
Mit |G| bezeichnen wir die Méchtigkeit. Bei dichotomen Versuchen ist |G| =
2. Beim Wiirfel-Experiment ist |G| = 6. Bei Stichproben vom Umfang n
bildet die Menge aller Stichproben-Ergebnisse den Ergebnis-Raum G,,, auch
Stichproben-Raum genannt. Bei dichotomen Experimenten ist offensichtlich
‘gn‘ = 2"
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Def. 5.6 (Bernoulli-Versuche) Unter einem BERNOULLI-VERSUCH ver-
steht man, dass ein Versuch mit zwei Ausgdngen wiederholt durchgefiihrt
wird. Hierbei sollen die Ausginge der einzelnen Versuche voneinander unab-
hdngig sein.

Das eben besprochene Urnenexperiment kann als Bernoulli-Experiment auf-
gefasst werden, bei dem nacheinander 40 Kugeln gezogen werden, die entwe-
der rot oder gelb sind.

Def. 5.7 (Stichprobe) Man kann Versuche biindeln. Fine n-malige Wie-
derholung eines einzelnen Versuchs heifit ebenfalls Versuch: Man sagt dann,
man habe eine STICHPROBE VOM UMFANG n gezogen.

In diesem Sinne handelt es sich in obigem Beispiel um eine Stichprobe vom
Umfang 40.

Duale Bedeutung wiederholter Versuche: In der Wahrscheinlichkeits-
theorie hat der Begriff ,wiederholte Versuche” zwei unterschiedliche Bedeu-
tungen. Der erste ist die approximative Beziehung zwischen intrinsischer
Wahrscheinlichkeit und relativer Haufigkeit. Die zweite ist die Durchfiihrung
eines zusammengesetzten Experiments.

Z.B. kann das Urnen-Experiment zweifach interpretiert werden:

1) Das eigentliche Experiment (Versuch) ist der einzelne Zug einer Kugel. Der
Versuch wird nun n mal wiederholt, um die intrinsische Wahrscheinlichkeit
g des Einzelexperimentes zu ermitteln.

2) Das Experiment besteht darin, die n Kugeln zu ziehen. Der zugrunde
liegende WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM hat nun 2" Elemente. Um die zuge-
horigen Wahrscheinlichkeiten iiber relative Haufigkeiten zu ermitteln, muss
das zusammengesetzte Experiment mehrfach wiederholt werden.

Def. 5.8 (Ereignis) Den Ausgang eines Versuchs nennt man EREIGNIS.
Ereignisse treten ein oder nicht! Ein mehr oder wenig gibt es nicht.

Ein mogliches EREIGNIS ist: gelb im i-ten Zug. Aber auch die Auswahl der Ur-
ne « ist ein Ereignis. Im Urnen-Experiment wird von bekannten Ereignissen
auf unbekannte geschlossen. Abgesehen von Ereignissen spielen Propositio-
nen eine zentrale Rolle in der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Def. 5.9 (Propositionen) Aussagen, die entweder wahr oder falsch sind,
nennt man PROPOSITIONEN.

o Die ausgewdhlt Urne hat den Index o.

e Die ndchste Kugel wird gelb sein.
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o s gibt eine weitere Urne Uy mit unbekanntem qy.
o Julius Casar war ein Mann.
o Morgen wird es regnen.

e Die Linge des Stabes liegt zwischen 1.0m und 1.1m.
Auf diese Weise kénnen auch dberabzdihlbare Propositionen fiir konti-
nuterliche Freiheitsgrade eingefihrt werden.

Def. 5.10 (Hypothesen) Hypothesen sind Aussagen tber unbekannte Er-
etgnisse.

e Die gewdihlte Urne hat die Nummer dre:.

Hypothesen sind wichtig in der orthodoxen Statistik. Streng genommen gibt
es keinen Unterschied zwischen Hypothesen und Propositionen.

Def. 5.11 (Vorwirts-/Riickwirtsrechnung) Es liege Uy vor. Die Pro-
position DIE NACHSTE KUGEL WIRD GELB SEIN erhdll man aus einer VOR-
WARTSRECHNUNG. Im Urnen-Fxperiment interessiert der Umkehrschluss,
der von den beobachteten Folgen der Farben auf die mdgliche, hypothetische
Ursache riickschliefst (ROCKWARTSRECHNUNG ). Man spricht auch von in-
duktivem Schluss INDUKTIVER LOGIK.

Im Drei-Urnen-Experiment scheint es zwei Arten von Wahrscheinlichkeiten
zu geben:

W1 : Wahrscheinlichkeit, aus der Urne U, eine gelbe Kugel zu ziehen.

Ws: Wahrscheinlichkeit, dass die Urne « vorliegt, wenn die Stichprobe vom
Umfang N n, gelbe Kugeln enthélt.

Die erste Wahrscheinlichkeit hat einen "objektiven” Charakter, da sie von
der Person losgelost ist, die die Auswertung des Experimentes vornimmt. Sie
beschreibt eine Eigenschaft der ausgewihlten Urne. Préziser formuliert ist
Wy die Wahrscheinlichkeit, im ndachsten Zug gelb zu ziehen, wenn U, vorliegt
eine bedingte Wahrscheinlichkeit, die wir in Zukunft kompakt

Wy = P(gelb|U,, B) = q. (5.1)

schreiben werden. Geméls der klassischen Definition weisen wir dieser Wahr-
scheinlichkeit den Wert ¢, zu, da es unter Beriicksichtigung des Bedingungs-
komplexes B bei jedem Zug insgesamt 100 Moglichkeiten (Kugeln) gibt, wo-
von 100 * g, giinstige Ereignisse darstellen. Andererseits wissen wir vom
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Bernoulli-Gesetz der grofen Zahlen, dass n,/N 2 o Also ist auch im

Rahmen der statistischen Definition der Wahrscheinlichkeit W der Wert ¢,
zuzuweisen. Bei der Wahrscheinlichkeit 117 handelt es sich um eine sogenann-
te VORWARTS-WAHRSCHEINLICHKEIT, deren zufilliges Verhalten intrinsisch

vom Experiment (B) vorgegeben ist.
Anders verhalt es sich bei der Wahrscheinlichkeit W,

Wy = P(U,|N, ngy, B)

Hierbei handelt es sich um eine RUCKWARTS-WAHRSCHEINLICHKEIT, denn
wenn wir die Argumente vor und hinter dem Bedingungsstrich umarrangieren
zu P(ngy|Us, N, B), erhalten wir die Vorwérts-Wahrscheinlichkeit, dass bei
einer Stichprobe vom Umfang N aus der Urne U, die Anzahl der gelben
Kugeln n, sein wird. Das ist eine Wahrscheinlichkeit, die wieder objektiven
Charakter hat. Diese Wahrscheinlichkeit kennen wir bereits. Es handelt sich
um die Bernoulli-Verteilung P(ny|N, q,).

Auf die gesuchte Riickwartswahrscheinlichkeit kann nur "induktiv” geschlos-
sen werden: Nehmen wir an, ny/N = 0.25. Da ¢; am néchsten an dem beob-
achten Verhiltnis n,/N liegt, wird man schlieken, dass es sich um die Urne
1 handelt. Aber wie kann man diese Wahrscheinlichkeit quantifizieren?

5.2 Orthodoxe Statistik versus Bayessche Wahr-
scheinlichkeitstheorie

Es gibt zwei kontroverse Sichtweisen bei Problemen der induktiven Logik, die
Sicht der orthodoxen Statistik und die der Bayesschen Wahrscheinlichkeits-
theorie.

5.2.1 Orthodoxe Statistik

In der ORTHODOXEN STATISTIK beschreibt man Vorwirts-Wahrscheinlich-
keiten durch Zufallsvariablen und Riickwarts-Wahrscheinlichkeiten {iber Hy-
pothesen-Tests.

Die Zufalligkeit wird in der orthodoxen Statistik als intrinsische (physika-
lische) Eigenschaft des Experiments betrachtet. Man unterscheidet streng
zwischen folgenden Situationen.

a) Eine Miinze ist vollig symmetrisch. Die Wahrscheinlichkeit, beim néchsten
Wurf Kopf zu erhalten, ist wgepr = 1/2.

b) Die Miinze ist manipuliert und féllt immer auf eine (mir aber unbekann-
te) Seite. Nun ist X (Kopf/Zahl) keine Zufallsvariable mehr, da sie immer
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denselben Wert annehmen wird. Die Wahrscheinlichkeit 1dsst sich nun nicht
mehr iiber nk,,s/n bestimmen, da dieses Verhiltnis immer 0 oder 1 sein wird.
Aber das wissen wir erst, nachdem wir das Experiment durchgefiihrt haben.
Man kann vorher keine Aussagen machen.

Vor dem Auswéahlen der Urne ist der Index o ebenfalls eine Zufallsvariable
mit der Prior-Wahrscheinlichkeit w(a) = 1/3.

Wenn die Urne bereits ausgewdhlt wurde, o also bereits vorliegt, wir nur
den Wert nicht wissen, betrachtet die Orthodoxe Statistik o nun nicht mehr
als Zufallsvariable.? Man kann im Rahmen der Orthodoxen Statistik z.B.
nicht mehr nach der Wahrscheinlichkeit, dass o = 1 ist, fragen. Um den-
noch Aussagen iiber solche Fragestellungen machen zu konnen, wurden die
Signifikanz-Tests erfunden.

5.2.2 Signifikanz-Test

Wir wollen wissen, ob die Daten mit der Hypothese o = 1 konsistent sind,
wenn NICHT, nennt man das Experiment SIGNIFIKANT. Das heifit, die Da-
ten sind zu weit vom Erwartungswert entfernt, dass die Abweichungen nicht
mehr zufélligen Charakter haben, sondern SIGNIFIKANT sind. Um zu zei-
gen, dass Daten signifikant sind, greift man in der orthodoxen Statistik auf
einen TRICK zuriick. Man kénnte das den indirekten Beweis der Statistik
nennen. Man geht davon aus, dass die Daten einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung geniigen, die durch die Hypothese vorgegeben ist. Liegen die beob-
achteten Daten in den Ausldufern der Wahrscheinlichkeitsverteilung, dann
ist es unwahrscheinlich, dass die Hypothese korrekt ist. Die Daten sind dann
signifikant, und die Hypothese muss verworfen werden.

Im vorliegenden Drei-Urnen-Problem wollen wir z.B. die Hypothese testen,
dass die Urne U; vorliegt. Wenn die Hypothese korrekt ist, erwarten wir im
Mittel p = N ¢ gelbe Kugeln. Die beobachtete Anzahl ng*? weicht hier-
von um An* = ‘ = ngXp‘ ab. Nun reicht es nicht die Wahrscheinlichkeit
P(ng®|N, qo) fiir den beobachteten Wert anzuschauen, da diese Wahrschein-
lichkeit mit zunehmendem N gegen Null geht. Man berechnet stattdessen die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Abweichung An vom Mittelwert auftritt,
die so groft wie oder grofer als die beobachtete Abweichung An* ist. Das

2Strenggenommen diirfte man mit (Pseudo-)Zufallszahlen keine Wahrscheinlichkeits-
rechnungen machen, da die Sequenz deterministisch vorgegeben ist und jeder Wert mit
Wabhrscheinlichkeit Eins vorhergesagt werden kann. Es liegt also genau die Situation vor,
wie im Fall der bereits gewéhlten Urne.
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heiftt, man berechnet die Wahrscheinlichkeit

P(ng < p—An"Vng > p+ An*|N,qi, B) =

p—An* N
> P(ngIN,q1) + P(ngN,q1) . (5.2)
ng=0 ng=p+An*
0.15
~ 0.1t 11N
o
Z
o
=
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0
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Abbildung 5.1: Binomial-Verteilung zu qo = 0.4 und N = 40 Die Fldche
unter dem gefillten Bereich gibt die Wahrscheinlichkeit P(An > An*|U,, B)
fur g™® =12 an, auf der der Signifikanz-Test beruht.

Wenn diese Wahrscheinlichkeit kleiner als ein vorgegebenes Signifikanz-Niveau
ps (z.B. 5%) ist, verwirft man die Hypothese.

Def. 5.12 (Statistischer Fehler erster Art, Irrtumswahrscheinlich-
keit) FEin Fehler erster Art liegt vor, wenn man eine Hypothese verwirft,
obwohl sie richtig ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler erster Art
bei gegebenem statistischen Test auftritt, nennt man IRRTUMSWAHRSCHEIN-
LICHKEIT.

Def. 5.13 (Statistischer Fehler zweiter Art) FEin Fehler zweiter Art
liegt vor, wenn man eine Hypothese akzeptiert, obwohl sie falsch ist.

Wie grof ist die Irrtumswahrscheinlichkeit beim Verwerfen der Hypothese,
wenn P(An > An*|U,,B) < pg? Vorausgesetzt, die Hypothese ist kor-
rekt, dann kennen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung, mit der die Rea-
lisierungen n, = ng auftreten. Es gibt Grenzwerte ng(,l und néz), die vom
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Signifikanz-Niveau abhingen, mit der Eigenschaft, dass die Hypothese im

Test verworfen wird, wenn immer der beobachtete Wert ng™ kleiner als nél)

oder grofer als n” ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass solche Werte n{™ im
Rahmen der Hypothese durch ,Zufallsschwankungen” auftreten, ist aber ge-
rade

P(n, < ngl) Vg > néz)) = ps

Das bedeutet, dass wir bei dem Signifikanz-Test mit Wahrscheinlichkeit pg
einen Fehler erster Art machen werden.

Man konnte nun auf die Idee kommen diesem Fehler dadurch zu minimie-
ren, dass man das Signifikanz-Niveau kleiner wihlt. Dann wird man seltener
versehentlich die Hypothese verwerfen, obwohl sie richtig ist. Andererseits
steigt damit der Fehler zweiter Art drastisch an, denn man wird nun zuneh-
mend die Hypothese akzeptieren, obwohl sie nicht korrekt ist. Umso kleiner
die Rand-Wahrscheinlichkeit P(An > An*|U,, B) ist, umso grofer ist die
Wahrscheinlichkeit, dass es sich um signifikante Daten handelt. Das wieder-
um bedeutet, dass die Hypothese falsch ist.

Die Rand-Wahrscheinlichkeit ist fiir das Drei-Urnen-Problem in Abbildung
5.2 liber den moglichen experimentellen Zéhlern ng*® aufgetragen.
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Abbildung 5.2: Drei-Urnen-Problem fiir N = 40 und g- Werte wie im Text.
Signifikanz-Test: (durchgezogene Kurve) Rand-Wahrscheinlichkeit P unter

der Hypothese, dass U, vorliegt. Bayesscher Hypothesen-Vergleich: (gestri-
chelte Kurve) PP = P(Uy|N,ng®, B).
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Nachteile dieser Methode
e Ad hoc.
e Nur sinnvoll, wenn unimodale Wahrscheinlichkeitsverteilung vorliegt.

e Es werden Hypothesen isoliert betrachtet.
Es geht nicht ein, welche Alternativen es gibt. Es kann sein, dass

— es nur 2 Alternativen gibt und separate Tests beide Alternativen
verwerfen.

— die betrachtete Hypothese véllig falsch ist und dennoch den Test
besteht und die richtige Hypothese gar nicht untersucht wird.

— Bsp: Hypothese es hat geregnet. Daten: Der Boden ist nass. Die
Hypothese besteht jeden Test, da

P(Der Boden ist nass|Es hat geregnet) = 1

Es fehlen alle anderen Erklarungen.

e Wie soll man das Signifikanz-Niveau wihlen? Ublich ist 5% oder 1%.

5.2.3 Bayessche Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Bayessche Wahrscheinlichkeitstheorie (BWT) unterscheidet sich in zwei
wesentlichen Punkten von der orthodoxen Statistik, ndmlich in der Inter-
pretation des Begriffes Wahrscheinlichkeit und in einer kontraren Sicht von
Zufallsereignissen.

a) In der Baysschen Wahrscheinlichkeitstheorie versteht man Wahrschein-
lichkeiten als Mals dafiir, dass eine Proposition wahr ist. Insofern stellt die
BWT eine Erweiterung der Aussagenlogik auf Teilwahrheiten dar.

b) Die Zufilligkeit ist keine intrinsische (physikalische) Eigenschaft des un-
tersuchten Objektes, sondern resultiert aus mangelnder Information. Diese
Sicht ist natiirlich wesentlich sinnvoller und weitreichender als die orthodoxe.
Sie trifft zu bei

e Miinzwurf (klassisch, deterministisch).
Es fehlt nur die nétige Information, um alles zu berechnen.

o Wiirfel

o (Pseudo-)Zufallszahlen. Man hat sogar die gesamte Information um die
Zahlen vorherzusagen.
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e Drei-Urnen-Problem. Die Urne wird nicht wirklich zufillig ausgewahlt.
Die Person, die sie auswahlt hat i.d.R ein Konzept, wie sie die Urne
auswahlt.

e Wihlerverhalten. Es gibt sicher bei den meisten klare Vorstellungen
warum sie eine bestimmte Partei wihlen.

e Klassische Vielteilchen-Systeme.

Was den Zufall charakterisiert, ist die Unberechenbarkeit aufgrund mangeln-
der Information.

Im Rahmen der Bayesschen Wahrscheinlichkeitstheorie gibt es auch keinen
prinzipiellen Unterschied zwischen der Behandlung des oben beschriebenen
Miinz-Problems, bei dem einmal die Miinze symmetrisch und einmal mani-
puliert ist. In beiden Fillen wird man vor dem ersten Experiment dieselbe
Wahrscheinlichkeit erhalten

P(Kopflfair, B) = 1/2

sowle
P(Kopf|manipuliert, B) = 1/2

Der Unterschied manifestiert sich erst beim zweiten Versuch
P(Kopflerster Versuch: Zahl, fair, B) = 1/2

aber
P(Kopf|erster Zug Zahl, manipuliert, B) = 0

Wir werden im iibernéchsten Kapitel zeigen, dass die BW'T die einzige konsis-
tente Theorie ist, um Teilwahrheiten quantitativ zu beschreiben. Die BWT
stellt einen Kalkiil fiir Propositionen dar. Die Rechenregeln, die sich aus der
Konsistenzforderung ergeben, sind die bereits bekannte Summen- und Pro-
duktregel und daraus abgeleitet das Bayessche Theorem. Sie wird Bayessche
Wahrscheinlichkeitstheorie genannt, da sie ausgiebig vom Bayesschen Theo-
rem gebraucht macht.

Das Bayessche Theorem gibt es auch in der Orthodoxen Statistik. Jedoch
diirfen die Argumente nur Zufallsvariablen sein, da dann die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten als Quotient von Wahrscheinlichkeiten definiert sind, zu de-
nen man relative Haufigkeiten angeben kann. Deshalb ist es nicht mdéglich
gewesen, dass Bayessche Theorem heranzuziehen, um zu ermitteln, welche
Urne U, vorliegt. Im Rahmen der BWT gibt es diese Probleme nicht. Wir
benétigen folgende Propositionen
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U,: Die Urne a wurde ausgewdhlt.

® ¢ = q.: Der Anteil q der gelben Kugeln ist q,.

o N: Die Stichprobe hat den Umfang N.

o ng: In der Stichprobe sind n, gelbe Kugeln.

e 3: Die Propositionen, die den Bedingungskomplex definieren.

Wir bestimmen die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(U,|N,n,,B) aus dem

Bayesschen Theorem.

P(”g‘Uaa N7 B) P(Ua‘N7 B)
P(ny4|N,B)

Do := P(Uq|ng, N, B) = (5.3)

Der erste Term im Zahler P(ny|U,, N, B) ist die Vorwérts-Wahrscheinlichkeit,
dass eine Stichprobe vom Umfang N aus der Urne U, n,4 gelbe Kugeln ent-
hélt. Das ist natiirlich die Binomial-Verteilung P(ny|N, g,) (Gl (3.8a)).
Der zweite Term im Ziahler P(U,|N,B) ist die sogenannte PRIOR-WAHR-
SCHEINLICHKEIT, dass die Urne U, vorliegt. Fiir die Bestimmung dieser
Wabhrscheinlichkeit ist die Kenntnis des Stichprobenumfangs irrelevant. Es
gilt deshalb P(U,|N,B) = P(U,|B). Diese Wahrscheinlichkeit ist
P(U,|N,B) = 1/3, da es 3 Urnen gibt und nur eines der Ereignisse giin-
stig ist.

Schlieflich kommt in Gl. (5.3) noch ein Normierungsnenner vor, der unab-
héngig von « ist. Er sorgt dafiir, dass Zizl Pa = 1. Daraus folgt

_ P(nyIN,g0)
22:1 P<ng|N7 qﬁ)

Diese Wahrscheinlichkeit ist in Abbildung 5.2 als Funktion von n, = ng®
aufgetragen.

Wir erkennen nun klarer, was der Unterschied zwischen den beiden Arten
von Wahrscheinlichkeiten ist.

% (5.4)

Def. 5.14 (Prior-Wahrscheinlichkeit) Wir bezeichnen hier mit
PRIOR-WAHRSCHEINLICHKEIT die Wahrscheinlichkeit P(X|B) fiir eine Pro-
position X, wenn nur der Bedingungskomplex gegeben ist und keine Daten
vorliegen. B kann aber durchaus Vorwissen anderer Form (z.B. Summenre-
geln, etc) enthalten.’

3Man findet auch hiufig den Begriff , a-priori-Wahrscheinlichkeit”. Der Begriff ist aller-
dings bereits in der Philosophie mit anderer Bedeutung in Gebrauch.

82



Wir werden spéater erfahren, wie man konsistent Prior-Wahrscheinlichkeiten
zuweist.

Im Drei-Urnen-Experiment konnte die Prior-Wahrscheinlichkeit bereits aus
der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit bestimmt werden.

Im Gegensatz zur Prior-Wahrscheinlichkeit gibt es die

Def. 5.15 (Posterior-Wahrscheinlichkeit) Unter der POSTERIOR-
WAHRSCHEINLICHKEIT verstehen wir die Wahrscheinlichkeit P(X|D,B) fiir
X, wenn neben dem Bedingungskomplex auch Daten D vorliegen.

Schlieflich hatten wir neben der Posterior- (bzw. Riickwérts-) Wahrschein-
lichkeit die Vorwarts-Wahrscheinlichkeit, die man auch Likelihood-Funktion
nennt

Def. 5.16 (Likelihood-Funktion) Unter der LIKELIHOOD-FUNKTION ver-
stehen wir die Wahrscheinlichkeit P(D|X, B), die Daten D zu messen, wenn

die Proposition X wahr ist und weiterhin der Bedingungskomplex vorliegt.

Man nennt sie Likelihood, da man an der Abhdngigkeit von X interessiert

ist. In dieser Grifie ist sie keine Wahrscheinlichkeit, da sie hierin nicht nor-

miert ist.

Wichtig:  P(D|X,B)+ P(D|X,B) #1

Im Urnen-Beispiel war die Likelihood die Binomial-Verteilung. Die Likelihood-
Funktion ist i.d.R. die einzige Grofke, die auch in der Orthodoxen Statistik
verwendet wird.
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Kapitel 6

Bayessche
Wahrscheinlichkeitstheorie

6.1 Was ist Wahrscheinlichkeit?

Im Lexikon findet man zwei Erkldrungen:

1. Wahrscheinlichkeit ist ein Begriff, der die Einstufung von Aussagen oder
Urteilen nach dem Grad ihres Geltungsanspruchs bzw. Moglichkeit und Ge-
wissheit bezeichnet, wobei die Griinde fiir den Geltungsanspruch nicht oder
noch nicht ausreichen, um die Annahme des Gegenteils auszuschliefsen.

2. speziell in Mathematik, Naturwissenschaft und Statistik: Wahrscheinlich-
keit ist der Grad der Moglichkeit bzw. Voraussagbarkeit (Prognostizierbar-
keit) des Eintretens eines Ereignisses.

Wahrscheinlichkeit ist somit ein Maf fiir den Wahrheitsgehalt bzw. Wahr-
heitsgrad einer Proposition.

Es gibt keine unbedingten (absoluten) Wahrscheinlichkeiten!

Z.B. die Wahrscheinlichkeit P(Z|B), beim Wurf einer Minze ,,Zahl” vorzu-
finden, ist nur dann 1/2, wenn vorausgesetzt wird, dass die Minze nur zwei
Modoglichkeiten hat, zur Ruhe zu kommen (auf der Kante ist ausgeschlossen)
und wenn sichergestellt ist, dass keine der beiden Seiten ausgezeichnet ist.
Auch wenn dieser Bedingungskomplex nahezu selbsterkldarend ist, ist nur durch
diese zumeist implizite Angabe die Fragestellung eindeutig definiert.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X|Y") kann somit auch als Maf dafiir ver-
standen werden, wie stark die Proposition Y die Proposition X impliziert.
Man kann Wahrscheinlichkeit deshalb auch als IMPLIKATIONSMASS betrach-
ten. Eigentlich ist es genau diese Interpretation, die uns in echten Problemen
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interessiert. Das Ziel ist immer auszuarbeiten, wie stark die vorliegenden In-
formationen inklusive experimenteller Daten implizieren, dass ein Parameter
bestimmte Werte annimmt, oder dass eine Hypothese wahr ist, oder dass ein
Modell die Daten beschreibt.

Wir werden sehen, dass dieses Mafs eindeutig definiert ist und dass aus den
Regeln der elementaren Logik der Kalkiil fiir dieses Maf folgt.

Hier werden wir die Summen- und Produktregel der Wahrscheinlichkeits-
theorie von einfachen Konsistenzforderungen der elementaren Aussagenlogik
ableiten.

6.2 Das Universalgesetz der
Wahrscheinlichkeitstheorie

Man kann die Regeln der Wahrscheinlichkeitstheorie aus der Aussagenlogik
herleiten. Diese Strategie geht auf R.T. Cox (1946) zuriick, der damit, 2 Jahr-
hunderte nachdem die Summen- und Produktregel eingefiihrt worden sind,
die Rechtfertigung geliefert hat, dass man die bekannten Regeln der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung auch auf das Maf des Wahrheitsgehalts einer Propo-
sition, bzw. das Implikationsmaf, anwenden kann. Damit ist es gelungen, die
Axiome der axiomatischen Wahrscheinlichkeitstheorie aus Konsistenzforde-
rungen herzuleiten.

Um einer Proposition in konsistenter Weise ein Mafs fiir den Wahrheitsge-
halt zuordnen zu konnen, miissen die Regeln der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung gelten. Jede andere quantitative Behandlung von Problemen
der induktiven Logik ist entweder hierzu dquivalent oder falsch.

6.3 Spezielle Propositionen

6.3.1 Indizierte Propositionen

In vielen Problemen ist es sinnvoll, Propositionen zu indizieren A;, (i =
1,2..., N), wobei die Anzahl der indizierten Propositionen endlich (N < oo
oder unendlich (N = 00) sein kann.

Beispiel: A;: Die Augenzahl beim Wiirfeln ist i.

Von besonderer Bedeutung sind hierbei paarweise DISJUNKTE Propositionen
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PAARWEISE DISJUNKTE PROPOSITIONEN

A, fiiri— N
Ai N A] = ure J W 1, . (61)
F sonst.

Die A; bilden eine PARTITIONIERUNG wenn sie disjunkt und VOLLSTANDIG
sind

PARTITIONIERUNG

ViAi=T : (6.2)

Die Produktregel vereinfacht sich fiir disjunkte Propositionen zu
Die Summenregel lautet fiir disjunkte, vollstdndige Propositionen

1=P(V; AilB)=>" P(A|B) . (6.3)

i

SUMMENREGEL FUR DISKRETE FREIHEITSGRADE

Z P(A;|B) =1 Normierung (6.4a)
P(B|B) = Z P(B|A;,B) P(A;|B) Marginalisierungsregel (6.4b)

%

6.3.2 Kontinuierliche Propositionen

Zur Behandlung von Problemen mit kontinuierlichen Freiheitsgraden, fithren
wir Propositionen vom Typ
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A_q: Die Variable A hat einen Wert kleiner als a

ein. Die Wahrscheinlichkeit dieser Proposition P(A.,|B) = P(A < a|B) ist
eine VERTEILUNGSFUNKTION.

Daraus erhalten wir durch Differenzieren die Wahrscheinlichkeitsdichte

P4 — P(A
p(AdJB) = lim. ( <a+da\30>la (Acd|B)

Der Ausdruck im Zahler ist nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit
P(dA,|B)

fiir die ,infinitesimale” Proposition

dA,: A liegt im Intervall [a,a+ da)

Die Wahrscheinlichkeit P(dA,) ist demnach ein Produkt aus der infinitesima-
len Intervallgrofe und der WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE p(A,|B). Diese
Form gilt allgemein fiir Probleme beliebiger Dimension a € R".
Wahrscheinlichkeitsdichten werden wir immer durch kleingeschriebene Buch-
staben kennzeichnen. Die Summenregel geht in diesem Fall iiber in

SUMMENREGEL FUR KONTINUIERLICHE FREIHEITSGRADE

/ p(z|B) de =1 Normierung (6.5a)

P(B|B) :/ P(B|z,B) p(z|B) de  Marginalisierungsregel (6.5b)

Die Bezeichnung ,Bayessche Wahrscheinlichkeitstheorie” riihrt daher, dass
das Bayessche Theorem

B|A, B) P(A|B)
P(B|B)

PAIB,B) = ! (6.6)

intensiv zur Losung inverser Probleme verwendet wird. Hierbei enthélt B die
experimentellen Daten und A sind die Parameter, Hypothesen oder Modelle,
die untersucht werden sollen.
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6.4 Einfache Beispiele

6.4.1 Propagatoren

(R. D. Mattuck, A Guide to Feynman Diagrams in the Many-Body Problem,
Dover Publications, Inc., New York, (92))

=7

f——

~

O

FRIEND'S
APARTMENT

R.D. MAT Tuck

Fig. 1.1 Propagation of Drunken Man

(Reproduced with the kind
permission of The Encyclopedia of Physics)

Ein Party-Gast (PG) propagiert nach der Party nach Hause. Dieses Modell
wird im obenerwéhnten Buch herangezogen um Greensche Funktionen in
der Vielteilchen-Theorie zu erkldren. Wir betrachten hier ein ganz einfaches
(relativ unrealistisches) Modell. Bei jeder Bar wird erneut iiberlegt, ob er
einkehren soll (Wahrscheinlichkeit Pg) oder nicht (1— Pg). Wenn er einkehrt,
besteht ein Wahrscheinlichkeit Pr < 1, dass er wieder herauskommt und
weiter propagiert.

Die disjunkten Ereignisse (Propositionen) sind hier

E,.: Er kehrt in n Bars ein.

Die zu untersuchende Proposition lautet:

H: Er kehrt am Abend heim.

Mit der Marginalisierungsregel erhalten wir

P(H|N,B) =Y P(H|E,,N,B) P(E,|N,B)

n=0

Die Proposition N besagt, dass es N Bars gibt, und der Bedingungskomplex
enthilt u.a. die Information, dass jede Bar hochstens einmal aufgesucht wird.
Nun sollen die Entscheidungen, in die individuellen Bars einzukehren, unkor-
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reliert (unabhéingig) sein. Es handelt sich also um einen Bernoulli-Versuch
N n N—-n
P(Ey|N,B) = Pg" (1 - Pp)
n

Die Wahrscheinlichkeit, dass nach einem Bar-Besuch die Heimreise fortge-
setzt werden kann, sei Pgr. Damit er noch in dieser Nacht zu Hause ankommt,
muss er in allen n Féllen die Heimreise antreten. Das geschieht mit der Wahr-
scheinlichkeit Pr". Somit haben wir

N

> P(H|E,,N,B) P(E,|N,B)

P(H|N, B)

3
Il
o

[
WE

n

N
( ) Pp" (1 — Pp)N=" Py
0

3
Il

[
M =

n

() (Paray (1 Py

o

n=

= (PgPr+1—Pp)" = (1 — Pg(1 — Pg))"

Das Ergebnis macht Sinn, denn Pg (1 — Pg) ist die Wahrscheinlichkeit, dass
er von einer Bar absorbiert wird. Demnach ist 1 — Pg (1 — Pg) die Wahr-
scheinlichkeit, dass er eine Bar ,jiberwindet”. Damit er nach Hause kommt,

muss dieses Ereignis N-mal eintreten.
Wenn Pgp(1 — Pr) < 1, dann gilt

P(H|N,B) = ¢V m(0=Ps(1=Pr)) ~ ¢=Ps(1=Pr) N & ,—az

Wir erkennen sofort den Bezug zu physikalischen Problemen, z.B. Dampfung
von Wellen, Teilchen in Materie. Die Anzahl N der Bars entspricht dem
zuriickgelegten Weg x, und die Wahrscheinlichkeit Pg(1 — Pg), von einer Bar
sabsorbiert” zu werden, entspricht der Dampfungkonstante oo pro Wegeinheit.

6.4.2 Das 3 Tiiren Problem

Aufgabenstellung eines Gliicksspiels:

Es gibt drei Tiiren. Hinter einer Tiir befindet sich der Hauptgewinn. Der
Kandidat wéhlt eine Tiir aus. Der Quizmaster 6ffnet eine der beiden anderen
Tiiren, allerdings niemals die Tiir mit dem Hauptgewinn. Danach kann der
Kandidat entscheiden, ob er bei seiner Wahl bleibt, oder die noch verschlos-
sene Tiir wahlt.

Ist es besser, bei der ersten Wahl zu bleiben, zu wechseln, oder spielt es keine
Rolle?
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Wir wollen die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass wir mit der Strategie S
gewinnen. Die benotigten Propositionen sind

e S: Die verfolgte Strategie ist, bei der ersten Wahl zu bleiben.

o G: Wir gewinnen.

Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(G|S, B). Wann sind alle Wahr-
scheinlichkeiten bekannt? (Genau dann, wenn wir wissen, ob unsere erste Wahl

richtig war! Also verwenden wir die Propositionen
o = 1/0: Die erste Wahl war richtig/falsch
Die Marginalisierungsregel liefert das gesuchte Ergebnis

P(G|S, B)) = 21: P(Glo, S, B) P(0|S,B) = P(o = 1|8, B) = 1/3.

o=0 50 1

Somit ist es offensichtlich wesentlich besser, die Tiir zu wechseln. Wie kann
man das anschaulich verstehen? Es ist gut, bei der ersten Entscheidung zu
bleiben, wenn die erste Wahl richtig war. Hierfiir gibt es zu Beginn nur eine
Moglichkeit. Es ist hingegen gut zu wechseln, wenn die erste Wahl falsch war.
Hierfiir gibt es zu Beginn zwei Mdglichkeiten.

6.4.3 Detektor fir seltene Teilchen

Wie gut muss ein Detektor sein, um seltene Teilchen nachzuweisen? Bendtigte
Propositionen

e T/ T: Teilchen vorhanden / nicht vorhanden.

o D: Detektor spricht an.

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dass ein Teilchen vorhan-
den ist, wenn der Detektor anspricht? Wir verwenden hierzu das Bayessche
Theorem

P(DI|T,B) P(T|B)
P(D|T,B) P(T|B) + P(D|T,B) P(T|B)

P(T|D,B) =

Zahlenbeispiel:

P(T|B) =10""
P(DI|T, B) = 0.9999
P(D|T, B) = 0.0001
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Einsetzen der Zahlenwerte liefert
P(T|D,B) =10"*

Obwohl der Detektor scheinbar sehr gut ist, ist die Wahrscheinlichkeit ver-
schwindend klein, dass tatséchlich ein Teilchen vorhanden ist, wenn der De-
tektor reagiert.

Wie gut muss dann der Detektor iiberhaupt sein, damit P(7'|D, B) wenig-
stens 1/2 ist? Offensichtlich muss gelten

P(D|T,B) P(T|B) < P(D|T,B) P(T|B)

P(D|T.B) < P(DIT.B) 5 PTIB)

A P(T|B) ~ P(T|B)

Das heift, die Fehlerrate P(D|T, B) muss kleiner als 10~% sein.

Medizinische Untersuchungen

Diese Uberlegungen lassen sich sofort auf medizinische Reihen-Untersuchungen
iibertragen. Die Propositionen sind dann

e 1. Der Patient hat einen Virus.
e D: Der Befund ist positiv.

Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit, dass der Patient tatséchlich einen Virus
hat, wenn der Befund positiv ausfillt. Typische Werte sind

P(T|B) = 0.001
P(D|T,B) =0.9
P(D|T,B) = 0.01
Das liefert
P(D|T,B) P(T|B) = 0.9 -0.001 = 0.0009
P(D|T,B) P(T|B) = 0.01- (1 —0.001) = 0.00999

1 1
P(T|D,B) = — 5oz = —— =~ 0.08
1+ 000999 797

Das heifit die Wahrscheinlichkeit ist lediglich 0.08, dass der Patient den Virus
hat. Allerdings ist dadurch die Wahrscheinlichkeit von P(7T'|B) = 0.001 vor
der Untersuchung um einen Faktor 80 angestiegen.
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Der anschauliche Grund in beiden Féllen ist der, dass es fiir das Reagieren
des Detektors/Tests sehr viel mehr Moglichkeiten P(D|T,B) P(T|B) der
Fehldiagnose als der korrekten Diagnose P(D|T,B) P(T|B) gibt, da es sich
um seltene Teilchen /Fille P(T|B) > P(T|B) handelt.

6.4.4 Ist die Miinze symmetrisch?

Wenn man Hypothesen testen will, betrachtet man {iblicherweise das soge-
nannte Odds-Ratio

_ P(H|D, B)

P(H|D,B)

wobei H die zu analysierende Hypothese und D die Daten sind. Der Vorteil
des Odds-Ratios ist, dass man vermeidet, den Normierungsnenner berechnen
zUu miissen.
Hier interessieren wir uns fiir

 P(H|nk,N,B)  P(ng|H,N,B) P(H|B)  P(ng|H,N,B) P(H|B)
N g N s

~
Bayes—Faktor Prior—0dds

Die verwendeten Propositionen lauten
e H: Die Miinze 1st symmetrisch
e ny: Die Anzahl ,Kopf” ist ng.
o N: Die Miinze wird N-mal geworfen.
Wir gehen davon aus, dass wir vorab nicht wissen, ob die Miinze symmetrisch

ist oder nicht
P(H|B)

P(H|B)

Die MARGINALE LIKELIHOOD-FUNKTION P(ng|N, H, B) und P(ng|N, H, B)
kann unter Ausnutzung der Marginalisierungsregel aus der Likelihood-Funk-
tion berechnet werden

1
P(ng|N, A, B) = / P(nkIN,, A, B) p(alN, A, By dg,  (6.7)
0

mit A = H oder A = H. Die Likelihood-Funktion ist unabhiingig von A,
denn sie gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei N-maligem Miinzwurf
ni-mal Kopf erscheint, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf im Einzelwurf
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q ist. Durch die Bedingung, dass ¢ bekannt ist, wird die Hypothese H oder
deren Negation H in der Likelihood-Funktion iiberfliissig. Es handelt sich
wieder um die Binomial-Verteilung

N
P(nk|N,q,B) = (nK) q"< (1 —q)N

Die Abhéngigkeit von A steckt in P(q|N, A, B). Diese Wahrscheinlichkeit ist
logisch unabhéngig von der Zahl der Wiirfe N

d(q—1/2) firA = H

P(q|A,B) = —
(4 ) {0(0§q§1) firA=H

Im Fall, dass die Hypothese zutrifft, ist ¢ = 1/2. Strenggenommen ist in
diesem Fall P(ng|N,q, H, B) nur fiir ¢ = 1/2 erlaubt, da fiir andere Werte von
q hinter dem Bedingungsstrich ein Widerspruch steht. Die Wahrscheinlichkeit
P(ng|N,q, H,B) ist fiir ¢ # 1/2 nicht definiert, aber diese Terme tragen
wegen der -Funktion ohnehin nicht zum Integral Gl. (6.7) bei.

Die Hypothese H bedeutet, dass wir nicht wissen welchen Wert ¢ annimmt.
Er kann somit jeden Wert zwischen 0 und 1 gleich-wahrscheinlich annehmen.
Damit haben wir

Pl 1.8) = () ()" (=5 = () 2

ng nk

P(ng|N,H,B) = (g{) /1 g (1— )N dg = (N) ni! (N —ng)!

Das Odds-Ratio ist somit
27V (N+1)!
~ng! (N —ng)!

Wir betrachten die beiden Extremfille

e Die Miinze ist manipuliert und féllt immer auf Kopf.

e Die Miinze verhilt sich perfekt symmetrisch ¢ = 1/2.

Im ersten Fall ist ng = N. Damit vereinfacht sich der Bayes-Faktor zu
0=2""(N+1)

Aus dem Odds-Ratio erhalten wir die Wahrscheinlichkeit
0 1 1

P(H =N,N = = =
(Hlnwe = NN B) = 37 1+1/o 1+2N/(N+1)
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N [ P(H[nx = N, N, B)
0 0.500

1 0.500

2 0.429

5) 0.158

10 0.011

15 0.0005

20 0.00002

Tabelle 6.1:

Die Ergebnisse hierzu sind in der Tabelle 6.1 aufgelistet.

Fir N = 0 ist alles noch unentschieden P(H|ng, N,B) = 1/2. Nach dem
ersten Wurf ist die Wahrscheinlichkeit immer noch P(H|ng, N,B) = 1/2.
Weitere Werte sind in der Tabelle aufgelistet. Man erkennt, dass die Wahr-
scheinlichkeit sehr schnell klein wird und man bereits bei zehn Wiirfen sicher
sein kann, dass die Miinze manipuliert ist.

Im Fall einer symmetrische Miinze erhalten wir im Idealfall N = 2ng. Damit

wird aus dem Odds-Ratio
0 — 2—2”1( (2 nk + 1)'
nK! nK'

Fiir diesen Datensatz sind die Ergebnisse in Tabelle 6.2 aufgefiihrt.

N [ P(H[nx = N/2, N, B)
0 0.500
2 0.600
10 0.730
20 0.787
40 0.837
100 0.889
200 0.919
2000 0.973

Tabelle 6.2:

Es ist natiirlich wesentlich schwerer in diesem Fall zu entscheiden, ob die
Miinze symmetrisch ist oder nicht.

6.4.5 Produktionsrate des Wettbewerbers

Eine Firma hat von einem Produkt N Stiick hergestellt. Die einzelnen Tei-
le haben fortlaufende Seriennummern. Es wird eine Stichprobe vom Um-
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fang L ohne Zuriicklegen genommen, in der sich die laufenden Nummern

{ni1,na,...,n} befinden. Was kénnen wir daraus iiber die Gesamtprodukti-
on aussagen?
Die Wahrscheinlichkeit P(N|ny, ng,...,ng, B) konnen wir wieder {iber das

Bayessche Theorem bestimmen

1
P(N|ny,ng,...,np, L, B) = Z P(ny,ng,...,np|N,L,B) P(N|L,B)

Hierbei ist die Bedeutung der Propositionen
o N: Die Stiickzahl betrigt N.
o [: Der Umfang der Stichprobe ist L.

e n;: Das j-te Element der Stichprobe hat die Seriennummer n;.

Die Wahrscheinlichkeit P(ny,na,...,ng|N, L, B) kann mit der Produktregel
weiter vereinfacht werden

P(ny,...,ng|N,L,B) = P(ng|ni,...,n_1,N, L, B)
- P(ny,...,np_1|N, L, B)
= P(ng|ny,...,ny_1, N, L,B)
-P(ngp_1|n1,...,np_o, N, L,B)
-+« P(ng|ny, N, L, B) P(ny|N, L, B)

Die Stichprobe soll ,zuféllig” entnommen sein. Das bedeutet, dass {1,2,..., N}
mit gleicher Wahrscheinlichkeit in der Stichprobe vorkommen kann

P(nj]nl,ng,...,nj,l,N,L,B):N_—jH < ,

da es fiir die Seriennummer n; noch N — j +1 mogliche Werte gibt, da durch
die Seriennummern n, N9, ..., n;_; bereits j — 1 Nummern von N vergeben
sind. Die N — 5 + 1 Moglichkeiten haben alle dieselbe Wahrscheinlichkeit.
Damit ist die Likelihood-Funktion

L
1
P(ny,ns,...,ne| N, L,B) = [ | (— 0(n; < N>>
e N+1—j
— |
—O(N > nas) %

Hierbei ist nmax = max; n; die grofte Seriennummer in der Stichprobe.
Die Prior-Wahrscheinlichkeit P(N|L, B) enthilt nur die Bedingung, dass die
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Stichprobe den Umfang L hat. Das bedeutet, dass N > L sein muss. Wir
werden einen Maximalwert Np., einfiihren, den wir am Ende der Rechnung
nach Unendlich gehen lassen

P(N|L,B) = O(L < N < Nipax)

Nmax — L
Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

1 (N = L)!
P(N’nl,TLQ, ce ,nL,L,B> = ? Q(nmax S N < Nmax) T
Nmax
;L (N —L)!

Z = Z N
N=nmax

Um ohne Computer weiterzukommen, gehen wir davon aus, dass nya., > L.
Dann sind die Werte fiir N ebenfalls sehr viel grofer als L und wir kdnnen
(N —L)!
N! o
verwenden. Die Normierungskonstante Z’ lasst sich dann ndherungsweise be-
rechnen, indem wir die Summe durch ein Integral ersetzen

—L

Nrﬂax
—L+1 |"max —L+1
ZI ~ NfL dN — N Mmax

N=nmax
Das fiihrt zu
O(Nmax < N < 00) N7L
n-L+ /(L —1)

max

P(N|ny,ny,...,ng, L,B) =

Die Wahrscheinlichkeit fiir V im Lichte der Stichproben-Information hat ihr
Maximum beim kleinsten erlaubten Wert N = n,. und fallt von da wie
NI ab. Der Mittelwert liegt bei

1 Nmax
_ —L
(N)=—; > NN
N=nmax
Nmax
1
~— / N~*aN
N=nmax

L—1 nit+2

max
Nmax—00 n7L+1 L - 2

Y B
_nmaxL_2_nmax L—2
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Das Ergebnis macht erst Sinn fiir L > 2. Fiir kleinere Stichproben héingt
die Posterior-Wahrscheinlichkeit vom Cutoff N,,, ab, und fiir N,., — o0
existiert weder die Norm noch das erste Moment.

Wir wollen die Verteilungsfunktion untersuchen

N
F(N):= > P(N'|ni,n,...,ns,L,B)

N'=nmax

N
L—1 _
~ O(N > Nipax) ——— / N'""dN’
n

—L+1
max
NMmax
_oN > L—1 nr;g;l_NfLJrl
= 0N 2 M) n_ L+ L—-1

max

FIN) =00 2 ) (1 (222)")

N

Damit z.B. 90% der Wahrscheinlichkeitsmasse abgedeckt ist, muss (Zzax) L
0.1 sein. Daraus folgt

N = Ngnax (0.1)"VED = - (10) Y/ ED

Fiir eine Stichprobe vom Umfang L = 10 bedeutet das, N = 1.29 n... Mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.9 liegt N im Intervall N € [npax, 1.29 Ny
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Kapitel 7

Kontinuierliche Variablen

Bisher haben wir uns fast ausschliefslich mit diskreten Problemen beschéaftigt,
wie z.B. Wiirfelprobleme, Miinzwurf, Urnenprobleme etc. Viele Probleme
sind jedoch kontinuierlicher Natur.

7.1 Verteilungsfunktion und Dichtefunktion

Die einfachste Moglichkeit, kontinuierlichen Variablen in die Wahrscheinlich-
keitstheorie einzufiihren, bietet die Verteilungsfunktion.

Def. 7.1 (Verteilungsfunktion) Unter der Verteilungsfunktion versteht man
die Wahrscheinlichkeit

F(x) = P(x < z|B) ,

dass eine Zufalls-Variable x Werte kleiner oder gleich x annimmt. Man nennt
die Verteilungsfunktion auch kumulative Wahrscheinlichkeit.

Daneben definiert man die Dichtefunktion (Wahrscheinlichkeitsdichte)

Def. 7.2 (Wahrscheinlichkeitsdichte) Das ist die Ableitung der Vertei-
lungsfunktion nach der Zufalls-Variablen

_4d
- dx

p(x) F(x)

Nach der Definition der Ableitung ist
p(z) doe = (F(m+dw) — F(x)) = P(z < x <z + dz|B)
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Das heifit die Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Zufalls-Variable x Werte aus dem infinitesimalen Intervall dx bei x annimmt,
dividiert durch die Intervall-Grofe dx. Die Wahrscheinlichkeitsdichte 1asst
sich sofort auf hohere Dimensionen x € R" verallgemeinern. Sie ist dann die
Wahrscheinlichkeit, dass die Zufalls-Variable Werte aus dem infinitesimalen
Volumen dV, bei x annimmt, dividiert durch das Volumen.

Man kann in einer Dimension umgekehrt aus der Wahrscheinlichkeitsdichte
leicht die Verteilungsfunktion berechnen

—0o0

Fiir mehrere Dimensionen ist dieser Ausdruck entsprechend zu erweitern.
Wir werden diesen Fall im Weiteren aber nicht bendétigen.

Die Verteilungsfunktion und die Dichtefunktion lassen sich auch fiir diskrete
Probleme definieren. Das bietet eine Moglichkeit, alle Probleme als konti-
nuierliche Probleme zu behandeln. Die Werte der Zufalls-Variablen seien x;,
(k=0,1,...,N), mit den Wahrscheinlichkeiten Py. Die Verteilungsfunktion
F(z) ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert der Zufalls-Variablen
kleiner oder gleich als x ist

F(z) = Pz, < z|B) = Z Py ) (7.1)

rp <z

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p

—~

x) ist

F(z) = / p(x)dx_z B / 6(z' — xy,) da’ = Z P,
—0 k=0 o k=0
N , T <z
0(x,<z)

7.1.1 Beispiel eines kontinuierlichen Problems

Es werden zufillig Teilchen auf ein kreisférmiges Target geschossen. Es ist
sichergestellt, dass alle Teilchen innerhalb des Radius R landen. Wir suchen
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die Wahrscheinlichkeit, dass die Teilchen innerhalb des Kreises vom Radius
r < R angetroffen werden. Die giinstigen Ereignisse haben die Fliche 7r?.
Die gesamte Fliche betrigt mR?. Somit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

0 <0
F(z)=P(x <z|B) = ;—z 0<z<R
1 R<uw

Es soll hier noch einmal die Bedeutung des Bedingungskomplex erklért wer-
den. B enthélt hierbei z.B. die Information, dass der Abstand vom Radius
nicht grofser als R werden kann, und dass alle Punkte auf dem Kreis vom
Radius R gleich wahrscheinlich sind.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte erhalten wir aus der Ableitung der Verteilungs-
funktion

g 0 z <0
p(x|B):%F(x): 22 0<z<R
0 R<uz

Die Wahrscheinlichkeit, in den infinitesimale Kreisring mit Radius x € [z, z+
dx) zu treffen, ist Null fiir nicht erlaubte Radien, also fiir z < 0 oder z >
R. Fiir erlaubte Radien steigt diese Wahrscheinlichkeit mit der Fldche der
Kreisrings, also mit x linear an. In Abbildung 7.1 sind die Verteilungsfunktion

F(9)
ROp(x) 1

Abbildung 7.1:  Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte des
Target-Problems.

und die Wahrscheinlichkeitsdichte dargestellt.
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7.1.2 Beispiel eines diskreten Problems

Wir betrachten ein Bernoulli-Experiment mit n = 6 Wiederholungen und
einer Einzel-Wahrscheinlichkeit p = 1/2 fiir das Auftreten eines Ereignisses
E. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis k-mal auftritt, ist durch die
Binomial-Verteilung gegeben

P(kln=6,p=1/2) = 2—6(2)

Die Verteilungsfunktion lautet dann geméaf Gl. (7.1)

F(z) = P(k < 2|B) = 2°° kﬁ; (Z)

k<z

Die Wahrscheinlichkeitsdichte erhalten wir aus Gl. (7.2)

p(z|B) =20 g (Z) 5z — k)

Dichte- und Verteilungsfunktion der Bernoulli-Verteilung sind in Abbildung
7.2 dargestellt.

p(x), F(x)

Abbildung 7.2: Dichte- und Verteilungsfunktion der Bernoulli-Verteilung fir
n =6 und p = 1/2. Die §-Funktionen in der Wahrscheinlichkeitsdichte wur-
den durch normierte Gauf-Funktionen endlicher Breite approximiert, um ei-
ne graphische Darstellung zu ermdglichen. Die Punkte sollen andeuten, dass
die Intervalle links abgeschlossen und die rechts offen sind.
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7.2 Weitere Definitionen

7.2.1 Definition von Mittelwert, Momenten
und marginaler Verteilung

In Kapitel 2 haben wir fiir diskrete Zufallsvariablen den Mittelwert und die
Momente definiert. Analog definieren wir

Def. 7.3 (Mittelwert einer kontinuierlichen Zufallsvariable) Gegeben
sei eine Zufallsvariable X und die dazugehérige Wahrscheinlichkeitsdichte
p(X = x) = p(z). Dann definiert man als

MITTEIWERT EINER KONTINUIERLICHEN ZUFALLSVARIABLE

Wieder schreiben wir in Zukunft (x) anstatt (X). MITTELWERTE VON FUNK-
TIONEN von Zufallsvariablen und MARGINALE VERTEILUNG definiert man
analog zu Gl. (2.12) und (2.11), Summen sind durch Integrale zu ersetzen. Die
Definitionen der MOMENTE konnen wir wortlich aus Kapitel 2 iibernehmen,
es muss nur auf die korrekte Mittelwertbildung geachtet werden.

7.2.2 Definition einer Stichprobe

In der Praxis kennt man oft die theoretische Verteilung von gewiinschten
(Mess-)Gréken nicht. Einzelne Realisierungen davon sind aber durchaus (ex-
perimentell) zugénglich. Sie spielen daher eine zentrale Rolle beim Analysie-
ren unbekannter Verteilungen.

Def. 7.4 (Stichprobe) X sei eine Zufallsvariable mit einer Verteilungs-
funktion v — F(x). L unabhingige Feststellungen (z.B. Ergebnisse von Ez-
perimenten) x1,xs, ...,y Uber die Zufallsvariable X heiflen eine Stichprobe
vom Umfang L.
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7.3 Ordnungs-Statistik

Wir betrachten folgende Aufgabenstellung. Gegeben sei eine Stichprobe vom
Umfang L von identisch unabhingig verteilten (i.u.v.) (englisch i.i.d.) konti-
nuierlichen Zufallszahlen der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x). Die zugehorige
Verteilungsfunktion sei F'(x). Die Elemente der Stichprobe werden nach an-
steigendem Wert sortiert

§51 <8 <SS S Spp1 < ... S5
Wir suchen die Wahrscheinlichkeit P(sy € (z,x + dx)|L, p, B), dass das k-te
Element s; der sortierten Liste im Intervall (x,z + dz) liegt. Dazu miissen
drei Propositionen gleichzeitig erfiillt sein

e A: k — 1 FElemente sind kleiner-gleich x.
e B: L — k Elemente sind grifier-gleich x.
e (C: Fin Elemente liegt im Intervall (x,z + dz)

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Element kleiner ist als x, ist durch die Vertei-
lungsfunktion p; = F(z) gegeben. Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Element grofer-gleich z ist, ps = (1—F(z)). Schlieflich ist die Wahr-
scheinlichkeit, ein Element in (x, z+dzx) anzutreffen, p3 = p(z) dz. Es handelt
sich im Prinzip um das Problem, L Teilchen auf drei Boxen zu verteilen, von
denen die Einzel-Wahrscheinlichkeiten p, sind. Wie grofs ist die Wahrschein-
lichkeit, in der ersten Box k — 1, in der zweiten L — k und in der dritten Box
ein Teilchen anzutreffen. Die Losung ist die Multinomial-Verteilung (siehe
Gl. (3.11a))

ORDNUNGS-STATISTIK, ORDER STATISTICS

P(sy € (x,z +dx)|L, p, B)

L . .
T (k= DL —k)! Fx)" (1= F(x))"™" plx)dz . (7.4)
dF (x)
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7.3.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung von Maximalwerten

Wir betrachten L Zufallszahlen xq, xs, ...,z einer Wahrscheinlichkeitsdichte
p(z). Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeitsdichte der dabei auftretenden
Maximalwerte

p(§|L, B)

Diese Wahrscheinlichkeit ist nichts anderes als die Ordnungs-Statistik fiir
k = L. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach

MAXIMA-STATISTIK

p(EIL.B) = Lp(§) F()" (7.5)
F(xz) ist die Verteilungsfunktion zur Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) ist.

Wir illustrieren das am Spezialfall gleich-verteilter Zufallszahlen. In diesem
Fall ist die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) = 0(0 < z < 1) und die Vertei-
lungsfunktion F(z) = 0(0 < z < 1) z. Die Maximalwert-Wahrscheinlichkeit
1st somit

p(€|L,B) =L O0 <z <1) et

Der Erwartungswert der Maxima ist dann

L 1

1 1 .
R A R = R L)

Diese Uberlegungen koénnen leicht auf dem Computer simuliert und getestet
werden. Es werden L Zufallszahlen erzeugt, daraus das Maximum bestimmt
und das Ganze M mal wiederholt um Mittelwert und Standardfehler zu er-
mitteln. Die Ergebnisse sind in Abbildung 7.3 als Funktion von L dargestellt.

7.4 Gangige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

7.4.1 Gleich-Verteilung im Intervall [a, b]

Fiir die Gleich-Verteilung im Intervall [a, b] fithren wir die erweiterte Stufen-
funktion ein

p(zla,b) = — Ola <z <b)
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< Max>

o2

10 20 30 40 50

Abbildung 7.3: Mittelwert der Mazima von L gleich-verteilten Zufallszahlen
als Funktion von L. Die durchgezogene Kurve stellt die berechneten Ergeb-
nisse dar, die mit denen der Computersimulation (Kreise+Fehlerbalken) in-
nerhalb der Fehlerbalken tibereinstimmen.

Der Mittelwert ist offensichtlich (b+ a)/2, und die Varianz erhalten wir aus

1 b bS_ 3 2 b b2
(%) = / 2? dr = ¢ _eror
b—a J, 3(b—a) 3

Damit ist die Varianz

a’® + ab + b? a+b)? b— a)?
var(z) = 3 _ 4):(12)

(GLEICH-VERTEILUNG

Def.bereich: z € [a,b]

py(zla,b) = i - (7.7a)
Fy(z|a,b) : = z:z (7.7b)
(z) = 2 ; b (7.7¢)

var(z) = (b I;) (7.7d)
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Besonders prominent ist die Gleich-Verteilung auf dem FEinheitsintervall
pg(x]0,1) mit Mittelwert 1/2 und Varianz 1/12. Hierfiir gibt es in jeder ver-
niinftigen Programmiersprache einen PSEUDO-ZUFALLSZAHLEN-Generator,
der i.d.R. RND oder RAND heifst.

7.4.2 [(-Verteilung

Im Zusammenhang mit Bernoulli-Problemen spielt die 3-Verteilung eine wich-
tige Rolle.

(-VERTEILUNG

Def.bereich: z € [0,1]

pa(zla, p) = B((ip) (1 =) (7.8a)
Fitako )= gy [, 9 0t (7.8b)
(z) = o (_)Ié_ P (7.8¢)

var(z) = <xo>[ fp_ﬁ” (7.8d)

Der Normierungsfaktor B(q, p) ist das S-Integral bzw. die S-Funktion.

B-FUNKTION UND UNVOLLSTANDIGE [3-FUNKTION

B(a, p) = /0 p* (1 =p)~tdp = Tlaty)

B(z;a,p) = /Ox Pt (1 —p)Ptdp (7.9b)
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Die unvollstdandige 3-Funktion ist bis auf die Normierung gleich der Vertei-
lungsfunktion der 3-Verteilung.

Die Kenngrofen Mittelwert und Varianz der (-Verteilung lassen sich leicht
mit Gl (7.9a) bestimmen

@ = [ wpalata.p) do
Bla+1,p) T(a+1)I(p) I'(a+p) o

Bla,p)  T(@T(p)Tla+p+1) a+p

<932>— 04+2p)_F(04+2)F() ['(a+p)
B(a, p) ['(a) T'(p) D+ p +2)
a(a+1)
~(a+p)(a+p+1)

Hieraus erhilt man die Varianz

Var(x) _ <l’2> o <$> 2 <SL’>(1 B <$>)

 a+pt1

In Abbildung 7.4 ist die Verteilungsfunktion und die Dichte der 3-Verteilung
abgebildet. Die Parameter «, p wurden so gewéhlt, dass (x) = .5 und var(x) =
0.01,1/12,0.2. Der Wert var(x) = 1/12 ist insofern ausgezeichnet, als dass
die Varianz der Gleich-Verteilung auf dem Einheits-Intervall ist. Fiir kleinere
Werte der Varianz besitzt die Beta-Dichte ein Maximum bei 2 = 1/2. Um
eine grofere Varianz als die der Gleich-Verteilung zu erreichen, muss die
Dichte an den Réndern divergieren. Fiir (z) = 1/2 ist

“mre % (4va1(x) B 1)

Wir konnen die Beta-Funktionen verwenden, um die kumulative Wahrschein-
lichkeit der Bernoulli-Verteilung anzugeben!

!Den Beweis findet man z.B. im Buch von Meschkowski (S.109fF).
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Bix:a,B), B(a,B)
Blx;a,B), B(x;a,B)

BOxa,R), BOGa,B)

0 0.5 1 0 0.5 1
X X

Abbildung 7.4: Verteilungsfunktion (durchgezogene Linie) und Dichte (gestri-
chelte Linie) der 3-Verteilung. Die Parameter «, p wurden so gewdhlt, dass
(x) =1/2 und var(z) = 0.01,1/12,0.2.

KUMULATIVE WAHRSCHEINLICHKEIT DER BERNOULLI-VERTEILUNG

Fs(z|n, p) = Xn: (Z) 71—

r=0
r<x

B(p;r+1,n—r) (7.10)
B(r+1,n—r) "’
mitr<z<r+1, p<l

Die S-Funktionen werden spiter bei der Analyse von Urnen-Problemen wie-
derholt auftreten.

7.4.3 TI-Verteilung, \x’-Verteilung

Eine weitere sehr wichtige Verteilung ist die
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I'-VERTEILUNG

Def.bereich: € [0, 0)

[e7

pr(zla, §) = @) A (7.11a)
Fr(zla, B) : = F[z;) ] e Pt dt (7.11b)
() = % (7.11c)

var(z) = % (7.11d)

Mittelwert und Varianz der I'-Verteilung lassen sich leicht berechnen

(x) = /000 z pr(z|a, B) de = % /000 glet=1 gz gy

— 1 OO (a+1)-1 —B=z
i e et g
_ L7 ey
_5F(04)/0 Zot=l e gz
INa+1) «
- BT
var(x) = Ff:v) /000 gletD=l =Bz gy (%)2
- T(a+2) a2 afa+1) a2«
“wrw B e B TR

In Abbildung 7.5 ist die Verteilungsfunktion und die Dichte der I'-Verteilung
fiir &« = 4 abgebildet. Der Parameter § geht nur in der Skalierung der z-Achse
in der Kombination fx ein. Fiir 0 < o < 1 besitzt die I'-Dichte eine Divergenz
bei x = 0, fiir « = 1 ist sie identisch der Exponential-Funktion und fiir a > 1
besitzt sie ein Maximum bei fx = o — 1. Die kumulative Wahrscheinlichkeit
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a=0.1 o= o=
1 1 1
K FV(X‘G'B) FV(X‘H,B) FV(X;H,B)

0.5 0.5

Y
aB). Fxap)
aB). Fxap)

¥(X;
(X

B vixa,p) B v(xa.p) B y(xa,)

Abbildung 7.5: Verteilungsfunktion wund Dichte der TU-Verteilung fiir
a=0.1,1,4.

der I-Verteilung ist die auf Eins normierte unvollstidndige I'-Funktion

[-FUNKTION UND UNVOLLSTANDIGE ['-FUNKTION

MNa) := /OO t et dt (7.12a)
['(z; ) := ' to et dt (7.12b)
I'a)=(a—1)T'(a—1) (7.12¢)
INa)=(m—-1)! firneN (7.12d)
T(1/2) = V7 (7.12¢)

Einen Spezialfall (o« = 2, 3 = 3) hiervon stellt die x*-Verteilung dar
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Y2-VERTEILUNG

Py2(x|n) = NE) x2 e 2’ (7.13a)
2
=pr(zla=3,8=73)
27z T n 1
Fyo = t2lem2t dt 7.13b
i) = £ / ‘ (7.13h)
(x)y =n (7.13¢)
var(z) = 2n (7.13d)

n : Zahl der FREIHEITSGRADE.

Wir wollen hier die kumulative Wahrscheinlichkeit der Poisson-Verteilung
w(k|\) untersuchen

F(z) = Z )
k=0
k<x
Ahnlich wie im Falle der Bernoulli-Verteilung liisst sich die Summation iiber
die Poisson-Verteilung ausfiihren, und das fiihrt zu einem dhnlich aussehen-
den Ergebnis

KUMULATIVE WAHRSCHEINLICHKEIT DER POISSON-VERTEILUNG

F'(A\r+1)
Flx)=1— ——"7-+ < 1 . 14
(x) To 1) r<z<r-4+ (7.14)

Da der Beweis an sich interessant ist, soll er hier vorgefiihrt werden. Die
Beweisidee ist dieselbe im Fall von Gl. (7.10).
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Wir gehen aus von der unvollstandigen I'-Funktion
L'\ «)
und erhalten durch partielle Integration daraus die Rekursionsformel
A A d
F()\;a+1):/ t* et dt:—/ t (— et) dt
A A
d

+ / (—t“) et dt
0 o \dt
B {—)\0‘ e +al(Na) a>0,

1—e? a=20

— _tOt eft

Fiir @ > 0 erhalten wir daraus

al (v —1)! al
und somit
"L\ en = A
D= )
a=0 a=1
N . T(\a) T\ a+1)
A ) . )
- +; (v —1)! — ol
r—1 r
_e)\_i_z F()\,Oé+1) _ F()\,Oé"’l)
a=0 Oé' a=1 a!
o L'\ 1) B LA, r+1)
N 0! r!
(A r+1)
- - )
— 1 — _
e "+ e Mo+ 1)

7.4.4 Exponential-Verteilung

Ein wichtiger Spezialfall der I'-Verteilung ist die EXPONENTIAL-VERTEILUNG.
Die Dichte und Verteilungsfunktion der EXPONENTIAL-VERTEILUNG sind
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EXPONENTIAL-VERTEILUNG

Def.bereich:  x € [0, 00)

pe(z]N) =X e =pr(zja=1,8=N) (7.15a)
F(z|])\)=1—e?" (7.15b)
(o) =3 (7.15¢)

1
var(z) = v (7.15d)

7.4.5 Normal-Verteilung

Def. 7.5 (Normal-Verteilung, Gault-Verteilung) Fine Zufalls-Variable
heifft NORMAL VERTEILT, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte eine Gaufs-
Funktion st

1
p(x) = N(z|zo,0) = We—@—m)Q/%z . (7.16)

Der Definitionsbereich ist die gesamte reelle Achse v € R. Die Verteilungs-
funktion der Normal-Verteilung ist

]_ z ’ 2 2
F(x) = e~ (@' =w0)?/20% g4
() V2mo? /oo

T — X 1 1 T — T
= =—+4+ —erf
( o > 2+2er(\/§a)

Die Definition von ® ist in Gl. (4.10) gegeben, die von erf in Gl. (4.13).

(7.17)

Wahrscheinlichkeitsdichte und kumulative Wahrscheinlichkeit der Normal-
Verteilung sind in Abbildung 7.6 abgebildet.

Die Berechnung der Momente ist hierbei etwas aufwendiger. Der Mittelwert
ist wegen der Symmetrie der Gauf-Funktion (x) = . Wir berechnen nun
die geraden zentrierten Momente. Die ungeraden Momente sind Null wegen
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F(x)

0.5

p(x), F(x)

0 p(x)

xlo

Abbildung 7.6: Wahrscheinlichkeitsdichte und kumulative Wahrscheinlichkeit

der ber Null zentrierten Normal-Verteilung.

der Symmetrie der Gauffunktion.

<($ o 33())”) — (l’ o xﬁ)n e—(x7x0)2/202 du

— 2 / Zn+1 6722/202 %
V2mo? ) z

Nun substituieren wir ¢ = 22/20%. D.h. & = &

n\ __ 2 2y 2l Llftdt
(@) = S g 20 ) [ e

g (23

Hieraus erhalten wir speziell die Varianz (n=2)

1 1
var(x) = 7202 r (;) = 7202 g = o?
T T
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NORMAL-VERTEILUNG N (z|zg, o)

Def.bereich: z € R

1
p(z|xo,0) = Nowo: g~ (=20)* /20 (7.18a)
F(z]zg,0) = ® <“” - x()) (7.18b)
o
(x) = xg (7.18¢)
var(r) = o (7.18d)

Varianz-Marginalisierung der Normalverteilung

Es kommt in Anwendungen h&ufig vor, dass man zwar weifs, dass die Feh-
ler der Messungen normal verteilt sind, aber man kennt die Varianz nicht.
Angenommen, man habe N solcher Datenpunkte, die zur Bestimmung einer
physikalischen Grofe p dienen und die alle einen gemeinsamen Messfehler o
aufweisen. Die Likelihood lautet dann

p(fflu,a,B)—ﬂ ! exp <—M>

. 2w o2 202
=1

= (2m) V2 o™V exp {—% (Z(u - di)2> }

i=1

Die Summe in der Exponentialfunktion vereinfachen wir, indem wir Stich-
probenmittelwerte d := + SV d" einfithren

N N

Z(M—dz’>2 = Z(M2 —2pd; + d7)

=1 i=1

=Nu?—2Nud+Nd&
:N(u—c_i)2—N;c_iz+Nﬁ
= N(p—d)* + (Ad)?
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Damit wird die Likelihood zu

-

p(dlp, 0,B) = 21) N2 6N exp { - % ((u—3)2+ (Ad)Q) } . (7.19)

Wenn nun die Varianz o nicht bekannt ist, bendtigen wir stattdessen die
marginale Likelihood p(d|u, B), die wir iiber die Marginalisierungsregel be-
stimmen

o0

pldlu, B) = / pdl, 0, B) p(o|B) do . (7.20)

0

Bei 0 handelt es sich um eine Skalenvariable. Falls keine weiter Information
vorliegt, ist p(o|B) durch Jeffreys’ Prior (siche Kapitel 11) zu quantifizie-
ren. Wir wollen hier diesen uninformative Fall annehmen. Da Jeffreys’ Prior
nicht normiert ist, konnen wir die Normierung der marginalen Likelihood nur
nachtraglich vornehmen. Das zu bestimmende Integral hat die Form

p(d|p, B) o< I(a; N) := / o N e do. (7.21)

Hierbei ist v = & ((p0 — c_l)2 + (Ad)?). Durch die Substitution ¢ = % ldisst
sich das Integral auf eine Gamma-Funktion abbilden und liefert schlieflich

T(N/2)

aN/2

(7.22)

N | —

I(a; N) ::/ o N ez do =
0

Somit ist die gesuchte marginale Likelihood

pld.B) = 5 ((u—3)2+(Ad)2)N/2 _ %(H(ASA—:E)N/?

Die Normierungskonstante erhalten wir aus

z- | (%) »

Hierzu bendtigen wir das Integral

117



/ (1 4 “_2) Y~ F<?) . (7.23)

Die Normierung Z' lautet also

Damit haben wir das gesuchte Ergebnis

MARGINALE LIKELIHOOD

| (1 + M) o (7.24)

p(dlu, B) =

w(BaPT (!

Wie wir gleich sehen werden ist dies eine Student-t-Verteilung. Interessant
ist noch das Verhalten fiir N — oo

p(djp, B) — ! exp{ - %},Wiﬁh 0se = (Ad)?/N . (7.25)
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7.4.6 Student-t-Verteilung, Cauchy-Verteilung

STUDENT-t-VERTEILUNG

Def.bereich: teR

1 t2 *%(V+1)
poltly) s = —— (1 + —) (7.26a)

F(ry) =1 — % e (7.26b)
(t)y =0 (7.26¢)
var(t) = ” i 5 fir v > 2 (7.26d)

v : Zahl der FREIHEITSGRADE.

Sie entsteht, wenn man aus der Dichte der Normal-Verteilungen py(z|zo, o)
die Varianz o2 als unbekannt ausintegriert. Sie wird wichtig werden, wenn wir
bestimmen wollen, ob zwei Stichproben, die beide einer Normal-Verteilung
unbekannter Varianz geniigen, denselben Mittelwert haben.

Die Verteilungsfunktion berechnet sich wie folgt

1
1 T 12\ "2t gt
ren =gy [ (+5) 7
27 9 —00
1

/T/ﬁ ( ) —5(v+1)
= ” 1+ ) dx
B(%’ 5) —o0

1




Wir gehen davon aus, dass 7 > 0 ist. Wir substituieren

§=(1+a%)"
NI
RS
I s _1
de=5¢72 (1-§)72 d¢

Somit erhalten wir

1 1 Yo s 1
Firv) = 5 51 e | eemeta-gta
272
+5 = / demetaogta
2 B(5,5%) 1/(1+2)
11 1 /1 v 1
== 4 = y 20 (1-¢)2 " dg
2 2 B(3%) Jyasz
2
1 1 1 Va+s) .
s +3(im5as [ o)
s+ 5L Jy (=4
T2\ — v
. 1B<(1+7) 1;%@)
2 B(3.%)

Die Cauchy-Verteilung ist ein Spezialfall der Student-t-Verteilung mit v = 1.

CAUCHY-VERTEILUNG

Def.bereich: teR

po(z) = — (11552) (7.27a)
Fo(z) = % amtin(x) (7.27b)

(r) =0 (7.27¢)
var(z) = oo (7.27d)
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Man nennt diese Wahrscheinlichkeitsdichte auch LORENTZ-FUNKTION.

Die Dichte- und Verteilungsfunktion der Cauchy-Verteilung sind in Abbil-
dung 7.7 wiedergegeben.

1

(F.F+dF)

0.5¢ F()
J
L \
—9.0 0 - 10
X
X X
g

Abbildung 7.7: Dichte- und Verteilungsfunktion der Cauchy-Verteilung.

7.4.7 Multivariate Normal-Verteilung

In sehr vielen Anwendungen spielt die Normalverteilung von mehreren Zu-
fallsvariablen (MULTIVARIATE NORMALVERTEILUNG) eine zentrale Rolle. Die
Wahrscheinlichkeitsdichte dieser Verteilung lautet

MULTIVARIATE NORMAL-VERTEILUNG

Def . bereich: r e R"”

1

N G (O I —— g 2(r=a)T O (@=a?) (7.28a)
(2m)" |C]

(z;) = a? (7.28Db)

COV(JIi, Ij) = Cl (728C)

|C| = det(C) . (7.28d)
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Wir werden in diesem Zusammenhang sehr hiufig Gaul-Integrale benotigen.

GAUSS-INTEGRALE

/e—é((x—:po)TA(r—mo)—l—Zme) d"r = (271') e%bTA_lb—bT:rO ] (729)

Zur Berechnung des Mittelwertes (x;) bendtigen wir die marginale Dichte.
Wenn die Zufallsvariablen unabhéngig sind (p(x1, ..., 2,) = po(z1) - .. po(zn))
ist die marginale Dichte p;(x;) = po(z;). In der Regel sind die marginalen
Dichten nicht alle gleich. Die marginale Dichte der multivariaten Normalver-
teilung lautet

MARGINALE DICHTE DER MULTIVARIATEN NORMALVERTEILUNG

1 _ (e—a))?
pl(x) = e 2Cy4 . (730)

7.5 Transformationseigenschaften
Wenn man eine kontinuierliche Variable transformiert
r—y=f), ayeR
transformiert sich auch das Volumenelement. Wenn wir dasselbe Ereignis

in zwei unterschiedlichen Koordinatensystemen = bzw. y beschreiben, sollte
gelten

p(z) dVy = py(y) dV, , (7.31)
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da in beiden Fallen die Wahrscheinlichkeit desselben ,infinitesimalen” Ereig-
nisse angegeben ist. Somit transformiert sich die Wahrscheinlichkeitsdichte

VARIABLEN TRANSFORMATION

3302-
y;j

Py(y) = pa() (7.32)

Die Anderung der Volumina wird durch die JAKOBI-DETERMINANTE

Oz1 O Sz
do 0w T Oy
Oza  Oza Oza

O Oyr  Oy2 " Oyn

(2
- (7.33)

Jy; . . .
Ozp  Ozn Ozp
Oy1  Oy2 " Oyn

beriicksichtigt.

7.5.1 Beispiele mit einer Variablen

Wir gehen von der Gleich-Verteilung auf dem Einheits-Intervall z € (0, 1]
aus

pe(z) =00 <z <1)

Nun gehen wir zu einer neuen Variablen
y=—In(z) €[0,00)

iiber. Die Umkehr-Transformation lautet z = e™¥. Wir berechnen die zuge-
horige Wahrscheinlichkeitsdichte p,(y)

Als weiteres Beispiel betrachten wir eine UNEIGENTLICHE Wahrscheinlich-
keitsdichte

pe(x) =1, x € (—00,00)
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Es handelt sich wieder um eine Gleich-Verteilung, nun aber auf der gesamten
reellen Achse. Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ldsst sich nicht normieren. Sie
spielt aber, wie wir spéiter sehen werden, eine wichtige Rolle in Wahrschein-
lichkeitstheorie. Um damit rechnen zu konnen muss das Intervall zunéchst auf
ein endliches Intervall [—a, a] eingeschrinkt werden. Am Ende der Rechnung
lassen wir dann a gegen unendlich gehen. Wir betrachten nun die Transforma-
tion z = In(o) (bzw. 0 = €*) fiir o € (0,00). Die Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir o ist dann p )
x

Po(0) =pa(z) ==~ . (7.34)

Das heifit, eine Gleich-Verteilung im Logarithmus wird zu einem 1/0-Verhalten

_do

d
po(0) do -

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ist ebenfalls uneigentlich, aber sie besitzt die
wichtige Eigenschaft, dass sie SKALEN-INVARIANT ist. Diese Verteilung ist
bis auf den unbestimmten Vorfaktor invariant gegen die Transformationen

O — Qo0

o—aoa" ,

da diese Transformationen im Logarithmus einer Verschiebung oder Streckung
entsprechen. Es wird sich zeigen, dass diese sogenannte JEFFREYS-VERTEI-
LUNG die korrekte Prior-Wahrscheinlichkeit zur Beschreibung von SKALEN-
VARIABLEN ist.

7.5.2 Beispiel mit zwei Variablen

Bei einem zweidimensionalen Problem liege eine Wahrscheinlichkeitsdichte
Pay(2,y) in kartesischen Koordinaten z,y vor
Der Ubergang auf Kreiskoordinaten lautet

x =1 cos(p)
y =1 sin(p)

Die Jakobi-Determinante ist demnach

‘a{x,y} _ (— —) :’ (cosuo) —r Sin(so))'zr
drdp

ofr,o}| sin(p) 7 cos(p)
Pro(r, ) = pay(rcos(p), rsin(p)) - r

Das heifét
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Kapitel 8

Der zentrale Grenzwertsatz

ZENTRALER GRENZWERT-SATZ

Es sei die Zufalls-Variable

N
S = g Cn T,
n=1

definiert, wobei die z,, 1.u.v. Zufallsgrifen mit Mittelwert u und Varianz o>
sind. Die ¢, sind feste Gewichtsfaktoren, mit der Figenschaft

N
: 1 y
J%N;cn:ayzkonst., veL
Dann gilt
lim p(S|N,B) = N(S|(S),var(5))
N
<S> =K Cn (81)
n=1
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8.1 Beispiel: Summe von exponentiell verteil-
ten Zufallszahlen

Wir betrachten hier als Beispiel eine Stichprobe vom Umfang N, deren Ele-
mente exponentiell verteilt sind. In Abbildung 8.1 ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte p(S|N, B) fiir verschiedene N aufgetragen. Man erkennt, wie das
arithmetische Mittel S = % ZN x; sich sehr schnell einer Gaufs-Verteilung

(2

annahert.
12 12
10 10
8 N=1 8 N=2
o) o)
2 6 n 6
N -
S S
4 4
2 2
0 0
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
S S
12 12
10 10
8 N=5 8 N=10
—~ —~
2 6 n 6
N N
S S
4 4
2 2
0 0
-0.2 0 0.2 0.6 0.8 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.4
S

Abbildung 8.1: Zentraler Grenzwert-Satz fir S = %21]11 x; fir verschie-
dene N wverglichen mit den entsprechenden Gauf-Funktionen. Alle x; sind
ezponentiell verteilt. Man erkennt, dass bereits bei N =5 eine gute Uberein-
stimmung mit der Gaujf$-Funktion besteht.

8.2 Beispiel: Summe gleichverteilter Zufallszah-
len

Nun betrachten wir das arithmetische Mittel von gleichverteilten Zufallszah-
len aus dem Intervall [0,1]. In Abbildung 8.2 ist das Mittel S = + SV
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fiir verschiedene N dargestellt. Im Vergleich mit dem vorigen Beispiel (Ab-
bildung 8.1) wird hier die Gauk-Verteilung noch schneller angenommen.

4 4
3 N=1 3 N=2
Con) ~
\U?/ 2 @, 2
o o
1 1
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
S S
4 4
3 N=5 3 N=10
@ 2 @ 2
o o
1 1
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
S S

Abbildung 8.2: Zentraler Grenzwert-Satz fir S = % Zi\il x; fiir verschiedene
N wverglichen mit den entsprechenden Gauf$-Funktionen. Alle x; sind gleich-
verteilt. Man erkennt, dass bereits bei N = 2 eine gewisse Ubereinstimmung
mit der Gaufs-Funktion besteht.

8.3 Monte-Carlo-Integration

Der Zentrale Grenzwertsatz bildet die Grundlage fiir eine der wichtigsten Me-
thoden der Computersimulation, dem Monte-Carlo-Verfahren. Hiermit kann
man eine Vielzahl von Problemen der klassischen Statistik und der Quanten-
mechanik numerisch simulieren. In der klassischen statistischen Physik ist
man an thermodynamischen Erwartungswerten

(), — / "z O(x) p(x) (8.2)

interessiert. Falls diskreten Freiheitsgrade vorliegen, ist das Integral durch
eine Summe zu ersetzen. Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) héngt nur von
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der Energie E(x) ab und ist der normierte Boltzmann-Faktor

p(x) _ % efE(:):)/kT
Die Problematik der Berechnung liegt darin, dass es sich um extrem hoch-
dimensionale Integrale oder Summen handelt, die nur in den seltensten Fal-
len exakt berechnet werden kénnen. Wir werden nun den Zentralen Grenz-
wertsatz etwas verallgemeinern. Wir gehen von m-dimensionalen Zufalls-
Variablen x € R™ aus und definieren zu jedem Vektor z eine ein-dimensionale
Zufalls-Variable O(x), die eine eindeutige Funktion von z darstellt. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichte von O ist

p(0) = / "z (0 — O(x)) plx)

Mittelwert und Varianz von O lassen sich leicht angeben
(0) = / dO O p(0) = / d"x O(z) p(x) (8.3a)

var(0) = / 40 (0~ (0" p(0) = [ "z (Ofa) - (O} p(x)
(8.3b)

Das heifst, der Mittelwert von O ist genau das gesuchte Integral. Nun besagt
der Zentrale Grenzwertsatz, dass das arithmetische Mittel

1 N
0= > O(x)

n=1

der Zufallszahlen O(x,,) fiir hinreichend grofe N einer Normalverteilung ge-
niigt
p(0) = N(O[0),var(0)/N)

N>1

Somit kann man umgekehrt hoch-dimensionale Integrale/Summen vom Typ

aus einer Stichprobe {x1, ..., zx} von Zufallszahlen der Verteilung p(z) durch
das arithmetische Mittel approximieren, da ja gilt

O) =1 3 Ofw,) 1/

n=1
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Das arithmetische Mittel ist demnach Gauf-verteilt um den Mittelwert der
Einzel-Beitrdge mit einer Varianz, die um den Faktor N reduziert ist. Das
erkldrt, warum es Sinn macht, zur experimentellen Bestimmung einer Grofe,
die statistischen Schwankungen unterliegt, das Experiment oft zu wiederho-
len und daraus das arithmetische Mittel zu bilden. Die Ungenauigkeit des
arithmetischen Mittels ist der

STANDARDFEHLER

SF = (8.4)

2l

8.4 Zentraler Grenzwertsatz:
multivariater Fall

ZENTRALER GRENZWERT-SATZ IN M DIMENSIONEN

Es sei die Zufalls-Variable S € R™

definiert, wobei die x, i.u.v. Zufallsgréfien mit Mittelwert u € R™ und Ko-
varianzmatriec C' sind. Dann gilt

Jim p(S|N, B) = N(S|u, C/N) (8.5)
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Teil 11

Poisson-Prozels, Poisson-Punkte
und Wartezeiten
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Kapitel 9

Poisson-Prozess, Poisson-Punkte
und Wartezeiten

9.1 Stochastische Prozesse

Stochastische Prozesse sind in der Physik weit verbreitet.
Wir gehen von einer parametrisierten Funktion

f (@A)

aus, bei der x € R kontinuierliche Werte annimmt und A\ € R"» die Parame-
ter der Funktion darstellen. Wenn die Parameter A Zufalls-Variablen sind,
nennt man f(x|\) einen stochastischen Prozess. Die Unsicherheit des sto-
chastischen Prozesses liegt in der stochastischen Natur der Parameter. Ein
Beispiel stellt die Energie-Verlust-Kurve E(z) beim Durchgang von Strah-
lung durch Materie dar, die angibt mit welcher Energie die Strahlung am Ort
x ankommt, wenn sie mit einer Anfangsenergie Ey bei x = 0 erzeugt wird.
Der Energieverlust hingt vom lokalen Aufbau der Materie ab, der stochasti-
sche Charakterziige haben kann, wie z.B. beim Durchgang von Licht durch
Wolken, Emulsion, etc. Wenn die Parameter A, hier die rdumliche Dichte-
Verteilung der Materie, gegeben sind, ist die Funktion E(x) i.d.R eine stetige
Funktion von x. Ein weiteres Beispiel sind Radarsignale. Ein Radarsignal hat
die Form f(t|d) = cos(wt —2kd), wobei w die Frequenz, k = 27/X das Inverse
der Wellenlange darstellt. Die Zufalls-Variable in diesem Zusammenhang ist
der Abstand d zur unbekannten Quelle. Die Radarsignale haben daher zu-
fallige Verzogerungen. Der zeitliche Ablauf des Signals ist jedoch eine glatte
Cosinus-Kurve.

Es kann jedoch auch vorkommen, dass sich das stochastische Verhalten auch
in der Abhéngigkeit von der unabhéngigen Variablen z in f(x|\) dufert. Das
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ist z.B. der Fall bei additivem Rauschen. Ein Signal s(¢) sei durch unkorre-
liertes Rauschen n(t) gestort

8(t) = s(t) +n(t)

Das Rauschen hat hier die Rolle des Parameters A iibernommen. Eine Rea-
lisierung liefert eine feste zeitliche Abfolge von Rauschbeitrigen n(t), die
unkorreliert sein sollen. Daraus resultiert, dass 5(¢) nicht mehr stetig ist.
Stochastische Prozesse unterscheiden sich von anderen Zufalls-Variablen le-
diglich darin, dass die Zufalls-Variable nun einen kontinuierlichen Index er-
halt. Ansonsten gelten alle Regeln der Wahrscheinlichkeitstheorie unveran-
dert. Z.B. bedeutet die Mittelungen von stochastischen Prozessen, dass iiber
die stochastischen Parameter gemittelt wird

(f() = / £(2\) p(AIB) dA

Die Mittelwerte hangen dann auch von der unabhéngigen Variablen (hier x)
ab. Das ist eigentlich nichts anderes als die Marginalisierungsregel.

Ein weiteres Beispiel stochastischer Prozesse stellt das epitaktische Oberflé-
chenwachstum dar, bei dem Atome stochastisch auf die Oberflache auftreffen.
Ein verwandtes Phidnomen sind Warteschlangen an Kassen etc.. Wir werden
in diesem Kapitel noch den Poisson-Prozess im Detail kennenlernen.

9.2 Poisson Punkte

Es werden zufiillig N Punkte in einem Intervall 2 = (0, L) der Léinge L er-
zeugt. Die so erzeugten Punkte nennt man Poisson-Punkte (PP). Die Punkt-
dichte ist dabei

pi=7 . (9.1)

Wir greifen nun ein beliebiges Teilintervall I C €) der Linge = heraus und
fragen nach der Wahrscheinlichkeit, dass bei den N Versuchen n Teilchen in
das Teilintervall = treffen. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem dieser Ver-
suche das Teilchen in das Intervall gelangt, ist nach der klassischen Definition
von Wahrscheinlichkeit, das Verhiltnis der ,Zahl der giinstigen Ereignisse”
zur ,Zahl der gesamten Moglichkeiten”, also

x

pzz

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach die Binomial-Verteilung
P(n|N,p = x/L). Die mittlere Zahl der Teilchen, die in I landen, ist

T
u:pN:zN:xp . (9.2)
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Die Gréfe des Intervalls I behalten wir nun bei, verdoppeln aber sowohl die
Linge des Grundintervalls L. — 2L als auch die Zahl der Teilchen N — 2N.
Hierbei bleibt die Teilchendichte p := % und demnach auch die mittlere
Zahl der Teilchen in L konstant. Wir wiederholen die Intervall-Verdopplung
unendlich oft, bis das Intervall L schlielich die gesamte reelle Achse von —oo
bis oo abdeckt. Diese Konstruktion erfiillt die Voraussetzungen fiir den Satz
von Poisson (i =p N = const und N — oo) und demnach geht die gesuchte
Wahrscheinlichkeit im Limes N — oo! in die Poisson-Verteilung iiber

n

P(nla,p.B) = e 0

(9.3)

9.3 Intervall-Verteilung der Poisson-Punkte

Wir wollen nun untersuchen, wie die Abstinde A, zwischen PPen verteilt
sind. D.h. wir wollen p(A,|p, I) berechnen. Wir verwenden hier die Proposi-
tion

A, Der Wert des Abstands zum ndchsten PP ist aus [x,x + dx).

Damit die Proposition A, zutrifft, darf im Intervall der Lange x kein PP
liegen und anschliefsend muss in dz ein PP vorhanden sein. Diese beiden Er-
eignisse sind unabhéngig voneinander. Der erste Faktor ist die Wahrschein-
lichkeit P(n = 0|z, p, B) aus Gl (9.3). Die Wahrscheinlichkeit, in dz einen
PP anzutreffen, ist, da die Dichte der Punkte homogen gleich p ist, durch
p dx gegeben. Somit lautet die gesuchte Wahrscheinlichkeit

P(Aglp,B) = P(n = 0|z, p, B) P(n = l|dz, p, B)
=e " pdx

Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte ist demnach

INTERVALL-LANGEN-VERTEILUNG IM POISSON-PROZESS

p(Azlp, B) =pe* (9.4)

die Exponential-Verteilung Gl. (7.15). Der Mittelwert dieser Verteilung ist
1/p in Einklang mit der mittleren Dichte p.

!Siehe auch Gl. (4.19).

135



9.3.1 Alternative Sicht der Poisson Punkte

Man kann die Entstehung der Poisson-Punkte auch anders interpretieren.
Bisher wurden die Punkte mit vorgegebener Dichte p auf ein Intervall zufal-
lig verteilt. Auf diese Weise ist gleichzeitig gewdhrleistet, dass die Abstinde
zwischen benachbarten Punkten unabhingig voneinander sind und alle der-
selben Wahrscheinlichkeitsdichte geniigen. Die Intervall-Ldngen sind i.u.v.
(identisch unabhéngig verteilt). Wir kénnen die Poisson-Punkte also auch
sequentiell erzeugen. Wir beginnen bei x = 0 und bestimmen den néichsten
Poisson-Punkt z; im Abstand Ax; gemil der Exponential-Verteilung, die in
Gl. (9.4) gegeben ist. Danach erzeugen wir x5 ausgehend von x; im Abstand
Azxg, der wiederum aus p(A|p, B) ermittelt wird, etc. Die Poisson-Punkte
haben dann die Werte
Ty = Z Ax;
i=1

9.4 Wartezeiten-Paradoxon

Wir wissen, dass die Abstinde Az zwischen zwei Poisson-Punkten exponen-
tiell verteilt sind.

Wir interpretieren die x-Achse nun als Zeitachse. Hieraus folgt, dass die Ab-
stande zeitlicher Ereignisse, die einem Poisson-Prozess geniigen, ebenfalls ex-
ponentiell verteilt sind

p(At|N, exp.) = e A : (9.5)

Die zeitliche Dichte ist hier mit A bezeichnet.

Nehmen wir an, die Ankunft von Bussen an einer Haltestelle sei Poisson-
verteilt. Wir kommen zufillig an der Haltestelle an. Wie lange miissen wir
im Mittel auf den néchsten Bus warten?

Da der Abstand der Ereignisse im Mittel A betragt und wir zuféllig zwischen
den Ereignissen angekommen sind, sollten alle Zeiten zwischen 0 und A zu
erwarten sein. Von daher erwarten wir eine mittlere Wartezeit /2.

Dieses Ergebnis ist aber falsch!

Wir wollen nun die korrekte Antwort mit den elementaren Regeln der Wahr-
scheinlichkeitstheorie ableiten. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
p(At|t € I,B), dass die Wartezeit At betrdgt, wenn wir zufillig in einem
der Intervall, nennen wir es /, ankommen. Hierbei gibt ¢ den Zeitpunkt un-
serer Ankunft an. Wir fiithren iiber die Marginalisierungsregel die Lange L
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des Intervalls ein, in dem wir ankommen.

p(Atlt € I,B) = / p(At, Ly =Lt € I,B)dL
0

_ / p(AHL; = Lt € I,B) P(L; = Llt € I, B) dL
o L )

+0(0<At<L)

At
_/OO P(t € I|L; = L,B) P(L; = L|B)
B L P(t € I|B)

~ ]
:/ T P(Ly = Lt € 1,B) dL
1

dL

At

Die Wahrscheinlichkeit, dass wir in einem Intervall der Linge L ankommen
ist proportional zu L

PitellL;=L,B)=kL

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Intervall-Lénge L betragt, ist durch die ex-
ponentielle Verteilung der Intervall-Langen vorgegeben. Der Ausdruck im
Nenner ist unabhingig von L und At und dient hier nur der Normierung.
Wir koénnen die beiden unbekannten Faktoren x und P(t € I|B) zu einem
Normierungsfaktor Z zusammenfassen, den wir anschliefsende iiber die Nor-
mierung bestimmen.

1 1
Atlt € I,B) = — — LXxedL
paters) =5 [ i

L
oA

o 1
Z:/ e M dt = —
0 A

Somit lautet das gesuchte Ergebnis

p(Atlt € I,B) = e A (9.6)

Das heifst, die Wartezeiten sind genauso verteilt wie die Abstinde zwischen
den Ereignissen und somit ist die mittlere Wartezeit gleich dem mittleren
Abstand der Ereignisse (At) = \. Der Grund ist, dass die Wahrscheinlichkeit
grofer ist, zwischen zwei Ereignissen einzutreffen, die einen grofen zeitlichen
Abstand voneinander haben.

Das erklart auch, warum auch das erste Intervall vom willkiirlich gewahlten
zeitlichen Nullpunkt zum ersten Ereignis, eine mittlere Lange A hat.
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9.4.1 Verteilung der Intervall-Lingen eines zufallig aus-
gewahlten Intervalls

Wir wihlen zufillig einen Punkt = aus und fragen nach der Wahrscheinlich-
keit, dass das so ausgewihlte Intervall I die Grébe L besitzt

p(LIT 5z, B)
Nach dem Bayesschen Theorem gilt hierfiir

p(z € I|L, p, B) p(L|p, B)

L|I —
p(L|I 5z, p,B) (@ € 1|B)

Wie zuvor ist p(xr € I|L,B) = k L proportional zur Intervall-Lange und
p(z € I|B) ein von L-unabhéngiger Normierungsfaktor

p(LII >z,p,B) =

p(L|I 5z,p,B) = p* L "
Die mittlere Intervall-Liange ist demnach
2

(L) = / " (pLy? e PhdL = .

Der Grund ist natiirlich wie zuvor, dass mit groferer Wahrscheinlichkeit der
Aufpunkt in einem Intervall liegt, das grofer ist.
9.5 Poisson-Prozess

Die Punkte tq,ts, ..., t, sind PP. Mit N(t) bezeichnen wir den stochastischen
Prozess, der die ganzzahligen Werte 0, 1, ... annimmt, die angeben, wieviele
Poisson-Punkte bis zur Zeit ¢t aufgetreten sind.

N(t) = i&(t <t)

Die Wahrscheinlichkeit, dass N(t) = n ist natiirlich die Wahrscheinlichkeit
der Poisson-Verteilung.
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N(t)

Abbildung 9.1: Poisson-Punkte (Kreuze) und Poisson-Prozess N(t) fir A =
1.

9.6 Schatzen der Halbwertszeit aus einer
Stichprobe

Gegeben sei eine Stichprobe von Zerfallszeiten {¢y,...,¢;}. Die Wahrschein-
lichkeit fiir einen Zerfall in (¢,t 4 dt) ist durch die Exponential-Verteilung

1
t — _ —t/’T
ptlr) =~

gegeben. Wir wollen die Wahrscheinlichkeitsdichte p(7|ty, ..., ¢z, B) fir die
Relaxationszeit 7 berechnen. Das Bayessche Theorem liefert den Bezug zur
Likelihood

p(7lte, ... tr, B) < p(ty, ..., to|7, B) p(7|B)

Die Likelihood lautet, da die Zerfille unkorreliert sind,

L
1 -
p(tl, c. 7tL|T, B) = H (_ e-ti/T) — T_L 6—Lt/7‘

! T
=1

Hierbei ist ¢ der Stichproben-Mittelwert der Zerfallszeiten. Der Prior ist, da
es sich um eine Skalen-Variable handelt, Jeffreys’ Prior. Somit lautet die
Posterior-Verteilung

1 _
p(7lty, ... tp,B) = ET—L—l o Li/T
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Die Normierung lasst sich leicht berechnen

7 — /OO TfL e*LE/T d_T
0

- @) T
— (L))" (L)

Der Erwartungswert dieser Verteilung lautet

(1) = !l /00 LAl Lt/ dr
0

A T
N7 R N
() )
__L 4

L—1

Die Varianz liefert analog

ar(r) = (L) ™7 T(L - 2) L
T ) '

L2 - L?

= (1)’ (% — 1)

Somit gilt
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Teil 111

Zuweisen von
Wahrscheinlichkeiten

141






Kapitel 10

Vorbemerkungen

Die Regeln der Wahrscheinlichkeitstheorie besagen, wie man Wahrscheinlich-
keiten umformen kann. Insbesondere sagt das Bayessche Theorem, dass man
Posterior-Wahrscheinlichkeiten durch Likelihood und Prior

P(ald, B) = % P(d|a, B) P(a|B)

ausdriicken kann. Die Likelihood-Funktionen sind trivialerweise quantitativ
bekannt, da die Aussage des Bedingungskomplexes B beinhaltet, nach wel-
cher Wahrscheinlichkeitsverteilung die experimentellen Daten verteilt sind.
Die Proposition a legt zudem fest, welche Werte die Parameter der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung besitzen.

Die Prior-Wahrscheinlichkeiten hingegen konnen nicht aus den bisher abge-
leiteten Regeln der Wahrscheinlichkeitstheorie alleine berechnet werden.
Unbekannte Prior-Wahrscheinlichkeiten konnen auch auf komplexere Weise
ins Spiel kommen, wenn nur ein Teil b der Parameter der Likelihood-Funktion
bekannt ist und weitere Parameter a unbekannt sind. Die Marginalisierungs-
regel liefert dann

p(dyb,B)_/p(dya,b,B) palb, By da . (10.1)

Hierbei taucht wieder eine Prior-Wahrscheinlichkeit auf, die mit den Regeln
der Wahrscheinlichkeitstheorie nicht weiter vereinfacht oder quantifiziert wer-
den kann. Ein typisches Beispiel ist die Situation, dass die Fehler der Daten
einer Gauf-Verteilung mit Mittelwert Null geniigen, deren Varianz jedoch
nicht bekannt ist. Die MARGINALE LIKELIHOOD p(d|pu = 0,B) kann dann
iiber die Marginalisierungsregel bestimmt werden

o0

pldl = 0,8) = / p(dlo.ji=0.B) plolu=0.B)do .  (10.2)
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Es bleibt aber zunéchst der Prior fiir die Varianz zu spezifizieren. Generell
bleibt ein Problem iibrig, die Prior-Wahrscheinlichkeit von Parametern oder
gar ganzen Wahrscheinlichkeitsverteilungen P; oder Wahrscheinlichkeitsdich-
te p(x) zu quantifizieren.

Es gibt drei Félle zu unterscheiden

e uninformative Prioren (IGNORANT PRIORS) fiir Parameter, die au-
fer der Definition des Problems keine Information enthalten.

e Exakte iiberpriifbare Information testable information. Z.B. Mo-
mente der Verteilung, ®{p(x|])} =0

e Fehlerbehaftete tiberpriifbare Information

Wir werden uns hier auf die ersten beiden Fille beschranken. Der letzte
Fall fiihrt auf die sogenannte QUANTIFIED MAXIMUM ENTROPY METHOD,
die in den letzten Jahren sehr erfolgreich auf unterschiedlichste Arten von
formfreier Rekonstruktion, z.B. in der Astro- und Plasmaphysik und in der
Bilderkennung eingesetzt worden ist.

Wir hatten fiir Wahrscheinlichkeiten P; diskreter Ereignisse bereits das La-
placesche Prinzip der Indifferenz kennengelernt, dass besagt, dass wenn die
einzelnen Ereignisse AUSTAUSCHBAR sind, d.h. kein Index ausgezeichnet ist,
dann sollten alle P; gleich sein. Dieses Prinzip muss in zweierlei Hinsicht
erweitert werden

1. Konsistente Beriicksichtigung von exaktem Vorwissen, z.B.

Ziyf)i:ﬂu

%

2. Erweiterung auf kontinuierliche Freiheitsgrade p(x).
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Kapitel 11

Uninformative Prioren fur
Parameter

Wenn wir nichts iiber die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Ausginge
eines Versuchs, sagen wir, Ay, Ay, ... Ay wissen, dann konnen wir bei diskre-
ten Problemen das Laplacesche Prinzip heranziehen.

Wie bereits mehrfach erwéhnt, ist dieses Prinzip jedoch unbrauchbar im Fall
kontinuierlicher Freiheitsgrade, wie wir am Beispiel des 1889 von Bertrand
formulierten Paradoxons gesehen haben. Gesucht war hierbei die Wahrschein-
lichkeit, eine ,zuféllige” Gerade im Abstand kleiner als der halbe Radius vom
Kreiszentrum anzutreffen. Wir hatte hierfiir unterschiedliche Werte 1/2,1/3
und 1/4 erhalten, je nachdem, in welcher Variablen ein flacher Prior gew#hlt
wurde.

Eine zufriedenstellende Antwort hierzu gelang erst 1973. E.T. Jaynes fiihrte
hierzu das Transformations-Invarianz-Prinzip (TIP) ein. Wenn eine Transfor-
mation 7" einer Zufalls-Variable x auf eine Variable 2’ existiert, die die Auf-
gabenstellung nicht &ndert, und die zu neuen Variablen fiihrt {iber die wir
gleichermafien wenig wissen, so darf diese Transformation die Wahrschein-
lichkeitsdichte nicht &ndern. Das heifit,

px(f) = px’(f) = p(§>

mit einer gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichte p(x). Andererseits gilt bei
einer Transformation grundsitzlich

orT

= (11.1)

Px(X)dx = pyr (X )dX' = py(x) = pe (T(x))

Zusammen mit der Transformationsinvarianz folgt eine Bestimmungsglei-
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chung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

orT

p() = p(T(x)) | 5| (11.2)

Diese Bedingung lésst sich besonders einfach iiber infinitesimale Transfor-
mationen 7, erfiillen, wobei € ein Vektor sein kann. Es muss zusétzlich zur
Invarianzbedingung gelten,

Im7.(x) ==z : (11.3)

e—0

Wenn wir die infinitesimale Transformation in Gl. (11.2) einsetzen und nach
€; ableiten, erhalten wir die Differentialgleichung
0 OT.
— 2 (p(T.
=0 Og (p( (%)) ‘ ox )

Die Wahrscheinlichkeit p(x) auf der linken Seite héngt nicht von € ab, und
somit verschwindet die Ableitung. Die rechte Seite ist fiir € = 0 auszuwerten

0
8_@» p(x)

(11.4)

e=0

TIP-GLEICHUNG
0 IT.(x)
— |p(T. — = : 11.
o e | 52| o (119
Man beachte, dass ‘aTae—f)‘ bei mehreren Variablen die Bedeutung der Jakobi-

Determinante hat. Im Fall des Bertrand-Paradoxons gibt es drei Transforma-
tionen gegen die die Wahrscheinlichkeitsdichte invariant sein muss

e Rotation um das Kreiszentrum
e Verschiebung des gesamten Kreises
e Reskalierung des Radius R.

Diese Invarianz-Forderungen reichen aus, den Prior eindeutig festzulegen.
Man findet

p(r) = % 00<r<R) (11.6)

und dementsprechend ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit P = 1/2.
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11.1 Jeffreys’ Prior fiir Skalen-Variablen

Wir wollen an einem einfacheren Beispiel das TIP detailliert vorfiithren. Wir
betrachten eine Skalen-Variable, wie zum Beispiel die Standard-Abweichung.
Hierbei ist a-priori z.B. nicht vorgeschrieben, in welchen Einheiten diese Gro-
fse anzugeben ist. Wenn es sich z.B. um Lingen handelt, kénnen wir sie in
Meter, Angstrom, etc. angeben. Von dieser Wahl darf die Wahrscheinlich-
keitsdichte demnach nicht abhéngen. Dariiber hinaus ist in diesem Beispiel
auch nicht klar, ob der Prior fiir den Standardfehler oder fiir die Varianz o2
zu wihlen ist. Wenn einer z.B. flach gewdhlt wird, ist es der andere nicht. Ein
flacher Prior beschreibt in diesem Beispiel also nicht vollstdndiges Unwissen.
Die Transformationen, gegen die der Prior einer Skalen-Variablen invariant
sein muss, sind
o =TH(x)=1+¢e)z 2 =T @)=z

Es wurde diese spezielle Form gewéhlt, damit die Einheitstransformation
dem Fall ¢ = 0 entspricht. Fiir Gl. (11.5) benétigen wir im Fall der ersten
Transformation

aTe(l)
ox

=(1+¢)

Damit lautet die TIP-Gleichung

S EP@) (49 = (142 2) 1+,

!

=p'(x) z+p(x) =0
Die Losung dieser Dgl. ist
Damit ist der Prior bereits festgelegt. Es bleibt also nur zu priifen, ob die

zweite Transformation zum selben Ergebnis fithrt, bzw. ob der Prior invariant
gegen die Transformation ist. Strenggenommen sollte

gelten, wobei 2/ = z¥ ist!. Wir miissen aber beriicksichtigen, dass der eben
abgeleitete Prior nicht normierbar ist. Also wird die Gleichung nur bis auf

'In der obigen Notation war v = 1 + ¢. Hier ist diese Darstellung weniger geeignet.
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einen unbestimmten Normierungsfaktor gelten. Wir betrachten

p(2")dz' = p(z¥)d(z") = % va'tde

cv
= — dx
T

Damit hat der Prior in der Tat (bis auf die unbestimmte Normierung) die
geforderte Invarianz. Somit ist der Prior fiir eine Skalen-Variable

JEFFREYS’ PRIOR FUR SKALEN-VARIABLEN

p(x) = i . (11.7)

Jeffreys’ Prior hat, wie bereits erwidhnt, die unschéne Eigenschaft, dass er
nicht normierbar ist. Solche Prioren nennt man UNEIGENTLICH (IMPROPER).
In praktischen Rechnungen wird man Cutoffs einfithren und den eigentlichen
Prior

EIGENTLICHER JEFFREYS PRIOR

1 1
=—4f <z, —
ps(a) =g O(za s w s 20) o (11.8)
V, =Inz,/x,

verwenden und erst im Endergebnis die Cutoffs eliminieren. Dadurch erhélt
man i.d.R. normierbare Posterior-Verteilung. Ist das nicht der Fall, sind die
Daten in der Likelihood-Funktion nicht informativ genug.

Benford’s Law

Benford hatte anhand von Tabellen und Zahlentafeln festgestellt, dass die
fiihrende Ziffer der Zahlen nicht gleich hiufig vorkommen, sondern dass die
Eins z.B. am héaufigsten vorkommt. Das daraus abgeleitet Gesetz (BEN-
FORD’S LAW) kann mit Jeffreys’ Prior sofort hergeleitet werde. Wir berechnen
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die Wahrscheinlichkeit, dass die fiihrende Ziffer einer beliebigen Zahl x den
Wert ¢ € (1,2,3,...,9)? besitzt. Hierzu schreiben wir die Zahl als

T = do,dldg ..oox 10Y mit do > 0 undy cZ (119)

Das kann kann auch als z = (dp+ R) x 10¢Y mit R € [0, 1) geschrieben werden.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die fiihrende Ziffer den Wert d, hat, ist

do+1 do+1

p(z) dz 4 l/wdz do+ 1

P(do|I) = P(x € [dy, dp+1)) = =% = & = log
( 0’ ) ( [ 05 <0 )) 110p(x) do flu) 1/a:dx 10( do )
(11.10)

Da x eine Skalen-Variable ist, wurde Jeffreys’ Prior verwendet. Hierbei kommt
es nicht auf die Normierung an, und wir konnten ohne Cutoffs das Ergebnis
direkt ermitteln. Wie in Abbildung 11.1 zu sehen, finden wir in der Tat, dass
die niedrigen Ziffern wahrscheinlicher sind als die héheren.

0.35

0.3

0.25f

0.05r

Abbildung 11.1: Benford’s Law der Wahrscheinlichkeit der fithrenden Ziffern
1to9.

11.2 Prior fiir die Parameter einer Geraden

Wir gehen von dem Problem aus, dass eine Gerade durch Punkte in der Ebene
gelegt werden soll, wobei die Ungenauigkeit bei der Messung der Punkt in

2Fiihrende Nullen werden gegebenenfalls eliminiert.

149



alle Raumrichtungen gleich sind o, = 0, = o, oder dariiber nichts bekannt
ist. Diese Information stecke im Bedingungskomplex B. Wir suchen die Prior-
Wahrscheinlichkeit

p(a,b|B)
fiir die Parameter der Geradengleichung
y=azx+b
Die Punkte x € R? der Geraden erfiillen die Normalgleichung
AT

n'x=d

Hierbei ist n der Einheitsvektor senkrecht zur Geraden und d ist der vor-
zeichenbehaftete und in Richtung n gemessene Abstand der Geraden vom
Koordinatenursprung. In Abbildung 11.2 ist die Gerade skizziert. Der Ein-

10
()
5,
b
¢/d
0
_5,
=10 -5 0 5 10

Abbildung 11.2: Geraden-Problem

heitsvektor kann daraus abgelesen werden

A = (5;2((;)) . (11.11)

150



Auch liest man aus 11.2 leicht ab, dass

a = —tan(P) (11.12)
d
b= @ (11.13)

Das Problem ist invariant gegen Drehung und Verschiebung des Koordina-
tensystems. Hierbei geht ein beliebiger Punkt x iiber in

X' =Ux+s ,

U:CMW)‘WW§ (1114

wobei die Matrix

sin(f)  cos(0)

eine Drehung am Koordinatenursprung bewirkt und s € R? den Verschie-
bungsvektor des Koordinatenursprungs darstellt. Die Geradengleichung im
transformierten Koordinatensystem lautet

ﬁ/TX/ — dl
AT (Ux +s)=d
(UTTAZ/)TX _ dl . ﬁ/TS
A d
Daraus folgt
n=Un
d=d+nTs . (11.15)

Mit GL (11.14) und GL (11.11) erhalten wir

o (e ) - (029

Bei dieser Transformation gilt offenbar
®—P =990 ,

wie man es bei einer Drehung auch erwarten wiirde. Die Transformation von
d gemif Gl. (11.15) ergibt

d—d=d+A |

hierbei kann A je nach Richtung und Lénge von s beliebige Werte annehmen.
Da das Problem invariant gegen beliebige Verschiebungen s ist, muss es auch
invariant gegen beliebige Anderungen A sein.
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Es ist offensichtlich sinnvoll zunéchst die Gerade als Funktion von ® und d zu
formulieren und anschlieffend zur Standarddarstellung a, b iiberzugehen. Wir
werden also zunédchst p(®, d) ermitteln. Die infinitesimale Transformation ist

somit
. P’ . d — Edp
Ta(q)ad) - (d/ ) - (d+€d )
Demnach ist

6?(1)’:1 8@’:0 8—d/:0 8_d’:

0P od 0P od
Das bedeutet, dass die Jakobi-Determinante Eins ist. Die TIP-Gleichungen
werden also zu

0

1

— (P — d = ——p(d,d) =
. p(P —eo,d +¢q) B 5% p(®,d) =0
0

I (@ —cq,d — 2 p(@,d) =
7, p(P —co,d +cq) B 8dp( ,d) =0

Daraus folgt
Pa,a(P,d) = const

Die Riicktransformation auf die Grofen a, b ist in Gl. (11.12) und Gl (11.13)
angegeben. Dazu bendtigen wir geméaf

d(a,b)
(D, d)

Die zugehorige Jakobi-Determinante lautet

-3 B (= L)
8(<I),d) 8% ad x cos(®) COSS((I))

Wegen cos® = 1/(1 + tan?) folgt somit

J(a,b)
(P, d)

Dieser Prior ist wieder uneigentlich, da er in b nicht normierbar ist.

Pap(a,b) ‘ ‘ = po.qa(P,d)

—1
=c(1+ a2)_%

pla,b) =c ’

PRIOR DES GERADEN-PROBLEMS

p(a,b) = (1+d?)2 (11.16)
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Kapitel 12

Der entropische Prior fir diskrete
Probleme

Wir beschiftigen uns nun mit Wahrscheinlichkeitsverteilung P; diskreter Er-
eignisse. Es soll exakte, iberpriifbare Information (TESTABLE INFORMATION)
vorliegen. Man nennt Nebenbedingungen iiberpriifbar, wenn es moglich ist
festzustellen, ob gegebene P; diese Nebenbedingung erfiillen oder nicht!. Es
gibt mehrere Zugénge unterschiedlicher Strenge zum ENTROPISCHEN PRIOR

e Anschaulich, qualitativ
e Axiomatisch
o Uber Konsistenzforderung.

Wir werden hier nur die ersten beiden Zugénge im Detail diskutieren.

Wir suchen die ,uninformativste” Verteilung, die mit dem Vorwissen ver-
traglich ist. ,Uninformativ” soll bedeuten, dass wir uns damit am wenigsten
festlegen, bzw. dass wir damit in den meisten Fillen richtig liegen. Nehmen
wir z.B. einen Wiirfel mit den Nebenbedingungen

Lo = Z i =1 Normierung

1 = Z 1q; =35 1. Moment

Diese Nebenbedingungen sind durch

{Qz} = (%7 07 Oa 07 07 %)

'Das ist ganz immer Sinne von Karl Popper’s Forderung, dass Theorien falsifizierbar
sein miissen.
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erfiillt. Damit legen wir uns allerdings maximal fest, da nun definitiv immer
eine Eins oder eine Sechs erscheinen sollte und niemals die anderen Seiten
des Wiirfels. Das erscheint unsinnig, da auch die Wahrscheinlichkeiten

{Q1} = (%7 %7 %7 éa %7 %)

mit den Nebenbedingungen vertriglich sind. In diesem Fall wiirden wir si-
cherlich diese Wahl im Sinne des Laplaceschen ,principle of indifference” vor-
ziehen. Mit dieser Wahl legen wir uns am wenigsten fest. Das bedeutet auch,
dass der INFORMATIONSGEHALT DER WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG
minimal ist. Um Nebenbedingungen beriicksichtigen zu kénnen, die nicht mit
der Gleichverteilung vertriglich sind, benétigen wir ein Maf fiir die Informa-
tion. Wir werden dann diejenige Wahrscheinlichkeitsverteilung {¢;} wihlen,
die unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen das Informationsmals mi-
nimiert.

12.1 Shannon-Entropie: Informationsgehalt bei
biniren Fragen
Wieviele Fragen bendtigt man, um einen Gegenstand aus N = 2L méglichen

zu identifizieren?? Die Uberlegungen hier haben motivierenden Charakter.
Von daher ist die Einschrinkung auf Zweierpotenzen unbedeutend.

e Nummerieren der Gegenstinde durch 1,..., N.
e n sei die Nummer der gesuchten Gegenstandes.
e optimale Strategie, wenn alle Moglichkeiten gleich-wahrscheinlich sind:

— Definiere die Menge M = {1,...,N}.

a) Wenn |[M| =1 = es gibt nur eine Moglichkeit = fertig!

b) Teile die beiden Mengen in (annidhernd) gleich grofen Teilmengen
Mlz{l,...,%} UIldMQZ{%—f—l,...,N}

c¢) Frage ob der gesuchte Gegenstand in der ersten Teilmenge ist.
wenn ja: M = My;
wenn nein: M = M,.
gehe zu (a).

2Ableitung nach R.T.Cox: ,The algebra of probable inference”, Johns Hopkins
univ. press, 1961
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— Man benétigt maximal L = log, N Fragen®.

Alternative Begriindung: Wihle bindre Darstellung von

L
N=> 2"N; N;€{0,1}

1=0

Die n-te Frage lautet, ist V,, = 17 Somit bend&tigt man ebenfalls L = log, N
Fragen. Damit kann log, N im Fall von N gleich wahrscheinlichen Ereignissen
als Maf fiir die Ungewissheit interpretieren.

Wir verallgemeinern nun diese Uberlegungen auf Ereignisse mit unterschied-
lichen Wahrscheinlichkeiten. Es gilt wieder, einen von N Gegenstédnden zu
erraten. Die Gegenstinde sind nun zu Gruppen zusammengefasst.

Beispiel: Es gebe N Lotterielose, die auf m Eimer verteilt sind. In jedem
Eimer befinden sich % Lose. Sowohl N als auch m soll eine Zweierpotenz
sein.

Wir kénnten zunéchst erfragen, in welchem Eimer sich der Gewinn befindet.
Dazu benotigen wir L; = log, m Fragen. Anschliefsend eruieren wir, welches
Los in diesem Eimer der Gewinn ist, dazu bendtigen wir zusétzlich L, =
log, % Fragen.

Die Gesamtzahl ist somit

N
Ly + Ly = logy m + log, — = logy, N
m
Das entspricht der Zahl, die wir ohne Unterteilung auch erhalten héatten.
Diese ADDITIVITAT werden wir auch im allgemeinen Fall fordern, wenn die
Ereignisse nicht mehr alle gleich wahrscheinlich sind.
Wir definieren nun als Maf der Ungewissheit gerade die Anzahl der Binér-
Fragen, die notig ist, um die spezielle Aufgabenstellung () bei einem gegebe-
nen Bedingungskomplex B zu losen.
U(Q|B) : Ungewiftheit bzgl. ) gegeben B
Beispiel:

e B3 : Es gebe N sich gegenseitig ausschliefsende Propositionen

e () : Welche Proposition ist wahr?

3Um Komplikationen zu vermeiden betrachten wir nur Zahlen die Zweierpotenzen sind.
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Wir betrachten nun den Fall, dass die einzelnen Propositionen nicht gleich-
wahrscheinlich sind.

Wir wollen das an einem Beispiel diskutieren. Es gebe m Eimer mit Lotterie-
losen, in denen sich insgesamt N Lose befinden. Der Hauptgewinn ist durch
Binér-Fragen zu ermitteln. Im Gegensatz zu vorher enthalten die Eimer un-
terschiedlich viele Lose. Im Eimer i seien n; Lose (Zweierpotenz!). Es gilt

natirlich .
> -
i=1

Die verwendeten Abkiirzungen sind
e B : beschreibt diese Situation.
o A, : der Gewinn befindet sich im Eimer 1.
e (), : Welches Los enthalt den Gewinn?
Es gilt
U(Q1|B) = log, N
U(Q1|A;, B) = log, n;

Bei der optimalen Strategie ben6tigt man im ungiinstigsten Fall log, N Biné&r-
Fragen. Es gibt keine Strategie, die diese WORST-CASE Situation unterbietet.
Angenommen, wir wollen zunéchst den Eimer ermitteln, in dem sich das
richtige Los befindet und anschlieftend das Los. Der Gewinn soll sich im
Eimer j befinden. Wir fiihren hierzu ein

o () : Welcher Eimer enthdlt das richtige Los?
o (' : Zuerst muss Q2 beantwortet werden.

Da die Eimer nun unterschiedlich viele Lose enthalten, &ndert sich bei dieser
Vorgehensweise die Zahl der Bindr-Fragen.

U(Q:1|C, Aj, B) = U(Q2|B) + U(Q1|A;, B)

A; gibt an, in welchem Eimer sich der Gewinn befindet.
Beispiel: Die Anzahl der Eimer sei m = 8. Die Zahl der Lose in den Eimern
sei

{n:} =1(2,2,2,2,2,2,4,16)

Insgesamt gibt es N = 32 Lose. Somit ist

U(Qi|B) =1log,32 =5
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Fiir U(Q4|C, B) erhalten wir

U(1]C, A;,B) = U(Q2|B)+U(Q1|A;, B) = log, 84+1og, nj = 3+log, n;

Wenn der Gewinn in den Eimern 1-6 ist (j € {1,...,6} ), dann gilt
U|C,A;,B) =3+1og,2=3+1=4 ,

fiir j = 7 gilt
U(Q1|C,A],B):3+1Og24:3+2:5

und fiir 7 = 8 haben wir
U(Q1|C,AJ‘,B> :3+10g216:3—|—4: 7

Im ungiinstigsten Fall 7 = 8 bend6tigt man also 7 statt wie vorher 5 Fragen.
Das bedeutet, die Additivitit gilt nur bei Vorgabe von j. Allgemein gilt aber

U(@Q:|C, B) # U(Q2|B) + U(Q1|B)

Stattdessen fordern wir diese Additivitat im Mittel.
(U(Q:|C,B)) = U(Qa|B) + Y P(A;|B) U(Qu4;, B)
7j=1

Der erste Summand liefert die Zahl der Bindr-Fragen, die nétig sind, den
richtigen Eimer herauszufinden. Der zweite Summand liefert die mittlere Zahl
der Fragen, um dann noch das richtige Los zu finden. Gemittelt wird iiber
die moglichen Eimer, in denen sich der Gewinn befinden kann.

Es gibt andererseits keine bessere Strategie?, als alle Lose zu nummerieren
und simultan zu bearbeiten. In diesem Fall ist die Ungewissheit U(Q1|B).
Damit gilt also

(U(Q1|C,B)) > U(1|B) =

m

U(Qa2B) + Y P(A;|B) U(@i]A;,B) > U(1|B) =

J=1

U(Q2|B) > U(Q1|B) = > P(A;|B) U(Q1]A;, B)
J=1

*Wir hatten im Beispiel bereits gesehen, dass im Einzelfall, die Zahl der Fragen auf 7
ansteigt
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Daraus folgt

U(Qs|B) > log, N — Z (4;1B) log,n;

NE

> P(A;|B) logy, N Z (A;|B) log,n;

1

<.
Il

"y
P(Aj‘B) 10g2ﬁj

1

J

Nun ist aber die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Hauptgewinn im Eimer j
befindet, P(A;|B) = % =: p;, da alle Lose gleich-wahrscheinlich sind. Das
liefert die Ungleichung

U(Q:B) = — Z i log,(p;)

lnx

Wegen log, z = steht somit auf der rechten Seite ein Ausdruck der pro-

portional ist zur

SHANNON-ENTROPIE

S{pi}) sz In(p;) . (12.1)

Die Shannon-Entropie ist also ein Maf fiir die Ungewissheit. Man bezeichnet
S auch als Informationsgehalt.

12.2 Eigenschaften der Shannon-Entropie

Da 0 < p; <1 gilt fiir jeden Summanden p; In(p;) < 0. Daraus folgt
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Wir untersuchen fiir welche {p;} die Entropie (das Mak an Unsicherheit)
unter der Nebenbedingung >, p; = 1 maximal ist

(S )\ij>— In(p;)) —1—-A=0 =

Ip;

Die zweite Ableitung liefert

02 1

259 =——<0

apz pZ
Es handelt sich also in der Tat um das Maximum. Die Maximum-Entropie-
Losung (ME) ist also fiir den Fall, dass nur die Normierungsbedingung vor-
liegt,

.

Somit hat die Entropie tatséchlich die gewiinschte Eigenschaft, die wir im
Wiirfel-Beispiel gefordert hatten. Der Wert der Entropie der Maxent-Losung

ist
ShMax E - n(—) = In(m)

- m
Jj=1

Wenn als weitere Nebenbedingung der Mittelwert
m
=2_ip
j=1
vorgegeben ist, so erhalten wir die Maxent-Losung aus

0
o <S+AOZpJ+A12J pj) =-In(p) —1+X+Ml =
7j=1

pl — €1+>\0+)\1l

Iy
plqu
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Wir haben neue Lagrange-Parameter Z und ¢ eingefiihrt, die iiber die beiden
Nebenbedingungen bestimmt werden miissen. Die Normierung liefert

m 4 1— qm
Z pr— 4 pr—
Das erste Moment ist
o d ~m g
S iq g 2oien 4 d
= = = = q— 1 Z
fia 7 7 9 n(Z)
d
= q— (In(¢) + In(1 — ¢™) — In(1 - q))

dgq

qm q
=(1-
( m1—¢”+1—Q)

Fiir ¢ — 1 erhilt man

m+1
M=y
Das entspricht genau dem ersten Moment, wenn alle Wahrscheinlichkeiten

gleich sind, also fiir

1
Z m
Die Werte ¢ zu gegebenem p; miissen numerisch, z.B. mit dem Newton-
Verfahren, ermittelt werden. Fiir einen Wiirfel (L = 6) und den Mittelwerten
1 = {1.5,2.5,3.5,4.5,5.5} sind die ME-Losungen der Wahrscheinlichkeiten
P; in Abbildung 12.1 dargestellt. Man erkennt das exponentielle Verhalten

Di= 5=

1

08 M

0.67

P.
J

0.4

0.2

0

Abbildung 12.1: Mazent-Losungen der Wahrscheinlichkeiten P; eines Wiirfels
zu vorgegebenem Mittelwert yi.

zu einem der beiden Rénder hin, sowie die flache Verteilung fiir p; = 3.5.
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12.3 Eigenschaften der Entropie
§==2_ P In(p)

e Invariant gegen Permutation der Indizes.
Das war ja auch gewollt, da ohne Nebenbedingungen kein Index aus-
gezeichnet sein soll.

e Es besteht zwischen den Wahrscheinlichkeiten P; und P; keine Korre-
lation. Die Hesse-Matrix ist diagonal.

e —pln(p) ist eine stetige Funktion im Intervall 0 <p <1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 12.2: Summand zur Shannon-Entropie

e S >0, da alle Summanden nicht negativ sind.

e S=0 & P =9dj, Entspricht Gewissheit.

1
N

S mit der Normierungsbedingung ist maximal fiir P; =

S ist unabhéngig von unmoglichen Propositionen P; = 0.

e S ist konvex
9’s 5 1
oror;, VP

Das heiftt es gibt nur ein Maximum.
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12.4 MaxentPrinzip

E.T.Jaynes schlug 1963° vor, Prior-Wahrscheinlichkeiten bei gegebenen iiber-
priifbaren Informationen durch Maximieren der Entropie unter Beriicksichti-
gung der Nebenbedingungen zu bestimmen. 1984 gelang es Shore und John-
son® aus Konsistenz-Uberlegungen sowohl das Entropie-Funktional als auch
das Maxent-Prinzip herzuleiten.

Wir werden uns hier nur mit solchen Nebenbedingungen beschéftigen, die
sich in Gleichungen ausdriicken lassen. Es ist auch mdglich, Ungleichungen
zu inkorporieren.

Wir betrachten iiberpriifbare Information in der Form von Gleichungen

0 {Pj}=0, p=1,...,L , (12.2)

wobei L die Zahl der Nebenbedingungen angibt. Neben diesen Bedingungen
ist in allen Féllen die Normierung
N
ijl Pi—-1=0 (12.3)
zu erfiillen. Das Maxent-Prinzip besagt, dass die Entropie unter Beriicksichti-
gung der Nebenbedingungen zu maximieren ist. Die Nebenbedingungen kon-
nen am bequemsten iiber den Formalismus der Lagrange-Parameter beriick-
sichtigt werden. Wir definieren die Lagrange-Funktion

L==Y PnP)+x O P-1)+> \e P} . (12.4)

Die Maxent-Losung erhilt man aus der Nullstelle der Ableitungen nach
P; und die Nebenbedingungen aus den Ableitungen nach den Lagrange-
Parametern.

0
U, = ) L

0

= a—R <—ZPJIH(PJ) + Ao (Z Pj—1)+ Z)‘MO#{PJ‘}>
J J K
0 |
Ui =—In(P) =1+ X+ > A 55 ¢ul{P} =0 (12.5)
P 7

9,
In(P) = =1+ Xo + Z A P eu{P5}
L [

SE.T. Jaynes, papers on prob., stat. and stat.phys., academic press (83)
6Shore and Johnson, IEEE trans.inf.theory,26,1,84
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Die Losung lautet also allgemein

MAXIMUM-ENTROPIE-LOSUNG

1 o .
F)i _ Zu Au 3?’1: eu{Pj} (126&)

e Mom endBih (12.6b)

N
I
.MZ NCL

<
Il
-

Die Normierung wurde bereits explizit iiber die ,Zustandssumme” Z sicher-
gestellt. Die iibrigen Lagrange-Parameter )\, sind so zu bestimmen, dass die
Nebenbedingungen Gl. (12.2) erfiillt sind.

Von besonderer Bedeutung sind lineare Nebenbedingungen

N
e {Pi} = Z Kyuj By — Ky : (12.7)
j=1

Die in Gl. (12.6a) und Gl. (12.6b) benstigten Ableitungen lassen sich dann
leicht berechnen

0
P pu{ P} = K (12.8)

und wir erhalten

MAXIMUM-ENTROPIE LOSUNG BEI LINEAREN NEBENBEDINGUNGEN

1

Pi=— eXu Mk (12.9a)
N

Z =Y exwtnlu (12.9b)
j=1

In diesem Fall lassen sich die zuséitzlichen Nebenbedingungen ebenfalls ele-
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gant formulieren

e Formale Ahnlichkeit zur stat. Mechanik
e erweiterbar auf (Nichtgleichgewichts)-Thermodynamik”

e weitere publizierte Anwendungen®:
Logistische Probleme, Volkswirtschaft, queuing theory, nichtlin. Spek-
tralanalyse, Mustererkennung, Bildverarbeitung, Tomographie, Fliis-
sigkeitsdynamik, Wachstumsdynamik, ...

Es stellt sich die Frage, ob es mehrere Losung geben kann. Die Maxent-
Losung folgt aus der Nullstelle von W;, der partiellen Ableitung der Lagrange-
Funktion nach P;. Wir bestimmen die zweite partielle Ableitung der Lagrange-
Funktion, bzw. die partiellen Ableitung von ¥; Gl. (12.5) mit Gl. (12.8)

L oY S o1
oror;  or;  oror; YV P

Die Lagrange-Funktion ist also global konvex und besitzt von daher nur ein
(globales) Maximum. Alternativ kann man auch sagen, ¥; hangt nur von P
ab und ist in dieser Variablen monoton fallend; also gibt es nur eine Nullstelle.
Wir wollen nun einige Beispiele diskutieren.

12.5 Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Die einzige Nebenbedingung neben der Normierung sei

(E)y=)_ P E . (12.10)

"W.T.Grandy, Foundations of stat.mech. I/II D.Reidel Publ., Kluwer (87)
8J.Kapur, Entropy Optimization Principle, academic Press (92)
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Das heifst, jedem Ereignis wird ein Kostenwert (Energie) zugeordnet und
als tiberpriifbare Information sind die mittleren Kosten bekannt. Das sind
genau die Voraussetzungen, die der Maxwell-Boltzmann-Verteilung in der
statistischen Mechanik zugrunde liegen. Die Grofe K,,; in Gl. (12.7) ist

Kﬂj:Ej ,U,El

Damit lautet die Maxent-Losung nach Gl. (12.9a) und Gl. (12.9b)

MAXWELL-BOLTZMANN-VERTEILUNG

Der Lagrange-Parameter 3 folgt aus der Nebenbedingung
Jln(Z)
op

Die Losung ist, wie oben allgemein gezeigt, eindeutig. Es existiert jedoch nur
dann eine Losung, wenn

= (E)

Emin S <E> S Ernax

Andere Mittelwerte sind nicht mit dem Modell kompatibel.
Wenn man experimentell Abweichungen hiervon findet,

Mazxent exp
S > S ,

dann heifst das, dass weitere Nebenbedingungen existieren.

Anwendungsbeispiel aus der Fliissigkeitsdynamik:

P; sei das Verhéltnis von Tropfen der Masse m; an der Gesamtmasse m, die
pro Zeiteinheit erzeugt werden, wenn Fliissigkeit mit einer Rate m und einer
konstanten Tropfenrate n aus einer Diise heraustritt. Die Nebenbedingung
(neben der Normierung) erhalten wir folgendermafen. Die Fliissigkeitsmasse
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Am, die in der Zeiteinheit At austritt, enthélt An; Tropfen der Masse m;
und betrigt demnach

Z Anj;m; = Am
J

Die Teilchenzahl An; erhalten wir aus der gesamten Teilchenzahl An, die
pro Zeiteinheit austritt, iiber die Beziehung

Anj = An Pj
Damit haben wir
Z P;mj An = Am
J
Division durch At liefert schliefslich

n E P;m; =m
J

Die Maxent-Losung lautet dann
1

—Anm;
P = 7 €

12.6 Bose-Einstein-Verteilung

Wir nehmen nun an, dass wir nicht genau wissen, wieviele Teilchen sich
in einem betrachteten Volumen befinden. Als iiberpriifbare Information sei
weiterhin die mittlere Energie bekannt. Hinzukommt als Nebenbedingung die
mittlere Teilchenzahl.

P, sei die Wahrscheinlichkeit, n Teichen im Zustand ¢ mit der Energie F;
anzutreffen.

Die Normierungs-Nebenbedingungen lauten

> Pn=1 Vi . (12.11)

n=0

Die mittlere Zahl (BESETZUNGSZAHL) an Teilchen im Zustand i ist
n; = Z nP, . (12.12)

Die mittlere Teilchenzahl ist damit

> i n Py, =(N) . (12.13)

J
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Schlieflich lautet die letzte Nebenbedingung

S Eing=)Y_ Eji n P, =(E) . (12.14)

Die Entropie sieht nun leicht anders aus, da die Ereignisse durch ein Index-
Paar (in) gekennzeichnet sind

S = Z P, In(P;,) . (12.15)

Die Lagrange-Funktion lautet
L=5-Y" 2, Pi—1)=M O m Pu—(N))=X2 O E; m Py, —(E))
7 m jm jm

Die Ableitung nach P, liefert

oL
P =—InPF, —1-— AOJ'—'A17L—-A2711% é:O =
P = Zi et (12.16)

Die Normierung GI. (12.11) ergibt

o0

Z. — e )\1+)\2E )\1+)\2E . 1
! Z 1 — e~ (it E)

n=0 n=1
Daraus folgt
Py = (1 — e WitheBy omn Cutheb) (12.17)

Daraus berechnen wir die Besetzungszahl

= iii n Py,

o
_ —(AM+X2E;) —n (A1+A2E;)
=(1-— ne

n=0

8

(1—6 83 e

>

" A=A A E;

0 1
=—(1-e7) o Y

ON 1—e A= 1+ E;

.Y

e

() o
(1 - 67/\)2 A=A+ E;

1
eMtXE; ]
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Mit Symbolen fiir die Lagrange-Parameter, die in der statistischen Physik
iiblich sind, erhalten wir

BESETZUNGSZAHLEN DER BOSE-EINSTEIN-VERTEILUNG

1

e (12.18)

n;

Die Parameter ( und p folgen aus den Nebenbedingungen fiir (£) und (N).

Anwendung in der BWL

Es werden drei Produkte mit den Kosten (in beliebigen Einheiten)
K; = {50,7.5,1}

hergestellt. Die Kosten entsprechen den Energien F;. Pro Monat sei die mitt-
lere Zahl der Produkte
(N) =275

und die mittleren Kosten betragen
(K) =829

Wenn das die einzige Information ist, wie ist dann die mittlere Zahl der
einzelnen Produkte, d.h. die Besetzungszahl? Die Maxent-Losung liefert

n; = {6,40, 229}

12.7 Fermi-Dirac-Verteilung

Der einzige Unterschied zu den Voraussetzungen der BE-Verteilung ist die
Bedingung, dass in jedem Zustand ¢ nur 0 oder 1 Teilchen sein kann. Da
ansonsten alles gleich bleibt, erhalten wir dieselbe allgemeine Losung wie in
GL (12.16). Die Normierung ist nun aber anders zu berechnen

1

7, = Z et ) =1 4 ¢~ MatreE)
n=0
P, = emn GatrB) (12.19)

- 1 4+ e~ (Ait+r2Es)

168




Die Besetzungszahl liefert

1 —n (AM1+X2E;)
1 4+ e~ (Ait+Xr2Ei)
e~ (M+A2E))

1 4+ e~ (A+r2E)
1
etz Ey) +1

Mit den in der statistischen Physik {iblichen Symbolen liefert das

BESETZUNGSZAHLEN DER FERMI-DIRAC-VERTEILUNG

1

= ST (12.20)

n;

12.8 Vergleich mit Zufallsexperiment

Die Anwendung des Maxent-Prinzips ist nicht darauf angewiesen, dass die ge-
suchte Verteilung das Ergebnis eines Zufallsexperiments ist. Falls es aber ein
Zufallsexperiment gibt, sollte es eine enge Beziehung zum Maxent-Ergebnis
geben.

Maxent

Eine Zufalls-Variable x soll die Werte {{i,...,&yv} annehmen kénnen. Die
iiberpriifbare Information fiir die Wahrscheinlichkeiten P;, mit denen diese
Werte angenommen werden, mége der Einfachheit halber lineare Nebenbe-
dingungen liefern

/{,U,ZZ-PZ'K,U,(&'Z')J ,lL:l,,L

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung, die diese Nebenbedingungen erfiillt, sonst
aber frei von weiteren Bedingungen ist, ist die Maxent-Verteilung.
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Zufallsexperiment

Die Werte von = werden in einem Zufallsexperiment ermittelt. Das Zufalls-
experiment liefere die Stichprobe

Cyeves Qo mit G € {&, .. 8N}
Die Nebenbedingung fordert

M
1
iy = 2= ; K,(Q), p=1,...,L

Wir ermitteln die Haufigkeit m;, mit der die einzelnen Werte &; in der Stich-
probe vorkommen und sortieren die Summe nach den angenommenen Werten
éi um

1 N
Ry = M Z my; Ku(fi)
i=1

Die Nebenbedingungen lauten dann

N
i=1

(12.21)
N

ZmiKM(gi):M’%ua M:L?L

i=1

Wie wird die Haufigkeitsverteilung m,; aussehen, die in zukiinftigen Zufallsex-
perimenten am héufigsten vorkommen wird? Dazu miissen wir beriicksichti-
gen, dass die Haufigkeitsverteilung aus den Stichproben (i, ..., (), ermittelt
wird. Die Elemente der Stichprobe sollen aber unkorreliert sein, da nichts an-
deres bekannt ist. Das ist eine wichtige Annahme! Wenn etwas iiber die Kor-
relation bekannt ist, muss das beriicksichtigt werden. Erlaubte Stichproben
sind solche, deren Haufigkeitsverteilung die Nebenbedingungen GI. (12.21)
erfiillt. Die Anzahl der Sequenzen ist durch den Multinomialkoeffizienten ge-

geben
M!

[T m

Unter allen Héufigkeitsverteilungen m, die mit dem Vorwissen vertréiglich
sind, kommen diejenigen bei wiederholten Zufallsexperimenten am hiufigsten
vor, fiir die N(m, M) am groften ist. Das bedeutet, dass die wahrscheinlichste

Haufigkeitsverteilungen m aus der Variationsrechnung

N(m, M) =

max In(N(m,M)) & Nebenbedingungen . (12.22)
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Wenn
M, m; > 1 s

dann kann die Stirling-Formel GL. (4.5b) auf die Fakultdten angewandt wer-
den

In(m;!) ~ m; In(m;) — m; + In(v/27)

Daraus ergibt sich

In(N(m, M)) ~ MIn(M) — M — Z (m; In(m;) — my)

N
:_MZEln(Ni) : =MS

Damit entspricht die wahrscheinlichste Verteilung des Zufallsexperiments,
die iiber Gl. (12.22) ermittelt wird, genau der Maxent-Losung. Es stellt sich
die Frage, wie relevant die wahrscheinlichste (Maxent) Losung ist, bzw. wie
breit die Verteilung der m ist. Es wurde von E.T.Jaynes im sogenannten
ENTROPIE-KONZENTRATIONSTHEOREM gezeigt, dass fiir grofen Stichpro-
benumfang M die mit den Nebenbedingungen vertraglichen Haufigkeiten m
zu Werten x = 2M (Syax—S) fiihren, die einer x2-Verteilung mit v = N—L—1
Freiheitsgraden geniigen. Das heifst, fiir M > N ist das Intervall, in dem mit
der Wahrscheinlichkeit « die Entropie-Werte liegen werden,

2
X5 (@)
Smax - ) Smax
2M

Nun ist x2(a) o< v, das heikt das Entropie-Intervall geht mit zunehmendem
M gegen Null. Das bezeichnet man als Entropie-Konzentrationstheorem, da
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die Héaufigkeitsverteilungen m mit zunehmendem Stichprobenumfang Entro-
pie-Werte in der Nihe des Maximalwertes haben und somit der Maxent-
Verteilung entsprechen.
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Kapitel 13

Maxent beil kontinuierlichen
Variablen

Fiir den diskreten Fall ist die Entropie durch

N
> P In(P
j=1

gegeben. Die Variable ¢ soll nun zu einer kontinuierlichen Groéfe werden.
Hierbei geht P; iiber in

P(Azx;) = p(x;) Az,

Der Abstand Az; der Punkte z; geht mit N — oo wie 1/N gegen Null. Wir
definieren hierzu

Die Bedeutung von m(x;) ist

1/N  Zahl der Zusténde in Ax; ,

= i = Maf
mi) = Nooo Ax; Intervall-Lange a
Es gilt
N Ny
/ m(x) dx = ]\}im m(z;) Az, = ]\}lm Z N

J=1
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Damit wird aus der Entropie

_Z Az; p(x;) In(p(z;) Axy)
- _ 3 z; p(z;) In _plag)
= ; Azj p(z;) 1 (m(%)]\/)

:_é Az; p(z;) In (:fé;)“n Z Az p(a;)

=1

Man definiert die Entropie fiir kontinuierliche Freiheitsgrade als Grenzwert
S = Jim (SP —In(N)) . (13.1)

Die Konstante hat keinen Einfluss auf die Maxent-Losung. Die Entropie ist
somit

ENTROPIE FUR KONTINUIERLICHE FREIHEITSGRADE

SO = — / p(z) In ( :fg%) dv, m(z): invariantes Mak

Nur mit der Normierungsbedingung ist die Maxent-Losung, wie wir gleich
sehen werden, identisch zu m(z). Da keine weitere Information bzgl. p(x)
vorliegt, muss diese Losung mit der uninformativen Prior-Verteilung iiber-
einstimmen. Deshalb nennt man sie INVARIANTES MASS. Die Entropie wird
auch RELATIVE ENTROPIE, CROSS-ENTROPY und KULLBACK-LEIBLER-
ENTROPIE bezeichnet. Sie hat die Bedeutung des Abstands

D(p:m)

im Raum der Wahrscheinlichkeitsdichten zwischen der Wahrscheinlichkeits-
dichte p(z) und dem ,Aufpunkt” m(z). Hierfiir gilt allerdings nicht die Drei-
ecksungleichung.

Wie im Fall diskrete Freiheitsgrade besteht die Maxent-Losung darin, die
Entropie unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen

o {p(x)} =0, p=1,...,L |
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zu maximieren. Dazu definieren wir wieder die Lagrange-Funktion

c:_/ p(z) In (Z@)) dz—Xo (/ dx—l) Z)\MSOM{I)

(13.2)
Die Maxent-Losung erhilt man aus der Nullstelle der Funktionalsableitung
)
0= L
dp(x)

Y (/ p(a') da’ — 1) - ZAuwu{p(w)})

:_1(i§)_umo§:M5 pulp(@)}

plx)\ . 0 .
In (m(m)) =—-1—-X %: Au 5p(7) ou{p(x)}

Wir beschrinken uns wieder auf lineare Nebenbedingungen

eulp@)} = [ plo) Kolw) do = w=1.0. L

Die Funktionalableitung ist in diesem Fall

5
op(x)

Die Maxent-Losung lautet also allgemein

pulp(z)} = Ku()

MAXENT-LOSUNG BEI LINEAREN NEBENBEDINGUNGEN
FUR KONTINUIERLICHE FREIHEITSGRADE

1
=7 m(z) e 2n Mukn(@) (13.3a)

= / m(x) e~ 2 M Eul@) gy : (13.3b)
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Auch in in diesem Fall lassen sich die zusétzlichen Nebenbedingungen elegant
formulieren

o= [ Kula) ol
= % / m(z) K,(z) e~ 2u M Ku(2)
0
= _0_/\M In(2)

Es seinen z.B. die unteren Momente der Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) vor-
gegeben.

Ky = (") = /x”p(x)dx

2 Momente

p(x) —'

p(x)
of —J 3
2,

p(x) / \ / \
0 5

p(x) * \ f ~
o] 9

p(x)

Abbildung 13.1: Mazimum-Entropie Losung des Momenten-Problems.
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Weitere einfache Beispiele sind

Barometrische Hohenformel

Gesucht sei die Wahrscheinlichkeit p(z), Teilchen der Masse m in der Hohe z
(mit z € [0,00)) im Schwerefeld der Erde anzutreffen. Neben der Normierung
sei die mittlere potentielle Energie bekannt

m:@:/p(z)zdz:%

myg myg

Das die mittlere Energie kT = 1/ ist, folgt natiirlich aus physikalischen
Uberlegungen. Als invariantes Maf verwenden wir die flache Verteilung und
erhalten als normierte Maxent-Losung

Damit haben wir das aus der statistischen Mechanik bekannte Ergebnis

BAROMETRISCHE HOHENFORMEL

p(z)=Bmge ™z (13.4)

Gaufi-Verteilung

Wir suchen die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z), mit z € (—o0,00). Es seien
die unteren zwei Momente, Mittelwert p und Varianz o2 einer Verteilung
gegeben. Die Maxent-Losung ist



Das lasst sich immer quadratisch ergidnzen und in die bereits korrekt nor-

mierte Form
1 _ (:c—b)2

)= ———=c 7"

bringen. Damit liegt bereits eine Normal-Verteilung vor, von der wir wissen,
dass der Mittelwert b und die Varianz a betrdgt. Also ist die zu den ersten
zwei Momenten gehorige Maxent-Losung die Normalverteilung mit diesen
Momenten.

Ein Spezialfall hiervon ist die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung, bei
der die kinetische Energie der Teilchen, also das zweite Moment, bekannt ist.
Die Maxent-Ableitung liefert eine weitere Erklarung, warum die Gauf-Funk-
tion allgegenwértig ist. Diese Erklarung setzt nicht voraus, anders als der
zentrale Grenzwertsatz, dass die Grofe x eine Summe i.u.nv. Zufallszahlen
ist und dass sehr viele Summanden beitragen. Die einzige Voraussetzung ist,
dass nur die unteren Momente bekannt oder {iberhaupt mit hinreichender
Genauigkeit bestimmbar sind.
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Teil IV

Parameterschatzen
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Kapitel 14

Parameter-Schatzen

14.1 Unverzerrte Schatzwerte

Es sei ein Datenanalyse-Problem gegeben, das von Parametern a € R™M
abhéngt. Es werden Messwerte (Stichprobe) y = {y1,...,yn} ermittelt, die
dazu dienen sollen, die Parameter a zu bestimmen. Die zugrundeliegenden
Parameter definieren die Wahrscheinlichkeitsdichte der Stichprobe, das heifst
der Likelihood-Funktion

p(yla)
Ein Beispiel stellen additive Gaufische Fehler dar

1y (wimfia)?
R : (14.1)

wfZ

pyla) = (2m0*)”

Hierbei ist f;(a) = f(s;,a) das theoretische Modell, das von Steuergréfen s;
und den zu bestimmenden Parametern a abhingt. Betrachten wir z.B. eine
gedampfte Schwingung, die zur Zeit t die Auslenkung

f(t|Ag,w, A\, @) = A(t) = Ay cos(w t + @) e

aufweist. Zu verschiedenen Zeiten t; wird die Amplitude experimentell be-
stimmt. Der Messwert zur Zeit t; sei y;. In diesem Beispiel sind die Steuer-
groken die Zeiten ¢; und die unbekannten Parameter sind a = {Ag, w, A\, p}.
Die Funktion f(s,a) entspricht der Auslenkung A(t). Die Messwerte streuen
gemik einer Gaul-Verteilung mit einer Standardabweichung o um die theore-
tischen Werte. Aus der Stichprobe sollen nun die vier unbekannten Parameter
bestimmt werden.

Der Einfachheit halber betrachten wir zunédchst nur Probleme mit einem
unbekannten Parameter a. Im Rahmen der orthodoxen Statistik sucht man
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ein Funktional a(y), das einen Schétzwert fiir den Parameter bei gegebe-
ner Stichprobe liefert. Von besonderer Bedeutung sind solche Funktionale
die UNVERZERRTE SCHATZWERTE (UNBIASED ESTIMATOR) liefern. Als un-
verzerrt werden solche Schitzwerte bezeichnet, die bei ein und demselben
Problem, d.h. auch bei denselben Parameterwerten, gemittelt iiber alle denk-

baren Stichproben den exakten Wert liefern. Das heifst

(a(y)) = / Ny a(y) plyla) L0 (14.2)

14.2 Maximum-Likelihood Schatzwert

Unter dem Maximum-Likelihood (ML) Schétzwert versteht man die Lésung
der Maximierungsaufgabe

max p(g|a)

a

oder dquivalent
9In(p(y|a))

=0
da; a=aML

14.2.1 Beispiel: univariate Normal-Verteilung
Als Beispiel betrachten wir die einfachste Variante des obigen Problems

plyla) = (270?)

)

bei der die Messungen direkt den gesuchten Parameter liefert, z.B. Langen-
messung. Die LOG-LIKELIHOOD lautet

In(pyla) = € = 5 Y= a?

Die Nullstelle der Ableitung nach a liefert

M = (y)

In diesem Fall stimmt der ML-Schatzwert mit dem arithmetischen Mittel
iiberein. Wir wissen bereits, dass dieser Schiatzwert unverzerrt ist.
Die ML-Lé&sung soll noch an einem weiteren Beispiel illustriert werden.
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14.2.2 Cauchy-Verteilung

Gegeben sei eine Stichprobe {zi,...,zp} der Cauchy-Verteilung mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte

1 b
T (v —a)?+ b2
Die Log-Likelihood lautet, da die Elemente der Stichprobe unabhingig sind,

L
1 b
In(p(zy,...,zL|a,b,B) = Z In (% —35- SN b2)

po(zla,b) =

L
=C+ Lin(b Zln —a)® +b?)
=1
Die Ableitung nach b ergibt
0 L - !
%ln( p(z1,...,xL)a,b,B)) =3~ b; e —{—b2:0
=
-1
-\ L& (z; —a)2 + b2
Die Ableitung nach a liefert
) - |
%ln(p(xl,.. ,xrla,b,B)) =2 Zzl —|—b2 =0

Damit haben wir als ML-Losung

b m
in:l (mifa)2+b2

1 1
L Zizl (zi—a)?+b2
1

a =

0 =

2 1
L Zi=1 (xi—a)2+b2

ein gekoppeltes System transzendenter Gleichungen vor.
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14.2.3 Bernoulli-Problem

Wir betrachten noch einmal das bindre Bernoulli-Problem mit gelben und
roten Kugeln. Es werde eine Stichprobe vom Umfang N mit Zuriicklegen
gezogen. Davon seien ny Kugeln gelb. Wir wollen hieraus den Wert des Ver-
héltnisses ¢ = n,/N, der Population abschétzen. Die Likelihood-Funktion ist
in diesem Fall

N
P(ng|q, ]\f7 B) — (n ) qng (1 _ q)Nf?’Lg
g

Die ML-Losung erhalten wir aus Nullstelle der Ableitung des Logarithmus

d n N —n
=0
n
= gML = Ng . (144)

Wir wollen noch untersuchen, ob es sich um einen unverzerrten Schitzwert
handelt. Dazu bendtigen wir die Schatzwert-Verteilung

N

p(QML|N7 q, B) = Z p(QML|k7qv N7B) P(k|Q7Na B)
k=0

NE

e
Il

0

Die Momente dieser Verteilung sind

(o) = o, P(avinlq, N, B) daw,

M= =

k" P(klq, N,B) = <]€7V>

Il
%| _ O t— e T —

b
I

0

Daraus ergibt sich

<QML> = W
var(k
var(qw) = N(2 )
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und mit dem Mittelwert und der Varianz der Binomial-Verteilung erhalten
wir schlieflich

LHSUNG DES BERNOULLI-PROBLEMS

(guL) = % =q (14.5)
var(gu) = N q](\;— 9 _ 4 (1N— q) (14.6)

Der Schétzwert ist in der Tat unverzerrt und hat eine Varianz ¢(1 — q)/N,
die mit zunehmendem Stichprobenumfang abnimmt.

14.2.4 Least-Squares-Fit

Wir betrachten den sehr héufig vorliegenden Fall unabhingiger, normal-
verteilter, additiver Fehler, mit der in Gl. (14.1) angegebenen Likelihood-
Funktion. Maximieren der Log-Likelihood ist dquivalent zum Minimieren der
gewichteten mittleren quadratischen Abweichung

LEAST-SQUARES-FIT

main Z (i = ]:;i’a))Q : (14.7)

Der einfachste Spezialfall liegt vor, wenn o2 = o2

Wir wollen nun noch korrelierte Fehler betrachten. Der Logarithmus der mul-
tivariaten Normalverteilung mit Kovarianz-Matrix C' ldsst sich wie folgt um-
formen

(y — f(a)" C7 (y— f(a))

= (- f@) (@) = |i-F@

log(L) = —

— DN | =

Es wurde ausgenutzt, dass die Kovarianz-Matrix symmetrisch ist. Die Trans-
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1
formation mit C2 bewirkt, dass in dieser Darstellung die Fehler der Daten
unkorreliert sind und alle die Varianz Eins besitzen.

TRANSFORMIERTE MULTIVARIATE NORMALVERTEILUNG

p(d|C,a,B) = 21)~% |O 2 ez [1-7(@)]
mit

o

o

(14.8)

Y
f(a)

7
f(a)

= [NIE

Das bedeutet, dass auch in diesem allgemeinen Fall wieder ein least-squares-
fit durchzufiihren ist

LEAST-SQUARES-FIT MIT KORRELIERTEN FEHLERN

min - (y —ﬁ-(a))2 . (14.9)
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14.3 Parameter-Schatzen im Rahmen der Wahr-
scheinlichkeitstheorie

Die Wahrscheinlichkeitstheorie erlaubt es, aus Stichproben Parameter des zu-
grundeliegenden (physikalischen) Problems zu eruieren. Die Vorgehensweise
ist straight-forward. Gegeben ist die tatsichlich vorliegende Stichprobe® y.
Daraus ermittelt man die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die gesuchten Para-
meter

p(aly, B)

Das Bayessche Theorem liefert hierfiir

a,B) p(a|B
oy = 221D

o p(yla, B) p(a|B)

Es hidngt nun von den Anforderungen an das Ergebnis ab, wie man aus dieser
Wahrscheinlichkeitsdichte einen einzigen Wert fiir die Parameter a auswéhlt.
Eine Modglichkeit ist die sogenannte MODE, das ist das Maximum der a-
posteriori Verteilung p(aly, B). Wenn der Prior-Anteil vernachlassigbar ist,
weil z.B. keine detailliertes Vorwissen vorliegt, oder die Zahl der Daten sehr
grofs ist, ist diese Losung identisch mit der ML-Losung. Neben der Mode gibt
es weitere Moglichkeiten, die Wahrscheinlichkeitsdichte zu charakterisieren.
Es muss zunéchst eine Kostenfunktion definiert werden. Diese Funktion héngt
vom jeweiligen Problem ab.

K :/ dNrq K(a,a) p(a|g, B)

In der Regel verwendet man Kostenfunktionen K(a — a), die nur von der
Abweichung a — a abhéingen. Géngige Kostenfunktionen

e Quadratische Kosten K(a —a) =Y, (a; — @;)?
Die quadratische Kostenfunktion ,bestraft” grofse Abweichungen stér-
ker als kleine bis mittlere Abweichungen. Der daraus resultierende
Schitzwert wird somit zu grofe Abweichungen zu vermeiden.

e Absolute Kosten K(a —a) =), |a; —
Es kann Situationen geben, in denen grofe Abweichungen nicht so viel
negativer zu bewerten sind als kleine oder mittlere. In diesem Fall wird
man eine absolute Kostenfunktion verwenden.

Man geht hierbei nicht von fiktiven Stichproben-Replika aus.
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e Die stufenférmige Kosten-Funktion kommt zum Einsatz, wenn Abwei-
chungen innerhalb einer kleinen Toleranz akzeptabel sind und anson-
sten das Ergebnis unbrauchbar wird. Z.B. bei der Herstellung von Ge-
riaten. Innerhalb der Toleranz konnen die Geréte verkauft werden, an-
sonsten miissen sie neu produziert werden, und es fallen hierbei feste
Kosten an.

K(a—&):—H@(]ai—dﬂ <e)

Der beste Schatzwert ist nun der, der die zu erwartenden Kosten minimiert.
Wir verlangen deshalb, dass die Ableitungen nach a; verschwinden.

A) QUADRATISCHE KOSTEN

Das fiihrt im Fall der quadratischen Kosten zur Bedingung

a(ziK =2 / (a; — a;) paly, B) d7a
=2 ( a; p(aly, B) d"va — fLi> =0
-
a; = / a; p(aly, B) dNrq = (ai>g
a; = apm,;

Bei quadratischen Kosten ist das arithmetische Mittel der Posterior-Verteilung
(Posterior Mittelwert (PM)) der beste Schitzwert.

B) ABSOLUTE KOSTEN
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9 o . .
aaiK—/Ea—al- 45 = aj| plaly, B) d*a

= / sgn(a; — a;) p(aly, B) d™rq

:/ da; / Hdajp(a@,B)

JF#i
=:p(a;ly,B)
_/ da; / Hdajp(a@,b’)éo
5 O A )
—p(aily,B)
=
/ plasly, B) da; = / plasly, B) da;

A

G; = AMED,;

Bei absoluten Kosten ist der Median der beste Schatzwert.

C¢) KASTENFORMIGE KOSTENFUNKTION

In der folgenden Ableitung wird angenommen, dass die Intervalllinge ¢ klein
ist.
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o . 0 A .
E)aiK__aaZ. / <H9(|a—a|28)>p(a!g,6)d a

P a;+e aj+e
:_Gdi/ da; ;Yl;[l/ daj | p(aly, B)

J/

—~
=(2e)NP =1 p(ai,a;2ily,B)

4, 0 . .
= —(2e)M 1% (F(ai +ely, B) — F(a; — <y, B))

(2

= —(2e)"! (p(&i + €, ajily, B) — pla; — €, a4y, B))

0 !
= —(22)" plaly B)| L0

a=a

(2

Y

a = GMAP

In diesem Fall erhalten wir die maximale a-posteriori Losung (MAP).

Wir wollen diesen Fall noch etwas genauer untersuchen. Die Posterior-Wahr-
scheinlichkeit ist das Produkt aus Likelihood-Funktion und Prior-Wahrschein-
lichkeit. Im Fall eines flachen Priors ist die MAP-Losung somit gleichbedeu-
tend mit der ML-Losung. Das gibt der ML-Losungen somit eine alternative
Bedeutung.

14.3.1 Vertrauensintervall

Im Rahmen der Bayesschen Wahrscheinlichkeitstheorie ist das Vertrauens-
intervall eines Parameters a; durch die Standardabweichung der Posterior-
Wahrscheinlichkeit

/ (Aa;)? p(ald, B) d"*a

gegeben.

14.4 Lineare Regression

Viele Anwendungen sind von Hause aus linear in den Parametern oder kénnen
im interessierenden Bereich linearisiert werden. Das Modell lautet in diesem

Fall
Y= Z x; a; : (14.10)
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wobei die x; Funktionen der experimentellen Steuergréfen und eventuell zu-
sitzlicher Parameter sind. Zum Beispiel

2
Yy=ay+ a1 T+ axx

Das Experiment werde nun fiir L unterschiedliche Satze von Steuergréfien
{z,;} wiederholt, wobei der Index v = 1,..., L die Experimente durchnum-

meriert
N
Yy = E LTyn An
n=1

Man kann diesen Ausdruck auch als die Entwicklung eines Vektors y nach
Basisvektoren auffassen, wobei z,,, die n-te Komponente des v-ten Basisvek-
tors ist. Die a,, sind die Entwicklungskoeffizienten. Das lisst sich kompakt in
Vektor-Notation schreiben

y=Xa

Hierbei ist y € R® der Vektor der experimentellen Ergebnisse, a € RY der
Vektor der Entwicklungsparameter und X die (L x N)-Matrix mit den Ele-
menten x,,, die von den unterschiedlichen Steuergréffen und zusédtzlichen
vorgegebenen Parametern in bekannter Weise abhdngen. Wir gehen davon
aus, dass das Modell stimmt. Allerdings sind experimentelle Daten i.d.R.
fehlerbehaftet, so dass die gemessenen Groken y von den Vorhersagen des
Modells abweichen werden. Wir machen folgende Annahmen

e Lineares Modell mit additiven Fehlern

d=Xa+n

e die Fehler n, der einzelnen Experimente sind unabhéngig vom Messwert
dy

e Die Zufalls-Variablen 7, sind multivariat normalverteilt mit der Kovari-
anz-Matrix C. Die Mittelwert seien alle Null. Wenn wir wissen, dass ein
Mittelwert nicht Null ist, heiftt das, dass das Experiment systematische
Fehler produziert und es ware sinnvoll diese zunéchst zu eliminieren,
bzw. wenn der Bias bekannt ist, ihn von den Daten abzuziehen.

Diese Annahmen definieren das LINEARE REGRESSIONSMODELL? mit der
Likelihood gemifs Gl. (14.8)

?Hiufig findet man die Definition fiir den Spezialfall i.u.nv. Fehler.
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LINEARES REGRESSIONSMODELL

p(dla, N, L, X,0,B) = (2r)" % |C]"% e |i-%a]
mit

d=C~

X=C"

(14.11)

N [SIE

d
X

Die ML-Lo6sung bzw. bei konstantem Prior die MAP-Losung erhalten wir
durch Minimieren der FEHLANPASSUNG

L2 2 . .
- ‘d — Xa‘ - (d( —2dTXTd+d"XTXa |
d.h. an der Nullstelle des Gradienten
0=Vy2= (—QJ?TOZ n 25('T)~(a>

Das lineare Regressionsmodell hat die Losung

ML-LOSUNG DES LINEAREN REGRESSIONSMODELLS

M = (XTX)' XTd . (14.12)

Voraussetzung ist, dass von der Matrix
H=X"X
das Inverse existiert. Aus den ML-Parametern folgen die Modell-Werte

yML — XCLML

Man kann die multivariate Normal-Verteilung GL. (14.11) ausdriicken in
Aa = a— oMt ,

in der die Log-Likelihood quadratisch ist, in der Form

1 1
p(dla, N, L, X,0,B) = 7 ¢ "3 AalHAa , (14.13)
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mit der

HESSE-MATRIX

H=1vvl ¢?=X"X . (14.14)

Im Rahmen der Bayessche Wahrscheinlichkeitstheorie gilt
1
plald, N, L, X,0,B) = 7 p(dla, N, L, X,0,B) p(ald, N, L, X, o, B)

Immer dann, wenn das Experiment wesentliche, neue Erkenntnisse iiber die
Parameter a liefert — davon sollte man bei einem guten Experiment eigentlich
ausgehen konnen — dominiert die Likelihood-Funktion die funktionelle Form
der Posterior-Verteilung und man kann einen flachen Prior annehmen. Unter
Beriicksichtigung der Normierung der multivariaten Normalverteilung (GI.
(7.28a)) erhalten wir dann

plald, N, L, X,0,B) = (2rc2) "% |H|? ¢~ e’ HAe
Aus Gl (7.28¢) wissen wir, dass die Kovarianz der Parameter
(AayAan,) = H,)\, (14.15)

durch die Matrix-Elemente der inversen Hesse-Matrix gegeben sind. Diese
Matrix wird in der Regel nicht diagonal sein. Das bedeutet, dass die Feh-
ler korreliert sind. Das ist einleuchtend, wenn wir z.B. an einen Geraden-
Fit denken: Wenn hierbei, z.B. die Steigung verindert wird muss man auch
gleichzeitig den Achsen-Abschnitt verdndern, um zur verdnderten Steigung
den optimalen Fit an die Daten zu erhalten. Wir wollen zwei wichtige Spezi-
alfille betrachten

14.4.1 Schatzen einer Konstanten

Das einfachste lineare Modell ist die Konstante
y=a

Weiter wollen wir unkorrelierte Fehler mit individuellen Varianzen annehmen



Wir benétigen

1

Die Matrix X hat die einfache Gestalt

und weiter gilt

1/0’1

9
S
I

1/0'2'

1/O'L
Die transformierten Daten sind

d1/0'1
dz’/o-z'

dL/O'L

Die Hessematrix ist dann

|~

def —
=2

[\

L
H=XTX = >
=1

g:

~

Schlieflich ist die ML-Losung

L

SO d;
M =H'X"d=x" )"

Die Losung des Konstanten-Problems lautet also
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ML-/MAP-LOSUNG DER KONSTANTEN

) (14.16)
var(a) = 1/2 5

g:

Die ML-/MAP-Lésung ist also das mit den inversen Varianzen gewichtete
Mittel. Im Fall o; = o geht das Ergebnis in das alt-vertraute Ergebnis o™ =
d und var(a) = o2/L iiber.

14.4.2 Schitzen der Parameter einer Geraden
Ein weiteres weit verbreitetes Problem ist die Bestimmung der Parameter
einer Geraden
Y =a;+2as
Die zu untersuchenden Parameter sind der Achsen-Abschnitt a¢; und die Stei-

gung ay. Wir setzen dieselbe Kovarianz-Matrix vom letzten Beispiel voraus.
Die Matrix X ist in diesem Fall

1 I
X=11 u
1 Xy,

Daraus ergibt sich

]_/0'1 ZEl/O'l
5(:: 1/0'7, ZL’Z‘/O'Z‘

1/0’L Z’L/O'L
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Die Hesse-Matrix lautet nun

1/0'1 ZEI/O'l

)?T)?:<1/01 . 1/o; ...1/al) l/fai x/a :<Z

1'1/0'1 [Ei/O'Z' ...[L’L/O'L

== (4, )

Die Determinante hiervon ist

]
sqwl«? b‘qwl =
™
BRIE

q
Tl

1/0’L $L/0L

H| =27 ((27), = ()7) =27 ((Ax?), D 27 ¢y,

Fiir das Inverse einer (2 x 2) Matrix gilt

-1
A1 — a1 Q12 _ 1 Q22  —dAi2
a1 Qo2 |A] \—a2a1 an

Fiir die ML-Losung benotigen wir

dy /oy
frg= (e Mol d/ -5 ()
dr/or

Damit ist die ML-Losung

_ <<d>a —C@%gii) , (14.17)

Das heifét
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PARAMETER DES GERADEN-FITS

a = (d), = (2), az

o — de
P C
Y2 (z?)
—1 g
var(a) = Hyy' = —7— (14.18)
_ ¥2
Var(ag) = H221 = C—m
22
cov(ay,ap) = Hyy' = — C§$>”

14.4.3 Zahl der Datenpunkte innerhalb des Fehlerband

Wir wollen einmal iiberlegen, wieviele Datenpunkte mit ihrem Fehlerbalken
von einer Standardabweichung den Geradenfit beriihren. In GL. (4.16) hatten
wir gezeigt, dass bei normal-verteilten experimentellen Fehlern die Wahr-
scheinlichkeit, einen Datenpunkt innerhalb einer Standard-Abweichung zu
finden

1

/ e /2 dyx = 0.6827

1
qu - \/ﬁ

ist. Die Wahrscheinlichkeit, fiir 2 Standardabweichungen war gosq = 0.9545.
Bei L Datenpunkten, deren Fehler i.u.nv. sind, ist die Wahrscheinlichkeit,
dass [ Punkte innerhalb des Fehlerbandes liegen, die Binomial-Verteilung

L _
P<”L>qsd78) = (l) qid (1 _QSd)L !

Somit haben wir ein wichtiges Ergebnis abgeleitet. Die mittlere Zahl der
Daten im Fehlerband ist L ¢sq und die Varianz lautet L gsq(1 — gsq)
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ZAHL DER DATEN IM FEHLERBAND

0.4654
VL

Lsp
—— = 0.6827 £+
L

Bei 10 Daten sollten (7+2) innerhalb des Fehlerbandes liegen. Bei 100 Daten
sollten es (68 £ 5) sein.

In Abbildung ?? liegen 65% der Daten innerhalb einer Standardabweichung
von der ermittelten Geraden.

14.5 Parameter-Schatzen von nichtlinearen Mo-
dellen

Auch bei nichtlinearen Modellen ist der Ausgangspunkt die Posterior-Wahr-
scheinlichkeit

plalz,y, N, B)

In der Regel ist es bei diesen Problemen nicht moglich analytisch fortzufah-
ren. Eine weitverbreitete Auswertungsmethode sind die numerischen Monte-
Carlo-Verfahren, genauer gesagt die Markov-Chain-Monte-Carlo (MCMC)
Verfahren, die im Rahmen der Computersimulationen besprochen werden.
Eine weitverbreitete Naherungsmethode stellt die sogenannte (GAUSSSCHE
NAHERUNG oder STEEPEST-DESCENT-NAHERUNG dar. Hierbei wird die
Posterior-Wahrscheinlichkeit in eine exponentielle Form gebracht

p(alz,y, N,B) =@

was natiirlich immer méglich ist, da die Wahrscheinlichkeitsdichte positiv ist.
Die eigentlich Naherung besteht nun darin, das Argument der Exponential-
Funktion in eine Taylorreihe um das Maximum ayap zu entwickeln bis zu
Termen zweiter Ordnung

1
(ID(a) ~ (I)<CL1\/1AP> + 5 ACLT H Aa
ACL = a — aAMAP (14.19)
_ 0*®(a)

8ai8aj a=amAp

H.

198



Die Matrix H ist die Hesse-Matrix. Die Prior-Wahrscheinlichkeit beinhal-
tet i.d.R. Schranken fiir die erlaubten Parameter. In der Steepest-Descent-
Néaherung setzt man voraus, dass die Posterior-Wahrscheinlichkeit an den
Schranken bereits vernachlissigbar klein ist, so dass man auf die Schranken
verzichten kann, und Integrale {iber den gesamten R" erstrecken kann. Somit
lautet die Posterior-Wahrscheinlichkeit

plalz,y. N, B) = (2m)"% |[H| 72 e7380"Ae (14.20)

Nach Konstruktion ist sie multivariat normal. Das hat zur Folge, dass apy =
ayap, und die Kovarianz-Matrix ist gleich der inversen Hesse-Matrix

cov(a;a;) = H'
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Kapitel 15

Stichproben-Verteilungen

15.1 Mittelwert und Median

Wir gehen von einer Stichprobe vom Umfang L i.u.v. Zufallszahlen einer
Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) aus. Mittelwert und Varianz dieser Verteilung
sind

15.1.1 Verteilung des Stichproben-Mittelwertes

Def. 15.1 (Stichproben-Mittelwert) Man definiert als

STICHPROBEN-MITTELWERT (SAMPLE MEAN)

ll

1 L
Ti=— > @ . (15.1)
=1

Der aktuelle Wert, den  annimmt, hingt von der jeweiligen Stichprobe ab. Es
gibt also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p(Z|L, p, B). Diese Wahrschein-
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lichkeit erhalten wir aus der Marginalisierungsregel

p<E|Lap78>:/ p(fll’l,...,l’L,L,p,B) p(‘r17"'7xL|L7po) dx1~~de

-

5(e-L 5k, w)

indem wir iiber die moglichen Stichproben integrieren. Da die Elemente der
Stichprobe i.u.v. sind, gilt

p(Z|L, p, B) = / Z plxp) dxy ... dxy

Wir wollen hier diese Verteilung nicht weiter berechnen sondern lediglich den
daraus resultierenden Mittelwert

:/ (%Z xz> p(xy)...p(xp) dxy ... dog
2

i=1
/ x; p(x plxp) dxy ... dryg,
1=1

ZL: / p(z:) da; | / p(z;) dq;j>

i=1 o jFi —_—
=1

b'l>—‘

@) = [ #palL.p.B) dz

b'lH

(T) = ()

Das heifst, der Stichproben-Mittelwert liefert im Mittel den wahren Mittel-
wert der zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsdichte p(z).

Man nennt deshalb das arithmetische Mittel der Stichprobe einen unver-
zerrten bzw. erwartungstreuen Schitzwert (UNBIASED ESTIMATOR) fiir den
intrinsischen Mittelwert der Verteilung. Inwieweit das relevant ist, werden
wir noch diskutieren.
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15.1.2 Varianz der Stichproben-Mittelwerte

Als néchstes wollen wir untersuchen, wie weit der Stichproben-Mittelwert T
um den Mittelwert streut. Dazu bendtigen wir (72)

Hier miissen wir nun zwischen ¢ = j und ¢ # j unterscheiden

L
1
(72) = I3 Z / w3 p(x1)...play) dxy ... dxg
i=1
L

1
T > /ximjp(xl)”-/)(l’L)dl’1...de

i,j=1

Daraus folgt wegen (T) = (x) die

VARIANZ DER STICHPROBEN-MITTELWERTE

var(z) = VarL(x) . (15.2)

Die mittlere quadratischen Abweichung (Varianz) besagt, dass die Streuung
von T um den wahren Mittelwert (x) im Mittel /var(T) betragt. Diese Grofe
nennt man statistischen Fehler des Mittelwertes bzw.
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STANDARDFEHLER

var(z)

AZ ;= SF =
VL

(15.3)

Er unterschiedet sich von der STANDARD-ABWEICHUNG +/var(z) durch den
Faktor 1/+/L. Das ist die Grundlage fast aller experimenteller Bestimmungen
von unbekannten Grofen, die im Experiment mit einem statistischen Fehler
behaftet sind. Dasselbe gilt fiir (Quanten-)Monte-Carlo-Verfahren. Der Stan-
dardfehler besagt, dass man mit zunehmendem Stichproben-Umfang den sta-
tistischen Fehler immer stirker unterdriicken kann.

Eine kleine Unzuldnglichkeit besteht noch. Wir verwenden die Stichprobe,
um den wahren Mittelwert der Wahrscheinlichkeitsverteilung abzuschitzen.
Der Fehler den wir dabei machen, héngt von var(z) ab, das wir aber ebenso-
wenig kennen wie den Mittelwert. Woher bekommen wir also var(z)? Es ist
naheliegend, auch die Varianz aus der Stichprobe abzuschétzen

V= i (xi—T)Q

=1

S

Den wahren Mittelwert haben wir hier durch den Schitzwert T ersetzt. Der
Schitzwert fiir die Varianz kann umgeschrieben werden in

1 K 1 & 1 L
v:sz?—QEZZaZH— ZEQ
i=1 i=1

ll

8

Auch dieser Schitzwert ist eine Zufalls-Variable, die von der jeweiligen Stich-
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probe abhingt. Der Mittelwert liefert

=1 Y () ()
z<12>
— (2?) Vaz(x) (2)?
_ Ll var(zx)

Offensichtlich weist dieser Schétzwert im Mittel eine Abweichung (Bias) vom
wahren Wert der Varianz auf. Um diese Abweichung zu beheben fiihrt man
den Schatzwert

UNBIASED ESTIMATOR FUR DIE VARIANZ

1
O-gst = m Z (SCZ — E)Q (154)

ein. Der modifizierte Vorfaktor 1/(L — 1) ist wie folgt zu verstehen. Die Gro-
fen A; = x; — T sind nicht mehr unabhéngig voneinander, da ). A; = 0. Es
gibt nur noch L —1 unabhéngige Grofen &;, die aus den x; durch Linearkom-
bination gebildet werden kénnen. Die Zahl der FREIHEITSGRADE wurde um
eins verringert. Die ; sind dann i.u.v. nach einer Wahrscheinlichkeitsdichte
p(x) mit Mittelwert Null und Varianz var(z). D.h.

L L—1
doar=>"g
=1 =1

Diese Summe ergibt im Mittel den Wert (L — 1) var(z).

15.2 Verteilung von Mittelwert und Varianz in
normalen Stichproben

Angenommen wir haben eine Stichprobe vom Umfang N von i.u.normal-

verteilte (i.u.nv.) Zufalls-Variablen z,, mit Mittelwert o und Varianz o2
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Daraus bestimmen wir den Stichproben-Mittelwert

1 N
.ZU—N;LUH

und die unnormierte Stichproben-Varianz
N
v = Z (z, —T)*

n=1

Wir fragen nach der Verteilung p(Z, v| N, o, 0, B) von T und v, wobei der Be-
dingungskomplex B besagt, dass die Stichprobe aus i.u.nv. Zufalls-Variablen
besteht. Die Marginalisierungsregel erlaubt es, durch Einfiihren der Stich-
probenwerte x = {x1,...,zy}, die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte zu
berechnen
p(fa U|$0> g, N7 B) = / de p(fv U|£7 Zo, 0, Na B) p(£|$0, g, N7 B)
(15.5)

Wenn die Stichprobe vorliegt, ist = und v deterministisch festgelegt

N N
1
p(T,v|x1, ..., 2N, N, 20,0,B) =4 (f— N Zl xn> o (U—Z(xn_§)2> )

n=1
(15.6)
Die Stichproben-Wahrscheinlichkeitsdichte ist ebenso bekannt, da die z,, i.u.nv.

=2
—_

f(xnfxo)2/20'2

e

s‘
3
Q
(V)

n (xn—20)?/202

e

)

3

S)
\_/\_9

vz vz ez

-2
e >, (T —T+T—20)2% /202
-2

n (xn—7)2 /202 e—N(f—wo)2/202

e

Zusammen mit Gl. (15.6) wird aus Gl (15.5)

p(T,v|xg,0,N,B) = (27r02)_% e~ N(@—0)*/20” / ANy e~ Ln (an=2)?/20%
| X N
_ —\2
..5<x—ﬁ g xn>5<v—g (xn—x)>
(15.7)
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Wir fiihren nun die sogenannte Helmert-Transformation® durch

1 _1
a U G Y "
&2 Ve e Yo 5 2
€3 iz iz vz VR T3
é - 1 1 1 1 i i .
.’ Vili+l)  i(i+1)  /il+1) (fi(i+1)  /ii+1) Vili+1) v
3 [ E T T S 1 1) \aw
15.8

fiir die gilt, dass die Jakobi-Determinante eins ist. Aus der letzten Zeile lesen

wir ab
1 N
En :\/Nfzx/NN ; Tn

Aufterdem kann man zeigen, dass

Somit haben wir
(@—2q)?
p(E,U7$O,U|N7 Zo, 7, B) = (271—0-2)_% e_N 203 / dN_1£ dé]\[

N—-1
) 6_271:];11 53/2025 (f— gN/\/N> 5 (U _ Z 62)
n=1

N @—e0)?  _ u
2 202 (& 2052

6
N-—1
[ ws ( 5,%)
n=1

= 27r0

Zur Berechnung des Integrals fithren wir neue Variablen &, = z, /v ein.

' Kandall’s advanced theory of statistics, Vol. 1, Distribution Theory, §11.3.
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Hierdurch wird aus dem Integral

wobei a eine Konstante ist, die wir nachtréglich iiber die Normierung bestim-
men werden. Damit lautet das Endergebnis

1 N-—-3 v 1 7(E*TO)2

p(Z,v|N,xg,0,B) = vz e 202 X ————e 2/ . (15.9)

zZ \/2ma?/N

Wir sehen, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte in die Wahrscheinlichkeitsdich-
te fiir den Stichproben-Mittelwert und die der Stichproben-Varianz faktori-
siert.

15.2.1 Stichproben-Mittelwert

Der hintere Faktor von Gl. (15.9) ist die marginale Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir den Stichproben-Mittelwert.
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WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE DES STICHPROBEN-MITTELWERTS
NORMALVERTEILTER ZUVALLSVARIABLEN

(GEGEBEN:
Stichprobe: {z1,...,2n} aus N(z|xg,0)
BEKANNT:
N, Lo, O
ZUFALLS-VARIABLE:
— 1 N
- N 2171 Ly
1 _ (@—zg)?
p(f|Na [Eo,O',B 202/N

)= N (15.10)

Mittelwert (T) = ¢ und Varianz var(7) = %@) haben wir bereits kennenge-

lernt.

15.2.2 Stichproben-Varianz, y2-Statistik

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Stichproben-Varianz ist mit der richti-
gen Normierung
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WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE DER STICHPROBEN-VARIANZ
NORMALVERTEILTER ZUVALLSVARIABLEN

GEGEBEN:
Stichprobe: {z1,...,2n} aus N(z|zg,0)

BEKANNT:
N, Lo, O

ZUFALLS-VARIABLE:

p(U|N7 To, 0, B) — (F 712 U(T_l) e—v/20'2
o (15.11)
| N_lﬁ— 1
_pr\ v = 2 , 20-2

Im Zusammenhang mit der y2-Verteilung ist es iiblich, auf normierte Zufalls-

Variablen
L,

Die Stichproben-Verteilung der Varianz kann dann als y2-Verteilung GL
(7.13a) mit N — 1 Freiheitsgraden formuliert werden

p(2|N,zg,0,B) = py2(2|N — 1) : (15.12)

Wir sind von N Freiheitsgraden z, ausgegangen. Da in die Definition von
v der Stichproben-Mittelwert eingeht, ging in Gl. (15.7) bei der Integration
tiber den Stichproben-Mittelwert ({x) ein Freigheitsgrad verloren. Das pas-
siert nicht, wenn die x,, i.u.nv. Zufalls-Variablen mit bekanntem Mittelwert,
z.B. xq = 0, sind.

Da die meisten Verteilungen, die wir bisher untersucht haben, im Grenzfall
groRer Stichproben gegen eine Normal-Verteilung konvergieren, bietet die y2-
Verteilung eine weitverbreitete Moglichkeit, Signifikanz-Tests durchzufiihren.
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Voraussetzung ist, dass wir unabhéngige Zufalls-Variablen z,, vorliegen ha-
ben, die einer Normal-Verteilung N (z,|zo.n, 0,) geniigen. Mittelwert und Va-
rianzen konnen hierbei von n abhidngen. Angenommen, die zu untersuchende
Hypothese impliziert die Werte fiir 2y, und o,, dann kénnen wir hieraus
i.u.v. Zufalls-Variable z,, konstruieren

~ Lp — Lo,n
Tp = ———— )
On

die der normierten Normal-Verteilung N(Z,[0,1) gehorchen. Somit ist die
Summe

2 = (70 — T0,n)°
Y2 = ; g : (15.13)
x2-verteilt. Man nennt diesen Ausdruck auch y2-Statistik. Eine Statistik ist
allgemein ein Funktional, das von den Stichproben-Elementen und weiteren
durch Hypothesen festgelegten Parametern abhingt. Es ist wichtig zu un-
terscheiden, dass wir i.d.R sehr grofse Stichproben benétigen, damit die x,
normal-verteilt sind, N in Gl (15.13) kann und wird in der Regel jedoch
klein sein.

WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE DER XQ— STATISTIK

GEGEBEN:
Stichprobe: {z1,...,xx} mit z; aus N (z;|zh, 0;)

BEKANNT:
1 N
N, z5,...,29,01,...,0N

ZUFALLS-VARIABLE:
2 N (xn _xn)z
X - ZTL:]. o’,’% .

ol

2)” N_ 1y _
p(X2’N7$1,07"'>xN,O7Ul>"'aO—N78) = ( ) (Xz)(? Y e X/

o
w2

(15.14)

Il
=
Xl\')
<
T
2
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15.2.3 Beispiel fiir y>-Test

Ein Wiirfel werde L > 1 mal geworfen, dabei erscheine die Augenzahl i m;
mal. Wenn die Ausgangs-Hypothese besagt, dass der Wiirfel symmetrisch
ist, dann sollte jede Augenzahl gleich-wahrscheinlich sein. Wie wir wissen,
geht die Multinomial-Verteilung fiir L > 1 in eine Normal-Verteilung iiber,
und die Voraussetzungen fiir die y2-Verteilung sind somit erfiillt. Wir werden
dieses Beispiel spater weiter verfolgen.

15.3 2z-Statistik

Gegeben seien zwei Stichproben vom Umfang N, (o = 1,2) sowie deren
Varianzen o,. Als Statistik betrachten wir

fg—ﬂfl
z =
o
L@ (15.15)
Ny N

Wir verwenden die Abkiirzungen N = { Ny, No} und ¢ = {01, 02}. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichte von z erhalten wir aus der Marginalisierungsregel

p(Z‘M,Q,B) :/ dfl diQ p(’zyflyf%ﬂag?lg) p<§17f2yﬂyg78)

= / dfl dfg (S(Z —

=0 / dfl dfg (5(52 — (fl + ZO')) p(fl,fg|ﬂ,g, B)

To — T

) p(flafﬂﬂ7g7 B)

g

a/d 1 p(Z1,T2 =71 + 20|N, 0, B)
/d:co dzy p(T1,T2 = 71 + 20| N, g, xo, B):

p(ao|N, o, B)

Im letzten Schritt haben wir noch iiber die Marginalisierungsregel den intrin-
sischen Mittelwert xq der Verteilung eingefiihrt. Da die Elemente der beiden
Stichproben unabhingig voneinander sind, faktorisiert die Wahrscheinlich-
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keitsdichte der Mittelwerte Gl. (15.10)

peAN.0.8) =0 [ day plalN.0.B) ...
/ dzy p(T1|Ny, 01,30, B) p(T2 = T1 + 20| Ny, 02, 29, B)
o(@2m) /4 / dzxg p(xo|N,0,B) ...
1 2
1( @ —20)? | @ +z0-20)?
/ a2 LR )
=0 (2m)' /52 /dxop zo|N, o B)
=1
27r El
\/JL _2
2 2
97 2
1 -7
o e
\/271' U_%_i_ﬁ
N TN,
————

WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE DER 2-STATISTIK

(GEGEBEN:

Stichprobe 1:  {z},..., 2}, } aus N (z|zg, 01)

Stichprobe 2:  {z1,...,2%,} aus N (z|zg, 02)

BEKANNT:

Nl; N27 01, 02
ZUFALLS-VARIABLE:

y = T2=Ty

(o

2
. o a.
mit 0?2 = 2L 4 22

(15.16)
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Zur Berechnung von z benétigen wir N, und o,. Ansonsten gehen diese
Grofsen nicht in die Wahrscheinlichkeitsdichte ein. Die z-Statistik ist so kon-
struiert, dass keine Information {iber den intrinsischen Mittelwert xo benotigt
wird.

Die Grofke
on

N, ’

Oz, =

die in die Berechnung der z-Statistik eingeht, stellt den Standard-Fehler des
Stichproben-Mittelwertes =, dar. T; — T, ist die Differenz zweier normal-
verteilter Grofen mit den individuellen Standard-Fehlern oz,. Die Fehler
addieren sich zu

2 _ 2 2
Oz = 0z, + 0%,

Die z-Statistik ist allgemein nichts anderes als

2-STATISTIK

_ Stichproben-Mittelwert — wahrer Mittelwert 7 — zg (15.17)
N Standard-Fehler -~ SF ' '

Im obigen Fall ist der Stichproben Mittelwert Z, die Differenz zweier Stichpro-
ben-Mittelwerte T = T; — Ty. Der wahre Mittelwert dieser Differenz ist Null
und der Standardfehler ist durch oz gegeben. Man konnte auch den Spezialfall
betrachten, dass nur eine Stichprobe vorliegt von i.u.v. Zufallszahlen der
Verteilung N (z|xg, o). In diesem Fall ist T der Mittelwert der Stichprobe
und 02 = ¢?/N. Man kann diesen Fall auch aus den beiden Stichproben
erhalten, wenn wir den Fehler der zweiten Stichprobe auf Null setzen

0'2:0

Da beide Verteilungen denselben Mittelwert haben sollen, ist deren Differenz
wieder Null # = 0. Das ergibt

Ty — T

O'%/Nl

Wir kénnen nun Z; mit dem wahren Mittelwert = des Problems gleichsetzen.
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15.4 Fehler-Fortpflanzung
Wir betrachten eine lineare Funktion

g=a+Y by, (15.18)

von Zufalls-Variablen x,, die normal-verteilt sind, aber mit unterschiedlichen
Mittelwerten 22 und Varianzen 2. Diese Situation liegt hiufig in der Praxis
vor, wenn Groéfsen aus unterschiedlichen Experimenten kombiniert werden.
Den Mittelwert von g erhalten wir unmittelbar

<g>:a+z bn <xn):a+z by 22

Hier interessiert uns insbesondere der ,Fehler” des Mittelwertes. Hierzu be-
notigen wir die Varianz

var(g) = ((g — (9))*) = <<a +> bpzn—a—) by <l’n>> >

((Fne-s))

mit A, = (z, — 29)
Wenn die Zufalls-Variablen unkorreliert sind gilt
(A, A = 0pm 02

Somit gilt

FEHLER-FORTPFLANZUNG VON UNKORRELIERTEN FEHLERN

o? = var(g) = Z V2 o2 . (15.19)

Wenn die Fehler korreliert sind und die Kovarianz-Matrix
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bekannt ist, lautet der Fehler

FEHLER-FORTPFLANZUNG VON KORRELIERTEN FEHLERN

o = var(g) = b"Cb , (15.20)
wobei b der Vektor der Koeffizienten b, ist.

Wenn die Kovarianz nicht bekannt ist, kann man den Fehler iiber die Schwarz-
sche Ungleichung abschétzen.

SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG DER KOVARIANZ-MATRIX

(Ap A < 00 o (15.21)

Zum Beweis gehen wir von der Zufalls-Variablen

xr = An_ %Am

2
Om

0< (?) = <<An - C;L?;”Am>2>

0-2 <An Am> + (0-2 )2 <A727L>
02

o2 + o
2 CTQLm
no 2

aus. Es gilt

= (&%) -2

2
n

_ 2
=0, —2

=0
g

Cr,<oxo q.e.d.

2
Damit konnen wir den Fehler o abschitzen
0 =" by by Con <Y [bul (bl [Coum

2
< bal [bml 00 o < (Z b an)
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FEHLER-ABSCHATZUNG BEI KORRELIERTEN FEHLERN

o< bl 0w (15.22)

Bislang hatten wir nur lineare Funktionen der Zufalls-Variablen z,, betrach-
tet. Unter der Annahme, dass die Fehler klein sind, kann man eine beliebige

Funktion f(z) der Zufallsvariablen x = {x;,25...,2y}, deren erste Ablei-
tung existiert, um den Mittelwert 2° = {29, 29 ... 2%} entwickeln
0f(z)
~ F(2 G A,
CENGEDIE i

Damit liegt wieder ein lineares Modell wie in Gl. (15.18) mit den Koeffizienten

_ _ 9f(x)
a = f(‘ro) ’ bn - al_n

=0

vor. Dann ldsst sich mit Gl (15.19), Gl. (15.20), oder Gl. (15.22) der Fehler

v/var(f) berechnen.
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Kapitel 16

Orthodoxe Hypothesen Tests

Die Idee hinter den Signifikanz-Tests hatten wir bereits im Abschnitt 5.2.2
andiskutiert und im Kapitel iiber Stichproben-Verteilungen (15) die Wahr-
scheinlichkeitsdichten der fiir uns wichtigsten Statistiken besprochen.

Die Grundidee ist sehr einfach. Bevor wir sie allgemein formulieren, wollen
wir sie an einem Beispiel illustrieren.

16.1 Einfiihrung am Beispiel des z-Tests

Wir behaupten, dass eine Steuergrofe S keinen Einfluss auf eine Messgrofe D
habe. Diese Behauptung nennt man NULL-HYPOTHESE. Um die Hypothese
zu testen, fiilhren wir eine Serie von Experimenten zum Wert der Steuergro-
fe S = S; durch und ermitteln hierzu den Mittelwert d; der Messwerte D.
Anschliefiend wiederholen wir das Experiment zu S = S, und erhalten ds.
Wir bilden hiervon die Differenz dy — dy. Wenn die Hypothese stimmt, soll-
te die Differenz, abgesehen vom statistischen Fehler, null ergeben. Je grofer
die Differenz ist, desto unwahrscheinlicher ist es, dass die Hypothese stimmt.
Nun hédngt die mit dem statistischen Fehler kompatible Differenz vom Stan-
dardfehler ab. Deshalb ist es sinnvoll, folgende Statistik zu verwenden

dy — dy
SF

z =

Der z-Test setzt voraus, dass der Standardfehler bekannt ist. Der gemessene
Wert (Realisierung) sei zo. Da nach dem zentralen Grenzwertsatz der Mittel-
wert von i.u.v. Zufalls-Variablen normal-verteilt ist, ist die Zufalls-Variable
z normal-verteilt mit Mittelwert Null und Varianz Eins.

Man kann im Rahmen der orthodoxen Statistik nicht die Wahrscheinlichkeit
angeben, dass eine Hypothese zutrifft. Man kénnte nach der Wahrschein-
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lichkeit fragen, dass genau der beobachtete Wert 2, auftritt, wenn die Null-
Hypothese richtig ist. Bei Problemen mit kontinuierlichen Freiheitsgraden
ist diese Wahrscheinlichkeit jedoch null. Aber auch bei diskreten Problemen
macht die Wahrscheinlichkeit fiir z; bei Tests wenig Sinn.

Nehmen wir z.B. das Bernoulli-Problem. Eine Miinze werde N-mal geworfen.
Dabei erscheint n-mal ,Kopf”. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist unter der
Null-Hypothese, dass die Miinze symmetrisch ist,

P(n|N,H) = <N) 2N

n

Wir hatten im Zusammenhang mit dem ,Gesetz der grofen Zahlen” (Gl
(4.15)) gefunden, dass selbst fiir n = N/2, dem Wert der am vertréglichsten
mit der Null-Hypothese ist, die Wahrscheinlichkeit lediglich

1
%0

P(N/2IN, H) =
TN/2  N—oo

betrdgt und somit fiir grofe Stichproben immer kleiner wird. Um iiberhaupt
Aussagen machen zu kdnnen, miissen wir iiber ein geeignet gewéhltes Intervall
I integrieren/summieren. Wir withlen das Intervall z.B. so

I=(=2"2") :
dass die Wahrscheinlichkeit
P(z€1)=0.99

ist. Wenn die Null-Hypothese richtig ist, heifst das, dass in 99% der Fille
der experimentelle Wert zy in dieses Intervall fallt. Das bedeutet aber umge-
kehrt nicht, dass die Null-Hypothese die Wahrscheinlichkeit 0.99 hat, denn
es konnte noch beliebig viele andere Hypothesen geben, die genauso gut oder
noch besser mit den Daten vertraglich sind. Hypothesen kénnen auf diesem
Weg nicht verifiziert werden. Wir kénnen sie aber falsifizieren.

Wenn wir weiterhin von der Korrektheit der Null-Hypothese ausgehen, ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein 2y nicht in das angegebene Intervall fallt,
lediglich 0.01. In diesem Fall kénnen wir, unabhéngig von alternativen Hy-
pothesen, feststellen, dass die Null-Hypothese nicht mit den Daten vertraglich
ist, und wir kénnen mit grofer Zuversicht die Null-Hypothese verwerfen.

16.1.1 Indirekter Schluss

Bei den statistischen Signifikanz-Tests zieht man deshalb einen indirekten
Schluss. Man geht davon aus, dass die Hypothese korrekt ist. Dann gibt
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man ein sogenanntes SIGNIFIKANZ-NIVEAU (Irrtumswahrscheinlichkeit) «
vor, z.B. a = 0.01,0.05,0.1 und legt damit den ZURUCKWEISUNGSBEREICH
(KRITISCHEN BEREICH) [? fest, fiir den gilt

P(ze I*|H) = a.

Im vorliegenden Beispiel wihlen wir z.B. I = (z,,00). Wenn der Messwert
2o in den kritischen Bereich fillt, wird die Hypothese verworfen. Die Situa-
tion ist in Abb. 16.1 skizziert. Die kritische Region entspricht dem rechten
schraffierten Bereich, dessen Fliche gerade o betragt.

Fiir unser Beispiel bedeutet das, dass wir die Null-Hypothese, die Steuergrifse
S habe keinen Einfluss auf die Messgrofie bei einem Signifikanz-Niveau von
beispielsweise o = 0.01 immer dann verwerfen werden, wenn zy > 2.33 ist.

TEST OB ZWEI STICHPROBEN DENSELBEN MITTELWERT HABEN
BEI BEKANNTER VARIANZ: z-TEST

Die Grofle

. (d® — dm) (16.1)

e ¥/? = N(2,0,1) (16.2)

16.1.2 Fehler erster und zweiter Art

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei Zutreffen der Null-Hyppothese Messwerte
in die kritische Region fallen, ist per definitionem gleich dem Signifikanz-
Niveau. Damit ist « gleichbedeutend mit der (Irrtums-)Wahrscheinlichkeit,
die Hypothese zu verwerfen, obwohl sie richtig ist. Das hatten wir als FEH-
LER ERSTER ART bezeichnet. Man kann diesen Fehler natiirlich beliebig klein
machen, indem man o — 0 wahlt. Dann wéchst aber der FEHLER ZWEITER
ART, dass die Hypothese akzeptiert wird, obwohl sie falsch ist. Diese Wahr-
scheinlichkeit 1dsst sich nun nicht im Rahmen der Hypothese H bestimmen.
Der Fehler zweiter Art besagt, eine Alternative H; ist richtig, die wir nun
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irrtiimlich verwerfen. Die zugehorige Wahrscheinlichkeit ist
P(ZO ¢ IS‘Hl) =1- P(ZQ € [S’Hl)

Die kritische Region ist durch das Signifikanz-Niveau nicht eindeutig festge-
legt. Es besagt nur, dass im Zuriickweisungsbereich die Wahrscheinlichkeits-
masse « liegt. Neben den eben behandelten EINSEITIGEN TESTS sind auch
ZWEISEITIGE TESTS weit verbreitet. Im zweiseitigen Test schaut man sich
die Wahrscheinlichkeit fiir Abweichungen in beide Richtungen vom hypothe-
tischen Wert (in unserem Beispiel null) an. Die Situation ist in Abb. 16.1
dargestellt. Der kritische Bereich ist im zweiseitigen Test.
[1? = (_007 22/2] U [22/27 OO) )

wobei die Cutoffs Zz;; so bestimmt sind, dass die Fliche in beiden schraffier-
ten Bereichen jeweils o/2 betrégt.

0.5

p,(2IH)

Abbildung 16.1: Wahrscheinlichkeitsdichte des z-Tests mit den Bereichen, die
einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% entsprechen.

Im Falle des z-Tests, der eine symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichte p,(z)

besitzt, gilt 2! = —z2 = —z,. Bei einem Signifikanz-Niveau von a = 0.05 ist

bei einem einseitigen /zweiseitigen (es/zs) Test

25y, = 1.65
2% = 1.96
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Entsprechend gilt fiir das Signifikanz-Niveau o = 0.01

21 = 2.33
2%, = 2.58

Wir wollen die kritische Region anhand des Beispiels der z-Statistik noch
etwas genauer untersuchen. Die Null-Hypothese besagt, dass die Zufalls-
Variable z um den Mittelwert ;o = 0 normal-verteilt ist, da die Steuergrofe
keinen Einfluss auf die Messgrofe haben soll. Wir geben ein Signifikanz-
Niveau o = 0.1 vor. Der gemessene z-Wert sei z5. Den Bereich, komplemen-
tar zu I, bezeichnen wir mit . Falls zg € [+ kann die Hypothese nicht
verworfen werden. Wir untersuchen vier unterschiedliche Zuriickweisungsbe-
reiche (ZB), die in der folgenden Tabelle angegeben und in Abbildung 16.2
schraffiert dargestellt sind.

7B I, I-

1 [Zar, 00) (—00, 24)

2 (—00, —24] (—2q,00,)

3 | (o0, —22]U[za,00) (—zg,229)

4 (=25, 25) (=00, —z] U 2, 00)

Der Cutoff z3 ist iiber die Gleichung

o0

2

definiert. Wir bendtigen dieses Integral fiir die Werte § = a und § = «o/2.
Der Cutoff 2 folgt aus
/ p.(2) dz =«

ok
2o

Die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler erster Art zu machen, ist in allen Féllen
a. In den Rechnungen zur Abbildung 16.2 wurde a = 0.1 verwendet. Die
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Fille unterscheiden sich jedoch in der Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler
zweiter Art P(Fylo =1, pu, io = 0, ZB, B). Diese Wahrscheinlichkeit ist

P<F2‘0-: 17M7MOZO7ZB76) =

/ dzy P(Fy|z0,0 =1, p, 10 = 0, ZB, B) p(zolo =1, u, o =0,ZB, B).

~~
:p(ZO |<7=1,,u,8)

Der erste Faktor hangt vom Signifikanz-Bereich ab. Man macht einen Fehler
zweiter Art, wenn man die Null-Hypothese akzeptiert, obwohl sie falsch ist.
Bis auf den Fall © = 0 ist die Null-Hypothese in unserem Beispiel immer
falsch. Das heifst, immer dann, wenn wir die Hypothese trotzdem akzeptieren,
begehen wir einen Fehler zweiter Art. Wir akzeptieren die Null-Hypothese,
wenn

P(Fy|zg,0 = 1, 1,10 = 0, ZB,B) = 0(z € I?P) ZB =1,2,3,4

Damit haben wir also

1 z0—w)?
P(FZIO-_LM?,UO_OaZB?B)_E/ dzoei(OQ)

ZB
IT‘

=P(z€I?Plo=1,p,1=0,7ZB,B)

In Abbildung 16.2 ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art als
Funktion der wahren Differenz p aufgetragen. Man nennt einen Test unver-
zerrt, wenn

P(zp € I.|n) > o= P29 € I.|1t = o)

Diese Definition ist sinnvoll, weil die Wahrscheinlichkeit, die Null-Hypothese
zu verwerfen dann am kleinsten ist, wenn die Null-Hypothese wahr ist.

In Abbildung 16.2 sind die Ergebnisse zu den vier kritischen Regionen dar-
gestellt. Der zweiseitige Test (ZB = 3) verhilt sich qualitativ, wie man es
erwartet. Die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler zweiter Art zu machen sinkt
monoton mit zunehmender Abweichung des wahren Wertes ;1 vom hypothe-
tischen Wert pg = 0. Je grofer diese Diskrepanz, desto einfacher ist es zu
erkennen, dass die Null-Hypothese falsch ist. Dementsprechend wird sie in
zunehmendem Mafe verworfen. Fiir © — 0 hingegen werden immer hiufiger
Stichproben vorkommen, die mit dem hypothetischen Wert vertréglich sind.
Die Null-Hypothese wird also akzeptiert, obwohl sie falsch ist. Einen Sonder-
fall stellt © = 0 dar, fiir den die Null-Hypothese korrekt ist. Entsprechend ist
die Wahrscheinlichkeit fiir up =0

P(z € Iflo,po =, ZB,B) =1 —P(z € I.|o,jio = 1, ZB,B) =1 — «
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P(Fehler 2. Art | )

Abbildung 16.2: Vergleich der vier im Text beschriebenen kritischen Regio-
nen. Im Bild oben links befindet sich der ubliche zweiseitige Test. Im unteren
Teil sind die beiden einseitigen Tests dargestellt und mit dem Ergebnis des
zweiseitigen Tests (gestrichelte Kurve) verglichen. Im Bild rechts oben ist das
Ergebnis zu Z By dargestellt.

Dieser Wert wird in der Abbildung angenommen. In diesem Ausnahmefall
liegt kein Fehler zweiter Art sondern eine korrekte Entscheidung vor.

Der einseitige Test mit Cutoff rechts (ZB = 1) ist sogar noch diskriminie-
render, wenn die wahre Differenz p grofser Null ist. Allerdings ist der Test
fiir 4 < 0 VERZERRT. Die Irrtumswahrscheinlichkeit zweiter Art geht sogar
sehr schnell gegen eins. Genau umgekehrt verhilt sich der andere einseitige
Test (ZB = 2). Der Test mit der kritischen Region (ZB = 4) im Maxi-
mum der Wahrscheinlichkeitsdichte ist, wie nicht anders zu erwarten, vollig
unbrauchbar. Er ist iiberall verzerrt und liefert gerade dann grofe Fehler
zweiter Art, wenn grofe Diskrepanzen zwischen dem wahren Wert und dem
hypothetischen vorliegen.

Wenn z, € I, so sagt man, dass die Null-Hypothese verworfen werden muss,
da die Daten unter dieser zu unwahrscheinlich sind. Das Umgekehrte gilt
nicht. Wenn die Hypothese nicht verworfen werden kann, heift das noch
nicht, dass sie richtig ist. Denn es kann sehr wohl andere Hypothesen geben,
die die Daten genauso gut oder besser erklaren konnen. Mit den statistischen
Tests kann man nur eine Theorie falsifizieren. Denn wenn sie die Daten nicht
erklart, tut sie das unabhéngig von den anderen Hypothesen.
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16.1.3 Allgemeines Prinzip der statistischen Tests

Wir haben am Beispiel des z-Tests das Prinzip des Signifikanz-Tests einge-
fithrt und wollen nun die allgemeine Vorgehensweise zusammenfassen. Man
unterscheidet zwischen EINFACHEN und ZUSAMMENGESETZTEN Tests. Bei
einfachen Tests legt die Null-Hypothese alle Parameter fest. Bei zusammen-
gesetzten Tests hingegen, gibt es noch unbestimmte Parameter. Z.B. konnte
die Null-Hypothese besagen: Die Spannung ist proportional zur Stromstdirke.
Das heifst, es soll gelten

UxlI

Die Proportionalitidtskonstante (hier der Widerstand) ist ein freier Parame-
ter. Freie Parameter werden iiber eine Maximum-Likelihood-Schétzung fest-
gelegt. Die Zahl der Freiheitsgrade reduziert sich hierbei um die Zahl der
freien Parameter, da diese aus der Stichprobe ermittelt werden.

GENERELLE VORGEHENSWEISE BEI SIGNIFIKANZ TESTS

1. Formulierung der Null-Hypothese.

2. Wahl der Test-Statistik (z).

3. Bestimmung der freien Parameter aus dem ML-Prinzip.
4. Festlegen des Signifikanz-Niveaus (z.B. o = 0.01).

5. Ermittlung des kritischen Bereiches I*.

6. Auswertung der Stichprobe = xy.

7. Feststellen, ob Daten signifikant xy € I
und ob die Null-Hypothese verworfen werden muss.

Wenn ein Test dazu fiihrt, dass die Null-Hypothese verworfen werden muss,
dann ist das losgelost von anderen Alternativen. Die Hypothese erklart ein-
fach die Daten nicht. Es wird dann sicher eine andere Hypothese geben, die
mit den Daten konform ist.

Anders ist das, wenn die Null-Hypothese aufgrund der Daten nicht verworfen
werden kann. Selbst wenn die Daten noch so gut passen, heiftt das nicht, dass
die Hypothese richtig sein muss.
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Hypothesen koénnen in diesem Sinne nur falsifiziert und niemals verifiziert
werden.

Statt den kritischen Bereich vorab zu bestimmen, kann man den sogenannten
P-Wert berechnen. Das ist bei einseitigen Tests die Wahrscheinlichkeit

P =P(x > x) :

dass x-Werte so grofs wie oder groker als der beobachtete Wert vorkommen,
wenn die Null-Hypothese korrekt ist. Ist der P-Wert kleiner als «, so wird
die Hypothese verworfen, da sie im Riickweisungsbereich (kritische Region)
liegt.

Man sagt dann, z; weicht signifikant vom hypothetischen Wert ab. Wenn
die Daten SIGNIFIKANT sind, versteht man darunter, dass die beobachteten
Abweichungen vom hypothetischen Wert so grofs sind, dass man sie nicht mit
statistischen Fluktuationen erkldren kann. Das Signifikanz-Niveau gibt den
Schwellwert an, ab dem Diskrepanzen vom hypothetischen Wert als signifi-
kant und nicht als zuféllig betrachtet werden.

16.2 y>-Test

Man geht beim y2-Tests davon aus (B), dass die Stichprobe {zi,...,xx}
aus N Zufalls-Variablen x; besteht, die alle unabhéngig voneinander normal-
verteilt sind. Mittelwert u; und Varianz o? der x; sind bekannt, konnen aber
alle unterschiedlich sein. Die y2-Statistik x lautet dann

N

)2
:E:Z (xlggﬂz)

=1
Die Statistik x besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte der x2-Verteilung

_N
2

)

mit N Freiheitsgraden. Der Erwartungswert (z) der x2-Statistik ist N. Das
bedeutet, dass im Mittel jeder Datenpunkt eine Standard-Abweichung vom
wahren Wert entfernt sein wird. Beim einseitigen Test ist die kritische Region

2
I(

N o
2 16 s

NIE]

pyz(z|N) =

X

NES

[g = [wav OO)

mit a =Pz > 1,N) =1— Fa(z,|N)
bzw. Ty = Fxgl(l — a|N)
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N |a=01]a=0.05|a=0.01
10 | 15.987 18.307 23.209
20 | 28.412 31.410 37.566
30 | 40.256 43.773 50.892
40 | 51.805 55.758 63.691
50 | 63.167 67.505 76.154
60 | 74.397 79.082 88.379
70 | 85.527 90.531 100.425
80 | 96.578 | 101.879 | 112.329
90 | 107.565 | 113.145 | 124.116
100 | 118.498 | 124.342 | 135.807

Tabelle 16.1: Grenzwerte x, in Abhdngigkeit von o und N.

x2-TEST
Die Grife
Nz — )2
NP o 2‘“) (16.3)
i=1 i
gendigt der x*-Verteilung
@) = 2 g1 o8 (16.4)
py2(x = x2 e 2 .
: L(3)

mit N Freiheitsgraden.

16.2.1 Vergleich mit theoretischen Modellen

Wir betrachten ein Situation, die wir in der Physik héufig antreffen. Zu ge-
wissen Steuergrofen s; € R (1 =1,..., N) (z.B. angelegte Spannung) werden
Experimente durchgefiihrt, die Werte d; fiir eine Messgrofe (z.B. Strom)
liefern. Es existiere ein theoretisches Modell y(s|a), das fiir die Steuergro-
fse s; den Messwert y(s;|a) vorhersagt. Das Modell hingt von Parametern
a € R ab, die bekannt sein sollen. Wenn das Modell stimmt, das ist die
Null-Hypothese, dann sollten die experimentellen Werte nur aufgrund von
Messfehlern von den theoretischen Werten abweichen

d; = y(sila) +n;
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Die Abweichungen 7; seien normalverteilt mit bekannter Varianz o2, die von

der Steuergrofe s;, oder dem exakten Wert y(s;|a) abhiingen kann. Die y2-

Statistik ist dann
N

To = 2 (di — ?(Jj(;z’|a))2

Diese Groke ist y2-verteilt zu N Freiheitsgraden.

Reduzierte Zahl von Freiheitsgraden

Wir betrachten dieselbe Situation wie zuvor, nur dass nun die Modell-Parame-
ter nicht oder nur teilweise bekannt sein sollen. Die Zahl der unbekannten Pa-
rameter sel r. Man bestimmt diese Parameter aus dem Maximum-Likelihood-
Prinzip (sieche Abschnitt 14.2)

CLML — CLML( d)

Der Schitzwert hangt nur von der Stichprobe und bekannten Grofen ab. Der
Wert der x2-Statistik

N

(di — y(si|a™*"(a))?

o = ; 0‘i2

ist somit tatsichlich eine Statistik. Man kann auch zeigen, dass sie y2-verteilt
ist. Allerdings hat sich die Zahl der Freiheitsgrade verringert, da aufgrund
der Abhéngigkeit der ML-Parameter von der Stichprobe nicht mehr alle Sum-
manden voneinander unabhangig sind. Die Zahl der Freiheitsgrade ist nun
N — r. Die Hypothese wird wieder verworfen, wenn

1= Fp(zg|N —7) <

bzw.
Fe(zg|N —1r) > 1 -«

Natiirlich ist ein Wert x = 0 ebenfalls extrem unwahrscheinlich. Man wird
deshalb den zweiseitigen Test verwenden, der Abweichungen vom Mittelwert
(x) in beide Richtungen untersucht.

16.2.2 Test von Verteilungen

Haufig stellt sich die Frage, ob gemessen Daten einer bestimmten Verteilung
geniigen. 7Z.B. ob beobachtete radioaktive Zerfille poisson-verteilt sind.
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Die zu testende Verteilung kann diskret oder kontinuierlich sein. In letzterem
Fall wird man das Problem diskretisieren. Das soll an einem eindimensionalen
Problem erldutert werden. Die Zufalls-Variable z nehme alle Werte aus dem
Intervall x € [0,00) an. Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte sei p(z).
Wir diskretisieren die x-Achse

O=xg< 21 <T9<...<00

Die Unterteilung wird haufig dquidistant sein, muss es aber nicht. Z.B. kann
es bei einer Exponential-Verteilung sinnvoller sein, die Intervall-Breite expo-
nentiell anwachsen zu lassen.

Wir definieren zu diesen Intervallen die Wahrscheinlichkeiten

Tit1
pi = P(x € [0, 7401)|B) :/ p(z)de, i=01,...

i

Nach der Diskretisierung sind kontinuierliche Probleme wie diskrete zu be-
handeln. Wenn eine Stichprobe vom Umfang N vorliegt, erwartet man, im
Intervall I; im Mittel

n; = Np;

Ereignisse (Teilchen) anzutreffen. Der Standard-Fehler dieses Mittelwertes

st
SEF = V sz‘(l —Pi)

Somit ist die y2-Statistik

(e ) SR o)
xo—z< )) Zﬁi(l—pi) . (16.5)

i=1 i (1 — D

Nun sind die Beitrdge zur Summe nicht alle unabhéngig, da >, n; = N. Man

verwendet deshalb
N = \2

=Y w . (16.6)

i=1 !
Diese Zufalls-Variable ist wieder y2-verteilt mit N — 1 Freiheitsgraden, da
einer wegen der Nebenbedingung verlorengegangen ist.

Beispiel: Miinze

Das einfachste Beispiel fiir den y2-Test ist das Miinz-Experiment. Eine Miinze
wird N-mal geworfen. Die Null-Hypothese lautet: die Miinze ist symmetrisch,
das heift P, = P, = 1/2. In der Stichprobe komme n;-mal Kopf und ny-mal
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Zahl vor. Die theoretischen Werte sind n} = n} = N/2. Der Wert der x*-

Statistik ist
_ (n1 = N/2)? n (ny — N/2)?

TN N/2
Nun ist aber n; +no = N, bzw. ny = N — ny. Das heilst,

(n1 —N/2)2 n (N—m —N/2)2 _ 2(72,1 —N/2)2 _ (2”1 —N)2
N/2 N/2 N/2 N

To =

Die Zahl der Freiheitsgrade ist, da kein freier Parameter vorkommt,
v=2—-1=1
Die zugehorigen Grenzwerte sind

T5% = 3.84
T1% = 6.63

Bei N = 100 heifst das, dass bei 5% Signifikanz-Schwelle akzeptable Werte
fiir ny folgende Bedingung erfiillen miissen

(M- VB8IN) <m <} (N+V3SIN)
41 < ny <59

Bei Werten auRerhalb dieses Intervalls sind die Daten mit einem Niveau von
a = 5% signifikant. Aus Symmetriegriinden gilt dasselbe fiir ns.

Einschub: Sufficient Statistics

Wir haben gerade festgestellt, dass es bei bindren Problemen ausreicht, eine
der beiden Zufalls-Variablen (z.B. ny) in der Statistik zu beriicksichtigen. Das
gilt generell, da die zweite Zufalls-Variable iiber ny, = N — n;! festgelegt ist.
Es stellt sich die Frage, ob wir anstelle der y2-Statistik eine andere hiitten
verwenden konnen. Wir gehen von der allgemeinsten Form einer alternativen
Statistik

y = f(ni, N, P) (16.7)

LN ist keine Zufalls-Variable!
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aus, die von der Zufalls-Variablen n;, dem Stichprobenumfang und der a-
priori-Wahrscheinlichkeit P; abhiingt. Eine Moglichkeit ist die x2-Statistik
mit

(nl—NP1)2 i (nQ_NPQ)Q

= NP, NP,
(ny — NP)? N (N —n; — N(1— P,))?
NP, NP,
_ (m —NP)? N (ny — NPp)?
NP, NP,
(n1 — NP)*(P, + P,)
NP, P,
(ny — NPp)?
f= NPR (16.8)

Wir fithren fiir die y-Statistik eine fiir alle f gleiche Signifikanz-Schwelle
P(y > y5) = P ein. Nun l6sen wir Gl. (16.7) nach n; auf. Fiir die folgenden
Uberlegungen gehen wir davon aus, dass diese Losung eindeutig ist. Uber
Gl. (16.7) korrespondiert dann zu jedem n; eindeutig ein Wert y. Es soll
insbesondere ng zu y, korrespondieren

Ys = f<n37N7 Pl) . (169)

Dann gilt offenbar
P(ni) = P(y)

Daraus folgt unmittelbar durch Summieren

Ply=y) =Pl >n)= Y Plm)

ny=ns

Die rechte Seite ist natiirlich unabhéngig von der Wahl der Statistik f und
somit muss auch die linke Seite unabhéingig sein. Das heifst, die Irrtumswahr-
scheinlichkeit P(y > y,) ist unabhéngig von f wenn nur y, iiber Gl. (16.9)
ermittelt wurde und die Statistik f eine eineindeutig Funktion von n; ist.
Das heifst, der einzige Test, der im bindren Problem wirklich zdhlt, ist die
Wahrscheinlichkeit

P(ny > ny)

Wie passt die x2-Statistik ins Bild? Mit f aus Gl. (16.8) erhalten wir bei der
Umkehrung
nlszlj: Nplpgy
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Diese Losung verletzt die Annahme, dass die Umkehrung eindeutig ist. Der
Bereiche y > y, korrespondiert, wegen des quadratischen Zusammenhangs

(’I’Ll — NP1)2

Y= NP P !

zu den beiden Bereichen

nq §maX(O,NP1—\/NP1P2 ys)

und
ny > NP+ /NP P, y,
Wir definieren ng = NP, + /N P, P, y,. Somit gilt

P(x* > X% = P(ny > n,) + P(n; < max(0, 2NP, — n,))

Der y2-Test ist in diesem Fall dquivalent zu dem beidseitigen Test, dass der
beobachtete Wert fiir n, unwahrscheinlich weit vom Mittelwert N P; entfernt
ist. Hierbei werden die Abweichungen in beide Richtungen beriicksichtigt.
Oder besser umgekehrt. Ausgehend vom sinnvollerweise beidseitigen Test in
ny, erhilt man den einseitigen y2-Test. Das ist aber ein Spezialfall des binéren
Problems.

Wir haben gesehen, dass fiir biniire Probleme alle Tests dquivalent sind. Man
nennt die zugehorige Statistik SUFFICIENT STATISTICS.

Beispiel: Mustererkennung

Wir betrachten ein weiteres Anwendungsgebiet der y2-Statistik. Gegeben sei
ein Bild aus L Pixel. Es soll entschieden werden, ob sich auf dem Bild ein
Objekt befindet (z.B: Tumor, extra-terrestrische Objekte (schwache Sterne))
oder ob nur ein verrauschter Untergrund vorliegt. Das Bild liege in Form von
Photonen-Zéahlraten

ni(t=1,...,L)

der einzelnen Pixel vor. Die Null-Hypothese lautet, es liegt kein Objekt vor?.

Dann ist I
-Pi I )
L

’Eine aussagekriftigere Hypothese konnte auch sein, Es liegt ein ganz bestimmtes, be-
kanntes Objekt vor
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und man wiirde nach dieser Hypothese im Mittel % Photonen pro Pixel
erwarten, wobei N die Gesamtzahl der Photonen im Bild ist. Der Wert der
x2-Statistik ist somit

Abbildung 16.3: Muster-Erkennung iiber x*-Statistik. Auf einem Untergrund
von N = 100 wurde ein Objekt mit zusdtzlich AN angebracht und poisson-
verrauscht. Die Werte AN sind von links nach rechts und oben nach unten
0, 4, 8, 10.

liche Daten (Mock-Data). Auf einem quadratischen Pixel-Gitter der Gro-
ke 50 x 50 setzen wir in die Mitte ein quadratisches Objekt der Grofe
20 x 20. Die mittlere Photonen-Zahl des Untergrundes betragt 100, und
darauf sitzt ein Objekt mit zusdtzlich AN Zahlern pro Pixel. Da es sich
sich um ein Z&hl-Experiment handelt, ist der Messwert um die angegebe-
nen Werte poisson-verteilt. Die Abbildung 16.3 zeigt einige reprisentative
Bilder fiir AN = 0,4,8,10. Insgesamt wurden Simulationen fiir die Werte
AN = 0,1,...,10 durchgefiihrt und dazu aus der y2-Statistik der P-Wert
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0.8r

0.67

Abbildung 16.4: P-Wert als Funktion von AN. Der Untergrund betrigt N =
100. Es wurde iber 100 Konfigurationen gemittelt.

ermittelt. Zu jedem Wert AN wurde die Simulation 100-mal wiederholt und
Mittelwert und Standard-Fehler von P ermittelt. Die Ergebnisse sind in Abb.
16.4 dargestellt. Man erkennt, dass der P-Wert bei ungefihr AN = 8 in den
Prozentbereich eintaucht. Wenn man die Bilder in Abbildung 16.3 vergleicht,
stellt man interessanterweise fest, dass man auch mit blofem Auge (und der
Bildverarbeitungssoftware des menschlichen Gehirns) fiir AN = 8 erstmals
erkennt, dass ein Objekt vorhanden ist.

16.2.3 Test von Verteilungen mit unbekannten Parame-
tern

Wir wollen nun untersuchen, ob Datenpunkte einer bestimmten Verteilung
geniigen. Die Parameter, von denen die Verteilung abhéngt, seien nicht be-
kannt. Der Einfachheit halber betrachten wir nur diskrete (diskretisierte)
Ereignisse, mit den Wahrscheinlichkeiten

m(a), [=1,2,...,L ,

wobei a € RM unbekannte Parameter darstellen.
Es liege eine Stichprobe

{ny,...,np}

vom Umfang L vor.
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Unter der Annahme, dass die Hypothese korrekt ist, lautet die Likelihood-
Funktion

N L
P(nla, L,B) = ol 11 (e
) T=1

Die unbekannten Modell-Parameter werden zunachst aus dem Maximum-
Likelihood-Prinzip bestimmt. Da der Logarithmus monoton ist, kann man
auch das Maximum der Log-Likelihood-Funktion (vgl. Abschnitt 14.2) er-
mitteln

=> m 81 In(py(a)) (16.10)

Die ML-Parameter verwenden wir, um damit die theoretischen Werte

n? — sz (GML)

zu ermitteln und die y2-Statistik zu berechnen

(i —nj)?

Xo=> — . (16.11)

=
Die Zahl der Freiheitsgrade ist nun nur noch
v=L—-1-N, ,

da N, Freiheitsgrade fiir die Bestimmung der Parameter aufgebraucht worden
sind. Ein weiterer Freiheitsgrad geht auf das Konto der Summenregel > . n; =

Beispiel: Poisson-Verteilung

Die Daten der nachstehenden Tabelle sollen dahingehend untersucht wer-
den, ob sie einer Poisson-Verteilung entstammen. Die Daten sind in Abbil-
dung 16.5 abgebildet und mit dem Maximum-Likelihood-Fit an eine Poisson-
Verteilung (Gl (9.3)) verglichen.

[ 10 1 2 3 4 5 6 7
n; | 193 278 288 184 103 33 25 4
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Abbildung 16.5: Daten eines Zihlezperimentes und Mazimum-Likelihood-Fit
einer Poisson-Verteilung an die Daten.

Wir benétigen zunichst die ML-Losung fiir den Parameter A. Gemaifs GI.
(16.10) ist die Bestimmungsgleichungen

L
a — )\l
Z n; N In (e F)

=0

S () (- 0)

Der ML-Wert fiir den Parameter A\ der Poisson-Verteilung ist also gleich
dem Stichproben-Mittelwert (I) = 2.023. Der Umfang der Stichprobe ist 8.
Da noch ein Parameter aus den Daten bestimmt wurde, ist die Zahl der
Freiheitsgrade v = 6. Die Analyse der Daten liefert

o = 13.104870
P(x > zo|H,B) = 0.041

0

Mit einer Signifikanz-Schwelle von 5% wiirden wir die Null-Hypothese ver-
werfen und die Daten als nicht poisson-verteilt abtun. Die Null-Hypothese
ist jedoch noch mit einem Signifikanz-Niveau von 1% vertraglich.

16.2.4 Kontingenz-Tabellen

Ein weiteres Anwendungsgebiet des y2-Tests sind die sogenannten KKONTIN-
GENZ-TABELLEN. Dabei geht es um folgende Fragestellung. Es werden N
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Versuche durchgefiihrt, deren Werte durch die Zufalls-Variablen x und y
gekennzeichnet sind. Beide Variablen seien diskret und koénnen die Werte
T1,Ta,...,T; DZW. Y1, Y2, . .., Yy, annehmen. Die Anzahl der Versuche, die das
Werte-Paar (x;,y;) liefert, sei n;;. Man ordnet diese Zahlen nun in der so-
genannten KONTINGENZ-TABELLE, wie sie in Tabelle 16.2 illustriert ist, an.

H Y1 \ Y1 \ \ Yk H Summe ‘
x Ny | Nig | ... | N1k ny,.
X2 N2y | Nag | ... | Nog na..
Xy g | g |- | Mk ny,.
’ Summe H n.1 ‘ n.o ‘ ‘ n_k H N ‘

Tabelle 16.2: Kontingenz Tabelle.

Es wurden folgende Abkiirzungen verwendet
n;,. = Z Ngj
J
n.,j= Z T
ij
Wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Wertes x; mit

p; und des Wertes y; mit g;. Die Null-Hypothese soll bedeuten, dass die
Wahrscheinlichkeiten P(x;,y;) unkorreliert sind, das heift

P(zi,y;) = pi ¢
Wenn die Hypothese korrekt ist, sollte im Mittel der Eintrag in der Kontin-
genz-Tabelle an der Stelle ¢j den Wert Np;q; haben. Nun kennen wir die

Werte ¢; und p; nicht. Sie miissen aus der Likelihood-Funktion bestimmt
werden. Die Likelihood ist im vorliegenden Fall

p(ﬂ|2_97 q; N) x H (piqj)nij
ij

Die ML-Losung erhalten wir aus der Ableitung der Log-Likelihood mit den
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Nebenbedingungen
> n
> 4=l
J

Die Nebenbedingungen binden wir iiber Lagrange-Parameter an

0= aiy (Z nij (In(p) +1n(gz)) — Ap Z Pi = Aq Z qj)

ij

Ny
ZE T\
5 Dy
=
1
ML
i = 7 T,
pZ N El

Im letzten Schritt wurde die Normierung auf Fins beriicksichtigt. Analog

erhalten wir
ML 1
G = N

n‘?j

Die y2-Statistik ist dann

ML ML\2
poy Lo D
N(p™q™)

ij

Die Zahl der Freiheitsgrade betrigt, da neben der Summenregel (k—1)+(1—1)
Parameter berechnet wurden,

v=lsxk—1—k—I1+2=>1-1)(k—1)

Alles andere ist wie in den zuvor besprochenen Tests.

16.2.5 Vierfelder-Test

Besonders weit verbreitet ist der Vierfelder-Test, bei dem k = [ = 2 ist.
In diesem Fall ist die Zahl der Freiheitsgrade v = 1 und die y2-Statistik
vereinfacht sich zu

_ (n11n22 - n12n21)2

NEp (1 =) (1 — ™)
Man erkennt, dass x? = 0 ist, wenn die Determinante der Kontingenz-Matrix
verschwindet. Das ist genau dann der Fall, wenn die Matrix-Elemente die

Produktform n;; = Np;q; haben. Generell bedeutet ein grofer x?-Wert, dass
die Daten korreliert sind.

Zo
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Beispiel: Medizinischer Test

Der Vierfelder-Test wird haufig in der Medizin eingesetzt, um zu entscheiden,
ob eine von zwei Behandlungsmethoden erfolgreicher ist. x; steht fiir die
Behandlungsmethode A und x5 fiir die Behandlungsmethode B. y; gibt an,
dass die Behandlung erfolgreich war und -, dass sie nichts gebracht hat. Es
soll untersucht werden, ob eine der Behandlungen erfolgreicher ist. Tabelle
16.3 enthilt Werte einer solchen Untersuchung. Wir erhalten hieraus xzy =

erfolglos

erfolgreich

Summe

Behandlung A
Behandlung B

200
1060

1000
1940

1500
3000

Summe 1560 2940 4500

erfolgreich
67
.65

erfolglos
.33
.35

Behandlung A
Behandlung B

Tabelle 16.3: Kontingenz-Tabelle (oben) und relative Erfolgs/Misserfolgs-
Hiufigkeiten (unten).

1.77. Das entspricht P(z > xo|H) = 0.18. Das bedeutet mit den iiblichen
Signifikanz-Niveaus von 1% oder 5%, dass diese oder grofer Diskrepanzen
nicht so unwahrscheinlich sind, als dass man die Hypothese verwerfen kann.
Das bedeutet, dass wir nicht sagen kénnen, dass eine Methoden besser ist als
die andere.

Aus Tabelle 16.3 enthilt auch die relativen Anteile von Erfolg/Misserfolg der
beiden Methoden. Hieraus geht hervor, dass beide Methoden erfolgreich sind,
und A nur marginal besser ist als B.

16.2.6 Simpsons Paradoxon

Es soll nun das obige Experiment genauer analysiert werden. Die Unter-
suchungen wurden an zwei unterschiedlichen Patientengruppen P; und P,
durchgefiihrt, z.B. Ménner/Frauen oder Kinder/Erwachsene. Wir betrach-
ten nun die Kontingenz-Tabellen der beiden Gruppen getrennt.
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Wir erhalten fiir die Patientengruppe P;

erfolglos

erfolgreich

Summe

Behandlung A
Behandlung B

Summe

100
600
700

400
1400
1800

200
2000
2500

erfolglos

erfolgreich

Behandlung A 2 .8
Behandlung B 3 7

Tabelle 16.4: Kontingenz-Tabelle fiir die Patientengruppe P; (oben) und re-
lative Erfolgs-/Misserfolgsanteile der Behandlungsmethoden.

Hieraus ergibt sich xy = 19.84. Das entspricht P(z > z¢|H) = 0.00000841.
Das heifst, im Unterschied zu den gepoolten Daten, muss die Null-Hypothese
nun verworfen werden. Es gibt offensichtlich Korrelationen, und die relativen
Erfolgshidufigkeiten zeigen ganz klar, dass die Behandlungsmethode A besser
ist.

Die Kontingenz-Tabelle fiir die Patientengruppe P, ergibt

erfolglos

erfolgreich

Summe

Behandlung A
Behandlung B

Summe

400
460
860

600
240

1140

1000
1000
2000

erfolglos

erfolgreich

Behandlung A 4 .6
Behandlung B .46 .54

Tabelle 16.5: Kontingenz-Tabelle fiir die Patientengruppe Py (oben) und re-
lative Erfolgs-/Misserfolgsanteile der Behandlungsmethoden.

Hierbei erhalten wir xy = 7.34. Das entspricht P(x > z9|H) = 0.007. Auch
hier ist die Wahrscheinlichkeit, dass solche oder grofere Diskrepanzen un-
ter der Null-Hypothese zufillig auftreten, nur 0.007 und somit kleiner als
die gingigen Schwellwerte von 5% oder 1%. Die Null-Hypothese, dass kei-
ne Korrelation zwischen den Behandlungstypen und dem Ergebnis besteht,
wird somit verworfen. Auch fiir diese Patientengruppe zeigen die relativen
Erfolgshaufigkeiten, dass die Behandlungsmethode A besser ist als B.

Das Ergebnis erscheint paradox. Fiir beide Patientengruppen ist die Methode
A besser als die Methode B und dennoch trifft das nicht mehr zu, wenn die
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Daten gemeinsam analysiert werden. Der Grund wird augenfillig, wenn man
die Tabellen 16.4, 16.5 und 16.3 vergleicht. In der nachstehenden Tabelle ist
das Verhiltnis von Erfolg zu Misserfolg nach Patientengruppe und Behand-
lungsmethode aufgeschliisselt. Man sieht, dass beide Behandlungsmethoden

P | B
Behandlung A | 4.0 | 1.5
Behandlung B | 2.3 | 1.2

Tabelle 16.6: Tabelle des relativen Erfolgs.

bei der Patientengruppe P; erfolgreicher sind als bei der Gruppe P». Insbe-
sondere ist die schlechtere Behandlungsmethode B an P, erfolgreicher als die
bessere an P,. Im gepoolten Datensatz kommen verhédltnismékig viele Daten
von B an P; vor.

16.3 t-Test

Die Grundannahme des ¢-Tests ist, dass eine Stichprobe {x1,...,zy} i.u.nv.
Zufalls-Variablen gemessen wurde. Die Varianz o2 der Verteilung ist nicht
bekannt. Es soll getestet werden (Null-Hypothese), ob ein bestimmter Wert
¢ der wahre Mittelwert der Verteilung ist. Die ¢-Statistik lautet

P

5
1/2 N

o [Ty (@ —7)? 1

SF‘( N ) ) B DIEL

Die Zahl der Freiheitsgrade ist v = N — 1. Man wird in diesem Fall i.d.R.
einen zweiseitigen Test durchfiihren. Wir geben die [rrtumswahrscheinlichkeit
a vor. Die zugehorige kritische Region |¢t| > ¢, erhalten wir aus

t(]:

P(lt| > tolv) =2 P(t > tolv) =22 Pt < to|v) = @
————
Fi(ta|v)
te = F (1 §[v)

Der Unterschied zum 2-Test besteht darin, dass man die Varianz nicht kennt.
Deshalb sind grofere Abweichungen vom hypothetischen Wert nétig, um eine
Hypothese verwerfen zu konnen. Beim 2-Test hatten wir fiir den zweiseitigen
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Test gefunden, dass die Null-Hypothese zu verwerfen ist, wenn bei einem
Signifikanz-Niveau von a = 0.01 2{5, = 2.58 ist. Bei demselben Signifikanz-
Niveau ist der Grenzwert der ¢-Statistik 75, = 3.25, wenn die Stichprobe den
Umfang 10 hat. In Abbildung 16.6 ist der Grenzwert 15, zum zweiseitigen ¢-

60
50

40¢

tZS

1% 301

201

101

5 10 15 20 25 30

Abbildung 16.6: Grenzwert t7s, zum zweiseitigen t-Test als Funktion des
Stichprobenumfangs.

Test als Funktion des Stichprobenumfangs aufgetragen. Die kleinste zuldssige
Stichprobe hat den Umfang 2.

16.3.1 Vergleich von Mittelwerten

Man kann den ¢-Test auch heranziehen, um zu testen, ob die wahren Mittel-
werte zweier Stichproben gleich sind. Voraussetzungen sind

e Alle Zufalls-Variablen sind unabhiingig voneinander.
e Die Zufalls-Variable innerhalb der beiden Stichproben sind jeweils i.u.nv.
e Die Varianz ist in beiden Féllen gleich.

e Null-Hypothese: Die Mittelwerte, die den beiden Stichproben zugrun-
deliegen, sind gleich.

Die Stichproben {d’, ... 7d§6}, (3 = 1,2) haben den Umfang L; und Ls.
Die Gesamtzahl der Stichproben-Elemente ist

L:L1+L2
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Mittelwerte und Varianzen der beiden Stichproben sind

— 1
db) = — d?
L2
=1
4 b —
AdPN2 = — d? — dP%)?
Ba = 3 @ -
Die Null-Hypothese besagt, dass die Differenz der Stichproben Mittelwerte
A =d®2 — qmn)

um Null normal-verteilt ist. Der Schatzwert fiir die Varianz der Differenz A
ist

5% = ﬁ (L<1> (AdD)2 4 L (Ad(2>)2> . (16.12)
Hierbei wurden wieder die Varianzen der beiden Stichproben quadratische
addiert. Es ist sehr sinnvoll, dass die Schiatzwerte fiir die Varianzen aus den
Stichproben mit ihren Grofen gewichtet eingehen, da auf diese Weise ihre

Zuverldssigkeit korrekt beriicksichtigt werden. Die ¢t-Statistik ist dann

A 2) — q@)
t = = =V L — 2 M 5
SF o
wobei die Zahl der Freiheitsgrade v = L—2 betrigt, da jede Stichprobe wegen

der Bestimmung des jeweiligen Mittelwerts einen Freiheitsgrad verliert.

TEST OB ZWEI STICHPROBEN DENSELBEN MITTELWERT HABEN
BEI UNBEKANNTER VARIANZ: t-TEST

Die Grofe
4@ — g
= yp—3 W=dY)
g
mit (16.13)
~ L 1) TA 002 2) TA (202
6= 5w (L (adD) + L& (Ad™)?)

geniigt der Student-t Verteilung

pe(tlv) = Fr(i)) \/;_V (1+t—>_ 2 (16.14)

mit v = L — 2 Fretheitsgraden.




Beispiel zum Vergleich von Mittelwerten

Die Tabelle 16.7 enthélt zwei Stichproben der Lebensdauer in willkiirlichen
Einheiten von zwei radioaktive Elementen X und Y. Die Null-Hypothese
besagt, dass es sich bei beiden Priparaten um dasselbe Element handelt. Aus

i ax | @y
1 11 18

2 14 11

3 8 9

4 12 7

5 9 14

6 10

7 15
d® 1108 12.0
(Ad®)2 | 4.56 | 12.57

Tabelle 16.7: Messungen der Lebensdauer (in willkirlichen Einheiten) zweier
radioaktiver Elemente X und Y.

den Werten in der Tabelle erhalt man eine Standardfehler fir die Differenz
der Mittelwerte von

~ o
SF = ——=1.95
vVL—-2

Damit ist der Wert der ¢t-Statistik
e
to= ——— = 0.62
SF

Die Zahl der Freiheitsgrade betrigt v = 10. Bei einem zweiseitigen Test zum
Signifikanz-Niveau von 1% beginnt die kritische Region bei

tl% - 32

Damit kann die Null-Hypothese nicht verworfen werden. Wir berechnen noch
den P-Wert

P = P(|t| > tolv) = 2Fy(— |to| |v) = 2 % 0.276 = 0.552

Y

der besagt, dass Diskrepanzen in den Stichprobenmittelwerten, die minde-
stens so grok sind wie die beobachtete, aufgrund von zufélligen Fluktuationen
mit einer Wahrscheinlichkeit 0.55 auftreten konnen und die Null-Hypothese
von daher nicht verworfen werden kann.
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16.4 F-Test

Unter der F'-Statistik versteht man das Verhéltnis der Schiatzwerte zweier
Stichproben-Varianzen.

fo =21 (16.15)

Voraussetzung ist, dass die Elemente der Stichproben i.u.nv. sind, und wir
nehmen an, dass beide Stichproben dieselbe intrinsische Varianz o2 besitzen.
Wir hatten bereits in 77 gezeigt, dass die F'—Statistik einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung geniigt, die unabhingig von o2 ist und nur von den Umfingen
der beiden Stichproben abhingt. Weiters hatten wir gesehen, dass die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der F-Statistik nicht von den Mittelwerten der beiden
Stichproben abhéngen. Der Umfang der Stichproben sei Ng. Die Zahl der
Freiheitsgrade in den Stichproben ist dann vg = Ng — 1.

Die Null-Hypothese ist, dass beiden Stichproben (ungeachtet der Mittelwer-
te) dieselbe intrinsische Varianz haben und deshalb auf denselben physikali-
schen Ursprung zuriickgehen.

Das wesentliche am F-Test ist, dass weder zur Berechnung der Statistik noch
fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der intrinsische Wert der Varianz o2 bené-
tigt wird. Deshalb kann der F-Test in vielen Féllen angewandt werden.
Wenn die Hypothese richtig ist, sollte der berechnete Wert (fo) der Statistik
nahe bei eins liegen. Wenn er wesentlich davon abweicht, heifst das, dass die
Hypothese wahrscheinlich nicht korrekt ist. Wie im y2-Test verwendet man
als Signifikanz-Niveau 5% oder 1% und verwirft die Hypothese, wenn die
Wahrscheinlichkeit P(f > fo), dass ein Wert f groker-gleich f; vorkommt,
wenn die Hypothese korrekt ist, grofer ist als das Signifikanz-Niveau. Bei
einem Signifikanz-Niveau « verwerfen wir die Hypothese, wenn

[e. 9]

P(f = fo) = / df pe(fINL Ny B) < a
fo

Die Hypothese ist auch zu verwerfen, wenn fy deutlich kleiner als eins ist. In
diesem Fall muss gelten

fo
P(f < fo) = / af pr(fINy, Na, B) < a

0

Da aber im Fall f; < 1 nur die Indizes der Stichproben vertauscht werden
miissen, um zu fy > 1 zu gelangen, wiahlt man die Indizes i.d.R. so, dass

fo> 1.
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Die Grifse
a1’
)
gentigt der F-Statistik mit der Wahrscheinlichkeitsdichte
() = 2 ) o)™ (1 5 6
PrJIV1,2) = momrm ey T T 2 T .
I %)
. 4!
maut r=—
19}

mat l//g:Nﬁ—l.

Beispiel

Wir betrachten zwei Bildausschnitte, die jeweils 4 Pixel enthalten, eines Bil-
des, das im wesentlichen aus Untergrund besteht. Im ersten Ausschnitt finden
wir die Werte {2.0,3.0,1.0,2.0} und im zweiten {2.0,2.5,1.5,2.0}. Die Null-
Hypothese sei:

in beiden Fdllen sehen wir nur Untergrund,

das heifst, die Varianzen sollen gleich sein. Die Stichproben-Mittelwerte sind
in beiden Féllen gleich 2.0. Die Schéitzwerte der Varianzen liefern

2
~2 __ “
o] = 3
und
53 =0.25 =
Damit ist der Wert der F-Statistik
fo — 40

Wir vereinbaren, dass wir die Stichproben immer so nummerieren, dass der
Wert der F-Statistik grofer eins ist. Bei einem Signifikanz-Niveau « liegt die
Grenze zur kritischen Region bei

o0

/ pe(flvi,ve) df =1 — Fp(falin,1n) = a

fa
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Daraus folgt
fo=Fz'(1—alv,w)

Wenn wir speziell & = 0.1 wéhlen ist in unserem Beispiel
fron = Fr'(0.95]3,3) = 5.3908

Das heifst, selbst bei einem Signifikanz-Niveau von 10% (in dem wir erlauben,
dass die Null-Hypothese in 10% der Félle irrtiimlich verworfen wird) kann
die Null-Hypothese nicht verworfen werden. Der P-Wert ist

P=1-Fp(fy|3,3) =014 |

was zeigt, dass im Bereich f > fy 14% der Wahrscheinlichkeitsmasse steckt.

16.5 Kritik an der Test-Logik
Grundlage der Signifikanz-Tests ist die Likelihood-Funktion
P:P(SZSO|HQ) s

das heifst, die Wahrscheinlichkeit, dass der Werte der untersuchten Statistik
grofer-gleich dem beobachteten Wert sind. Zum einen ist die Wahl der kri-
tischen Bereiche abhéngig von den Alternativen. Diese werden aber in den
typischen Anwendungen nicht beriicksichtigt. In den meisten Fallen wird man
einseitige oder zweiseitige Test durchfithren. Uber die Fehler zweiter Art weif
man i.d.R. wenig. Wir hatten bereits festgestellt, dass ein grofer P-Wert be-
deutet, dass die Null-Hypothese nicht verworfen werden kann. Das heifst aber
umgekehrt nicht, dass die Null-Hypothese stimmt. Fiir den inversen Schluss
bendtigen wir ALLE Alternativ-Hypothesen. Extremes Beispiel, Hy besagt
Herr X wischt den Wagen. Die Beobachtung zg besagt, dass die Strafe nass
ist. Damit ist
P(z € I;|Hp) =1

Das heifit aber noch lange nicht, dass Herr X den Wagen wéscht. Genausogut
kann es regnen.

Im eben angefiihrten Beispiel kann man leicht falsifizierende Schliisse zie-
hen. Wenn die Strafle ndamlich nicht nass ist, wissen wir, dass die Hypo-
these Hj falsch ist. Diese eindeutige Konsequenz liegt jedoch daran, dass
P(zy € I|Hy) = 0. Wenn H, keine deterministischen Schliisse zuldsst, ist
auch dieser Umkehrschluss schwierig. Wenn z.B. P(Z5 € I|Hy) = 0.01, dann
bedeutet das fiir den Fall, dass die Strafse nicht nass ist, dass nur in 1% der

250



Falle beim Autowaschen die Strafse nicht nass wird. Wir kénnen also ziem-
lich sicher sein, dass Herr/Frau X den Wagen nicht waschen. Voraussetzung
ist, dass wir auller der Feuchtigkeit auf der Strake nichts wissen. Es kdnn-
te aber sein, dass zusédtzliches Vorwissen existiert, das besagt, dass andere
Alternativen auszuschliefsen sind.

In naturwissenschaftlichen Problemen sind die vorliegenden Daten sicherlich
nicht die einzige Information, die fiir das betrachtete Problem bekannt ist.
Es wird in der Regel schon sehr viel Vorwissen in Form von fritheren experi-
mentellen Daten, allgemeinem Wissen oder theoretischen Fakten geben, wie
zum Beispiel Positivititsforderungen, Summenregeln, Grenzwert-Verhalten.
EIN WISSENSCHAFTLER STEHT NIEMALS VOR DER SITUATION, DASS NUR
DIE GEGENWARTIGEN DATEN ZAHLEN.

Insofern bendétigen wir unbedingt eine konsistente Theorie, die es erlaubt,
alles bekannte Wissen einfliefen zu lassen. Es wurde von Kritikern beméan-
gelt, dass das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit subjektiv sei. Wir haben
mathematisch streng bewiesen, dass die Wahrscheinlichkeitstheorie die einzig
konsistente Theorie zur Behandlung von Teilwahrheiten ist. Die Theorie ist in
sich konsistent und deterministisch. Das einzige, was als subjektiv bezeichnet
werden kann, ist das Vorwissen, dass in die Prior-Wahrscheinlichkeiten ein-
fliekt. DIESES MASS DER SUBJEKTIVITAT IST ABER DAS F'UNDAMENT AL-
LER WISSENSCHAFTEN. DAS IST DIE EXPERTISE, DIE IN DER JEWEILIGEN
D1sZIPLIN VORLIEGT. NATURLICH HANGT ES VOM ENTWICKLUNGSGRAD
DES JEWEILIGEN FORSCHUNGSFELDES AB.

Die Durchfiihrung bzw. Generierung von experimentellen Daten oder die Er-
mittlung von Stichproben — und somit die orthodoxen Statistiken — ist jedoch
im gleichen Mafe subjektiv motiviert vom Vorwissen und préajudiziert teil-
weise das Ergebnis. [.d.R. wird man, geleitet von theoretischen Modellen,
Daten, die dem Vorwissen entsprechen, schnell akzeptieren und solche, die
absolut nicht ins Bild passen, wiederholt messen. All das, was bei der Daten-
und Stichproben-Erzeugung in grokem Mafse unbewusst ablauft, wird mit der
Wahrscheinlichkeitstheorie in einen mathematisch strengen und konsistenten
Rahmen gebracht.

Wenn z.B. die Auslenkung eines harmonischen Oszillators als Funktion der
Zeit zu analysieren ist, wird ein Physiker niemals auf die Idee kommen, fiir
x(t) ein Potenzgesetz der Form

rp(t) =a+bt+ct?

anzusetzen. Er wird immer die Form einer geddmpften Schwingung verwen-
den

zo(t) = Acos(wt + ) e
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Auch wenn ein Signifikanz-Test liefern sollte, dass xp zu verwerfen und zp
zu favorisieren ist, ist unser Vorwissen doch so dominant, die Aussage der
Daten nicht zu ernst zu nehmen. Insbesondere wissen wir, dass wir dem
Modell zp(t) definitiv nicht fiir grofse Zeiten trauen werden.

Das heift, da es in den Tests immer eine Restunsicherheit gibt (Fehler erster,
bzw. zweiter Art), dass auch das Falsifizieren einer Hypothese nicht zwingend
ist. Im Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie verschwindet die Asymmetrie
zwischen Falsifizieren und Verifizieren. Beide Félle werden gleichwertig be-
handelt, indem man die Wahrscheinlichkeit P(H|D, I, B) fiir die Hypothese
bestimmt, im Lichte der neuen Daten und des Vorwissens des Fachgebietes
und des Bedingungskomplexes.
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Kapitel 17

Wahrscheinlichkeitstheoretische
Hypothesen Tests

Der Hypothesen-Test im Rahmen der Bayessche Wahrscheinlichkeitstheorie
ist denkbar einfach. Wir wollen zwei Hypothesen H; und H,' im Lichte
von neuen experimentellen Daten D vergleichen. Dazu bendtigen wir die
Wahrscheinlichkeiten
P(H,|D,B)

fiir die beiden Hypothesen H,, gegeben die Daten D und weiteres Vorwissen,
das im Bedingungskomplex B zusammengefasst ist. In der Rechnung werden
wir nach Bedarf auf die in B enthaltene Information zuriickgreifen und auch
die Daten D genauer spezifizieren. Das Bayessche Theorem liefert

D|H,,B) P(H.|B)
P(D|B)

Es ist sinnvoll, das sogenannte Odds-Ratio zu berechnen

P(H,|D,B) = il

ODDs-RATIO

_ P(H\|D,B) _ P(D\Hy,B) P(H|B)
~ P(Hy|D,B) ~ P(D|Hy,B) P(H|B)
—_——— ——

OBF op

(17.1)

(0]

Man nennt den ersten Term den BAYES-FAKTOR und den zweiten PRIOR-
ODDS. Der Vorteil der Odds-Ratios ist, dass er Normierungsfaktor P(D|B),

'Ein Spezialfall ist natiirlich Hy = H;.
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die sogenannte DATEN-EVIDENZ, herausfillt. Die Daten-Evidenz ist hier ir-
relevant. Prinzipiell gibt sie an, wie wahrscheinlich die gemessenen Daten fiir
eine bestimmte Problemstellung (B) sind, ungeachtet der speziellen Modell-
Parameter. Z.B. konnte B besagen, dass wir optische Experimente im sicht-
baren Bereich machen und Wellenlingenmessungen durchfiihren. Dann wird
die Datenevidenz fiir Lingen im Bereich um 555 nm maximal sein und nach
380nm bzw 780nm hin auf Null abfallen.

Aus dem Odds-Ratio erhalten wir die Wahrscheinlichkeiten tiber die Formel

0
1+o0

P(Hi|D,B) = (17.2)

Diese Form gilt, wenn es nur zwei Alternativhypothesen gibt. Die Verallge-
meinerung auf mehrere Hypothesen werden wir spéter besprechen.

Die Formel Gl (17.1) quantifiziert, wie sich unser Wissensstand durch die
neuen experimentellen Daten, erweitert hat. Der Bayes-Faktor stellt den Er-
kenntnisgewinn aufgrund des neuen Daten dar. Der Odds-Ratio gibt an, was
vor dem Experiment bereits bekannt war. In der Regel werden Experimente
von Fach-Experten durchgefiihrt und nicht von Laien. Das heifit, vor dem
Experiment liegt bereits Wissen vor, z.B. aus friiheren Experimenten, das im
Prior-Odds zu beriicksichtigen ist. Dieser Faktor ist zwar nicht immer leicht
zu erhalten, es ist aber unserios, wenn man auf einem Gebiet wissenschaft-
lich tétig ist und sich nicht die Miihe macht, sich in das bereits bestehende
Fachwissen einzuarbeiten. Natiirlich kann es auch Probleme geben, bei denen
noch kein Vorwissen vorhanden ist. Dann muss man op = 1 wihlen, da jede
andere Wahl bedeutet, dass man doch etwas weifl. Wenn das nicht der Fall
ist, ist der Index an den Hypothesen voéllig willkiirlich, und aus Symmetrie-
griinden ist op = 1 zu wahlen. Der Prior-Odds gibt den Wissensstand vor
dem Experiment an und nicht welche Hypothese tatséichlich richtig ist oder
besser zutrifft.

Wir wollen z.B. iiberpriifen, ob jemand telepathische Fiahigkeiten besitzt.
Hierzu werde eine symmetrische Miinze N-mal verdeckt geworfen und man
iiberpriift die Ubereinstimmungen. Von den N Wiirfen sollen n Vorhersagen
zutreffen. Die Hypothese ist

H : Die Person hat telepatische Fihigkeiten.

Wenn die komplementiire Hypothese H zutrifft, sind die Ubereinstimmungen
zuféllig und sollten die Wahrscheinlichkeit ¢ = 1/2 haben. Bei Vorliegen
telepathischer Fahigkeiten ist die Wahrscheinlichkeit fiir Ubereinstimmungen
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q > 1/2. Die Marginalisierungsregel liefert

1
P(n|N,H,B) = / P(nlq, N, H,B) p(q|N, H, B) dq

0

Nun besagt die Hypothese H, dass die Person telepathisch veranlagt ist ohne
genauer zu spezifizieren, wie stark diese Fahigkeit ausgeprigt ist. Demnach
gilt

p(gIN, H,B) =206(5 <¢<1)

Der Likelihood-Term P(n|q, N, H,B) = Pg(n|q, N) ist nichts anderes als die
Bernoulli-Verteilung

P(nlg, N, H,B) = (]Z) 71— N

Somit liefert das Ergebnis

P(n\N,H,B)zQ(Z) /q" (1—q¢)N"™dq P=lse

1/2
1/2

=2 (]:Z) / pNr (L —p)"dp

N
—2( )B(%;N—n—i—l,nJrl) ,
n

wobei der letzte Faktor die unvollstindige Beta-Funktion Gl. (7.9b) ist. Im
komplementiren Fall H ist die Berechnung einfacher

P(n|N,H,B) = P(nlg=1/2,N,B)
()2

opr =2 B(3; N —n+1,n+1)

Damit lautet der Bayes-Faktor

Nehmen wir an, es sei N = 10 und n = 7, dann erhalten wir ogr = 1.38 und
wenn wir den Prior-Odds-Faktor gleich Eins wéhlen folgt daraus

P(n|N, H,B) = liBF = 0.58

OBF
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Diese Wahrscheinlichkeit ist nicht so grofs, dass wir von den telepathischen
Fiahigkeiten der Versuchsperson iiberzeugt sind, n = 7 bei 10 Versuchen kann
auch eine statistische Fluktuation sein. Wir machen deshalb ein umfangrei-
cheres Experiment N = 100 und wir finden n = 77. Die daraus resultie-
renden Werte sind ogr = 1 009 520 bzw. P = 0.9999990. Hier kénnen wir
aufgrund der Daten mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit, davon
ausgehen, dass die Person telepathisch veranlagt ist. Trotzdem wird kaum
jemand von dem Ergebnis iiberzeugt sein und fortan an telepathische Fé-
higkeiten glauben, da wir bereits in so vielen Situationen erlebt haben, dass
diese Ubereinstimmungen nicht auf telepathischen Fihigkeiten sondern auf
irgendeiner Art von Manipulation beruhen. Und wir werden von daher einen
extrem kleinen Wert fiir den Prior-Odds-Faktor ansetzen. Wie konnen wir
ihn abschidtzen. Wenn auf der Erde jemand nachweislich und reproduzierba-
re telepathische Féahigkeiten besifte, wire das mittlerweile bekannt. Es gibt
auf der Erde ~ 10'° Menschen. Bei welcher Zahl ist es denkbar, dass ihre
telepathischen Fihigkeiten unbeobachtet geblieben sind. Vielleicht O(10?).
Demnach wiirden wir fiir den Prior-Odds-Faktor grob den Wert

ansetzen. Damit ist im Falle von N = 100 und n = 77, o = 0.001 und
p = 0.001. Das macht mehr Sinn. Wir sehen aber auch, wie sich aufgrund der
Daten die verschwindend kleinen Prior-Wahrscheinlichkeit von 10~% deutlich
vergrofert hat. Das ist gerade der LERNEFFEKT, den die Wahrscheinlich-
keitstheorie quantifiziert.

Natiirlich sollte man den Prior-Odds-Faktor nicht Null oder Unendlich wéh-
len, ansonsten sind Experimente iiberfliissig.
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